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磁单极主丛的 认。 S认 X U I不变性

吴 泳 时 陈 时 郭 汉 英
(中国科学院物理研究所 ) (中国科学院高能物理研究所 )

提 要

本文指出
,

U :

规范场磁单极的主丛—
H叩 f 丛 夕 / z ,〕〔2」

具有保持丛结构的 u Z
二

S U Z X U l

不变性
.

由此
,

证明了在主丛上 的 u Z
二 s u ,

x u ,

变换中
,

s u ,

生成元自

然诱导 出磁单极周围空间转动的角动量算子
,

其中包含一 z 。
g

一

t 项 ; 同时
, u ,

生成
犷

元给 出电荷算子
.

因此 ,
磁单极主丛及其 矶二 s u Z

x u l

不变性
,

不仅刻划了磁单极

周 围空间转动的特征
,

而且给 出了角动量算子和电荷算子的统一性
。

利用这种不变

性
,

文 中又导出了兹单极周围的球谐 函数
,

并将这些结果表为类比干陀螺角动量及波

函数的形式
.

由于保持丛结构的子群 s u Z

是通 常的空间转动群 5 0 :

的双值覆盖
,

具有旋量表

示
,

因此
,

本文的结果表明
,

磁单极及其主丛的 u Z
二 s u Z x U ,

不变性
,

可以对半整

数自旋粒子的存在
,

提供一种从大范围观点看来是合理 的解释
.

最近
,

吴大峻和杨振宁
「̀ , 提出用非平凡 叮

,

主纤维丛的概念来描述磁单极
,

从而避免了引

入虚假的 iD
r a c

奇异弦
.

我们进一步指出
〔2] ,

适 当引进度规
,

可使以磁单极 g 为中心的球面 夕

上的 U ,

主丛 尸、

(岁
,

U ,

) 成为 H叩 f丛 夕 对 D 一 Z eg 阶循环群 Z ,。

的商空间 夕 / z ,。
.

这表明
,

在一定条件下
,

磁单极周围的电磁场应具有将空间中 2 维球面 夕 的对称性与电磁规范群 认

的内部对称性结合起来的 H oP f 丛的对称性
.

木文讨论磁单极主丛的这种对称性及其物理意

义
.

我们将指出
,

对于 u ,

磁单极的 H oP f 丛 了
,

保持丛结构的变换是 5 0 、
的子群 u :

二 s u , 又

u ,

的变换 ; 其中 u ,

生成元给出电荷算子
,

S U ,

生成元给出磁单极周围的角动量
,

特别是这里

可以自然得到磁单极场中带电粒子角动量算子的附加项一 2 0
9

系硬凑出来
〔3 ,

(见下节 .)

二
,

无需像通常那样从对易关

这样
,

如果要求磁单极场中 (无自旋 ) 带电粒子的波函数定义在磁单极主丛上
,

并构成
u Z
二 s u Z又 u ,

的不可约表示
,

那末就 自然可以得到系统的角动量算子和电荷算子的统一表述
,

以及磁单极周围的球谐函数
.

同时
,

这些结果可以表示为陀螺角动量及其波函数的形式 (见第

二节 )
.

本文 1 , 7 7 年 4 月 2(j 日收到
.
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一
、

磁单极主丛及其 姚二 S认x Ul 不变性

我们首先重述文献 [2] 的部分内容
,

建立磁单极 窟的主丛 ; 进而证明这个主丛 的 U Z

“

s u , x u
;

不变性 ; 然后导出作用在磁单极周围 (无自旋 ) 带电粒子波函数上的角动量算子
.

假定 g 位于空间原点
,

作以 g 为球心
, 犷

为半径的 2 一球面 夕
,

以 夕 为底
,

U ,

为结构群
,

构

造非平凡主丛 氏 ( 5 2 ,

U :

)
,

考虑其正规形式叭

将 夕表为
:

术 + 够+ 哨 ~ 尸
.

( .1 1 )

取各自包含上
、

下半球的坐标邻域 V ;

一 夕 一 ( o , o ,

一 ;
) 与 V Z

~ 夕 一 ( O , 0 , ,
)覆盖 .sz

在 V
l , v Z

中分别引入以南极 ( 0 , 0 ,

一 ,.) 或北极 ( 0 , o
, ,

·

) 为中心的测地投影坐标

二。
一 (

: 十 , 户卿
a ,

在 V ,

中
,

l(
.

2 )

牙
。

~ (
。 一 个丫

l

卿
。 ,

在 V Z

中
, 。 一 1 ,

.2

再引进将 夕表为复射影直线的非齐次坐标
之 ~ x 一 + z’ x 2 〔 V i ,

习
:

~ (刁
,
--)

`

牙~ 茫
1

一 挤
2 〔 V Z ,

( 〔 V l

门V Z

)
.

( 1
.

3 )

在重叠区中定义联接函数 凡
, : V :

门 V ,

” U , ,

5 2 ,

一 。 `D , 一 e x p 仁(怂 一 风 ) }
.

( 1
.

4 )

这里 夕是 u 、

群流形的坐标
, D 是整数

, 甲是 3 维空间中球坐标的方位 角

刃,

~
,
·

s i n 口 e o s 甲 , 刃2
~ ,

4

s i n 8 s i n 甲 , 刃;

~
,
·

e o s
0

.

( 1
·

5 )

l(
.

4 ) 式表示 凡
,

将 夕 上 (
: ,

0
,

0) 点映为 U ,

群的单位元素
,

且当甲在 夕赤道 lS 上转一圈时

(即 甲从 O变到 2动
, U :

群流形转 D 圈
.

,.

、

l
/

、

l
/

定义主丛的坐标映射 价, : V ; X U ;

”
。 ;

(
Z , 。 `“ !

) 一 (卫
“ ( v ,

) ( f 一 1 , 2 )
,

了备
: e i夕,

D/
, 尺了奋

e i , : /D

山式牙
,

(
、 。一` 。 `“ 2

D/
,

卫 二 ` : 。 `“ 2` D ( 1
.

6 )

这里 叮 二 1 十 厂
2

旅
, 厅 二 1 十

显然

e `“ 2

)
’

r 一 2
牙牙

, “
一 ”
表示复共扼

.

将上式等号右边记为复数对 (
。 : ,

勺 )
.

z ,
三

;
+ “ 2

瓦 ~ R , ,

( 1
.

7 )

即 (
二 , , 2 2

) 可看作半径为 R 的 3一球面 了 上的点
.

定义投影映射
二 : 驴 、 夕

,

二
( (

z ; , 2 2

) ) ~ [ 二
, , :

小 ( 2
.

5 )

其中 【二 , , 二 2

] 是 夕 作为复射影直线的齐次坐标
“

~
,
·

z牙
, “ 、 〔 V 、 ,

子~
, 二 r

` 2 2 0 V 2
.

( 1
.

9 )

显然
, 、 将 5 3

上所有 (
。 t 。 ` 夕̀D/

, 二 Z e ` 夕̀ /D ) ( o 成 月* < 2 二 ) 的点映为 S ,

上同一点 [二
: , 二 2

]
,

而 ` 所

定义的纤维 f
,

(卜
: , 。 Z

D 为 U ,

/ Z 刀 , `

它是把 驴上的大圆剪开绕 1D l圈再粘上得到的流形
.

这

里
, Z D

是由复数 毛iez
那龙 /
叮 ( m ~ 0 , 1 ,

…
,

ID I一 l) 构成的 D 阶循环群
.

投影
, ,

坐标映射 价* 以及联接函数 凡
,

定义了 H oP f 丛 夕对 Z 。 的商空间 驴 / Z 刀
.
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Z

二 S U
Z x U

:

不变性

在主从 驴 /Z D
上

,

可以引进度量

d尸 一 汀: , d三,

十 汀御 d几
,

(
_

1
.

10 )

利用坐标映射 功
, ,

井取 R 一 .2)
,

d X“ :

其中 击
2

是底空间 夕 上的度量
,

而

可将
_

仁式表为
:

了、 2
+ D 一 ZR ’

( d夕
;

+ (,) ,
D )

2 ,

汀, 2
+ 刀一 ,尺 ,

(了热 + 。 ZD )
才

.
( 1

.

1 1 )

1 _ , l ,
_

,
_ 、

阴 i

- 一
口

`

又叮忍二 一 忿在二夕
,

2

1
, _ , / , ~ 二

r J Z
~ — a 气a 二忿 一 子d牙) ( 1

.

12 )
2

利用球坐标 ( 1
.

弓) 式
,

可将
` ,〕 ,

,
2

化为 W
、卜Y a n g

可以证明
,

主丛 驴 / Z , ,

的第一陈类

c 一
~ 2 0 9

磁单极势的形式 .ll[

( 1
.

1 3 )

这表明主丛 驴 / Z ,。

是磁单极 g 一 D / c2 的主丛
.

下面证明
,

保持主丛 凡 ( 夕
, U ;

) 的结构
,

即把底流形 夕上一点的纤维都变到 夕 上 另一点

的纤维的变换群
,

是 , 的旋转群 5 0 4

的子群 u Z
二 s u Z x u l

.

对主丛 尸 ;

巴 驴 / Z D
上的点 (

二 , , 二 2

) 进行变换
,

\ 肚 / 忿八 /介 、

少一气
。
;夕一

’ `
气
二 :

),
( 1

.

1 4 )
/

!
\

显然
,

M 必须满足

其中歼
”
表示厄米共扼

.

M M
卞 一 z ,

( 1
.

1 5 )

这表明M 为 2 x Z 么正矩阵
,

因而是群 U : “ S U :
X U I

的元素
.

将

M表为
:

/
“

b 、
对 ~ N A

,

N 一 l
二 _

】〔 S U Z , 八 ~
e ` a

〔 U l ,

\ 一 b 口 /

( 1
.

1 6 )

其中 d e t ( N ) 一 a万+ b石一 1
.

于是由 ( 2
.

1 4 ) 式
z ,

一
。 ; 一 ( 云

z ,

一 石
2 2

)A
, 。 2

~
。
; ~ (占

。 ;
+ a o Z

)A

二
( 1

.

1 7 )

不难看出
,

此变换诱导底 夕 及纤维 U ,
_

七的如下变换 L例如在 广
,

( V ,

) 中 ]
,

二

、 。 `

一
,
·

(占
二

+
a ,

·

)
一 ,

( 厅
; 一 石,

4

)
, 。

~
,
·

二
牙

, 2 1 〔 F , ,

( 一 1 5 )

又” 万 ~ 如 A , 夕一 {
口 r

+ b川
一
(
口 r

+ b二 )
,

( 1
.

1 9 )

其中 几~ 产川 D
.

这表明
,

主丛上的 u Z
二 S U ,

x U ,

变换将底 夕点
二
变为点 z’ ; 同时将

“ 点纤

维上点 又变为 了点纤维上点 万
,

二者差一 U ,

变换 p A
.

容易证明
,

在此变换下
,

底 夕上的度

量以及丛上的联络 1一形式 。 都不变
.

在 厂 l( 矶 ) 中也一样
.

特别
,

当
“

~ 1 , b ~ o 时
,

变换 M 一 A 一 iae ` U ,

保持底 夕 上的点不动
,

而把纤维上

的一点 又变为同一纤维上的另一点 又A
.

这就是普通的整体 U ,

变换
,

其生成元就是通常的电

荷算子
.

由于主从上的 S u ,

变换诱导出底空间的变换是保度的
,

亦即诱导出底空间 夕 的 5 0 :

转

动
,

同时
,

N 与一 N两个 S U :

变换
,

对应于底空间的同一 5 0 3

转动
.

容易求出 S U Z

所诱导的
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底空间 0 5,

转动的显示表达式
.

考虑无穷小变换
,

取

一 l + 土
。 , , b 一 生 ( 。

2
+ 低

N
一

+ 上
。 “ a 。

一

八+ 三
。 、

!
2

1 1 ,

\ 一 万
、 艺 ,

1 /

二
、

一 气 5 2
个

2 5 1夕
2

一 i￡ ,

) 1

一万

( 1
.

2 0 )

、、、....户刃声尹

沈f

a 。

是通常的 aP ilu 矩阵
,

它所诱导的底空间无穷小 5 0 ,

转动下直角坐标的变换为
:

刃,

” 刃; ~ 刃:
+ 6 3叮2

一 “ 2刃3 ,

刃2

” 哄~ 一色刃
:
十 刃2

十 。 1刃, ,

刃3

” 刃二~ 8 2刃,

一 E ; 刃2
+ 刃3 ,

( 1
.

2 1 )

其生成元就是通常的空间转动算子

一 f l Z

一 ( “ ” , /”
6“ ’一哉

,

口 口
一

’ 了,

瓦 一 ” 3

瓦
’

一 11- 口 口

一 fl
,

一 刃3

袜 一 刃,

瓦
’

一 ,

最
一 ,

最
·

( 1
.

2 2 )

相应的纤维上的无穷小规范变换为
:

卜
、 一 ; 户 二 ;

f
l 十

;。

、
, 。 一李f

。 ,
十 。 ,

互 十 。 2

马
,

\ / 沁 \ 犷 犷 /

( 1
.

2 3 )

它使变换后的电磁势对于变换后的空间坐标 水而言
,

具有与变换前相同的形式
.

由于磁单极主丛上的 S U Z

变换
,

同时诱导出底空间 夕 上的 5 0 、

转动和纤维上的 U ,

变换 ;

反之
,

底空间的转动必须伴随着纤维上相应的 U ,

规范变换
,

才能保证磁单极主丛的结构
,

使磁

单极电磁势形式不变 ; 因此
,

对于定义在 (磁单极周围 ) 底空间 夕上的带电粒子波函数 《 刀, ,

犯 。 )
·

必须回时考睿时空点的变换和位相变换
.

在无穷小变换下
,

波函数就应当有下面的变

换性质

必(刃) ” 毋
`

(刀
’

) = e一 `D S

毋(刃)
.

( 1
.

2 4 )

而在无穷小 S U Z

变换下
,

波函数的变换又应表为
:

必 (刃) ” 必
`

(刃) = ( 1 + z’ 。忆 , )必(刃 )
,

( ]
.

2 5 )

L ,
是作用在带电粒子波函数上的 s u ,

生成元
.

由此两式可得
:

L ;

~ l ;

一 旦
州

一至一
2 犷 + 个

L Z

~ 乙一
刃2

,
’

+ 刃3

L ,
一 ` 3

一

警
.

( `
·

2 6 ,D一2

不难将磁单极势表为直角坐标的形式
:

A:
~ 一 二 吸

r r + 刃 3

于是
,

( 1
.

2 6 ) 式便可写为
:

~ 兰 一皿匕
一 ,

犷 r 十 小
( 1

.

2 7 )

L 一 , x ( p 一 。 A ) 一
。。 二

,

L 一 iL ie
,

p 一

这就是通常磁单极理论中的角动量算子
.

这里
,

我们由磁单极主丛的

自然地导出了这个表达式
.

当然
,

不难推广到带有电荷 Z 。
的情形

.

一
`

丽
·

U Z
= SU Z

X U -

( 1
.

2 5 )

不变性
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Z

二 s U
, x U ;

不变性

一
,

书

二
、

群 从巴 S从 X ul 的不可约表示和

磁单极周围的球谐函数

在这一节中
,

将建立群 u Z
二 s u :

x u l

的不可约表示
,

给出磁单极周围的球谐函数
.

同时
,

引入定义在主丛 尸g

“ 夕 / Z D
上的波函数

,

来描述无 自旋带电检验粒子的运动
,

并要求它们构成

U Z
之 s U Z

X U l

的不可约表示
.

我们将看到
,

这个要求
一

与上节是一致的
,

同样可以 自然地导出

有关角动量算子及其与电荷算子相互关系的结论
.

首先
,

将 U Z
二 S U : x U :

的生成元用底空间的球坐标和 u l

群流形上的坐标表示出来
.

令
z :

~ 杏
:
+ 了雪

2 , 2 2

~ 登
3
+ i杏、

.

( 2
.

1 )

将 ( 1
.

7 ) 式所表示的 驴 表为
:

鱿十 卖 + 鱿十 岁 ~ R ,

尸;
= 夕 / Z 。

上的 H oP f 坐标可用球坐标表为
:

_ 尺 滋n 旦
c o s

(
a ;

+ 甲 )
,

2

O

~ R C O S
万

“ o s a ` ,

_ 尺 , i n 旦
。 。 s 。 2 ,

诀

一 尺 。; 。 旦
。 i n (

。 ;

十 甲 ),

在
二一 `

( v ,

) 中
,

杏
4
一 R c o s

万
s i n “ , ,

“
2

一 R S , n

号
S , n a Z,

;
;

一 * 。 。 ·

号
9 ; n

(
a Z

一 , )
,

在
二一
义V Z

) 中
,

( 2
.

2 )

( 2
.

3 )

( 2
.

3
`

)

26

占
3

~ R “ 0 5

万
e o s

(
a Z

一 甲 )
,

了.....月̀.

!!
、.̀.J̀̀J..、 ,..̀1.`

其中 ( O
, 甲 ) 为底 夕上的球面坐标

,

而
a ;

~ 风/ D
, a ,

一 热 /D
,

e `口;

或
。 `口:

是 U ,

群的元素
.

由 ( 2
.

3 ) 式可见
,

从 厂
`

( F 、

) 过渡到 厂
`

( F Z

)
,

e ” 究 一 O
, 甲 ” 一甲

, a l

” a Z ,

(夸
1 ,

歹
2 ,

杏
3 ,

畜
4

) 。 (杏
3 ,

杏
4 ,

占
, ,

登
2

)
.

主丛上的无穷小 U :
竺 S U Z 火 U :

变换可以表为
:

夸
,

* 杏二一 ( l 一 i 。 , L , + i 。 。
夕 )参

。 ,

( 2
.

4 )

可用如下代换实现

( 2
.

5 )

一 `“ ` 一 ( ” “二/ ”
· `

’一命
,

Q ~ ( d杏二/。
“ 。

)
。 。二。 口

。夸
“ ’ ( 2

.

6 )

其中 L `

是 s U :

的生成元
,

Q是 U ;

的生成元
.

不难证明

一

合
(穿

2 3
+ 穿

41

’
,

一

合
(穿

1 2
十 g

斗3

’
,

1
/ _ ,

. _ , 、

~ 一 欠男
3 ;
十 乏Z 松 户,

2

~ 丫
1:

十 穿 .34 ( 2
.

7 )

它们满足

[ L 、 , L 51 ~ ￡。 , s , L , ,

L , ,

口] ~ 0 ,
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这里 穿
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夕
浏 ~

口
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口
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利用 ( 2. 3 )式
,

可以得到生成元的 H oP f 坐标表达式
.

例如在 厂 ( V ,

) 中
,

.

、 。

了二 日 。 a 1 0 a \
乙士

一 乙 1 工 z ` 2

一 一 cI
r

、 工 z下下
一

一 ct g 口 下尸一 一 花 塔 二罗下 - l
,

\ o 口 口甲 2 2 口 a 厂
.

厂口 l a \ n
.

口
乙 3

一 一
多 气二一 一 下

~

充万一 1
, 甘 ~ 一

多 二片
,

\ 口甲 2 O a l / d a l
( 2

.

1 0 )

在
二一

l( v 2

) 中
,

可 由代换 ( 2
.

约 式得类似的表达式
.

同时
,

在 f ( v ;

) 与 f ( 价 ) 中分别有 :

厂 ~ 写 + 聪 十 L璧

「 O
, 。

0
, 。 口

2
.

1

l一 下二二 一 cr g o 不万
~

一
c s c

一

口 反一二 ; 个 下丁

一 }
“ 口

` “ 口 o ,
` “

} d z

口
_

d 刁 1

}一 而 不五一 ct g a 下派「一 cs
c ` d 万二厄一 二

、 u L, U 以 以甲 `

s e e Z

旦
2

口

口
2

口甲口a ,

口
2

d 甲口a Z

一 工
、 e e Z

旦

c s c ,

丁 一 丁
c

scz 丁碱
·

我们知道
,

u Z
二 s U Z 火 U :

无穷小生成元 L , 与 Q构成的可对易的完备算子集合是
:

L Z , L 3 ,

Q
.

( 2
.

1 2 )

这三个算子在主丛上的共同本征函数构成 U Z
二 s U :

x U ;

不可约表示的基底
.

在 犷 l( v 、

) 中
,

本征方程是

8一,
ù

五 ,梦 、

(甲
,

日: a ,

) ~
口
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口

一 下丁二一 cr g 口 下二
.
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`

口口

, n
口

2

-
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—
一 工

、
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Z 一

旦
4 2

口
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毋 l

( 甲
,
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2
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)
二

+ 生
, e e Z

2

a
2

口甲口a l

l ( l + 1 )梦
:

( 甲
,

8 : a ,

)
,

( 2
.
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(
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,
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,
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) = 一
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。 梦 l

( 甲
,

口; a l

)
,

( 2
.

1 4 )

a
,。 / 。
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口口 i

Zq梦 l

( 甲
,

口 ; a ,

)
.
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.

1 5 )

由 ( 2
.

14 ) 与 ( 2
.

1约 式容易得到

梦
,
=

e “ , + “ )` 。 ( 口)
。 “` q “ : ,

代入 ( 2
.

1 3 ) 式得到 日 ( O ) 满足的方程为
:

( 2
.

1 6 )

干共具 (
51。 。
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C s C Z
o (

。 2 2
+ 。 2

+ 2 阴、 一 。 ) + , ( , + 1 ) }
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L S l n口 口口 \ O口 / ,

( 2
.

17 )

由角动量理论 51[ ,

此方程的解为
:

’

丫
扶

。 ( 日) 一 d久
,

一。

( o ) ~ d吞
,

一。
( 8 )

.

因此
,

在 f
`

( v ;

) 中算子 ( 2
.

1 2 ) 式的共同本征函数是

甄 ( 甲
,

o ; a l

) ~ D轰
,

一

抓甲
,

a
,

一 甲 一 Za ;

)
.

在 f ( 价 ) 中
,

本征方程是
:
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)
,
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二U S: xU
,

不变性

~
.

。 / 。 、
.

d
,。 夕 。 、 。 ,。 / 。 _

U 甲 2戈甲 , u ; a Z少 = 一 ; 不丁一 望 2戈甲 , o ; a Z少 ~ ` q 望
2气 (F

, 口 ; a Z人
0 a 2

( 2
.

2 2 )

仿照 f ( V l

) 中的情形
,

同样可以解得
:

梦炙甲
,

0 : a ,

) 一
e ` (
一

q ,̀ d聂
,

一宁

( 0 )
e , ` “ 。 `

~ D允
,
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( 沪
,

8
,

甲 一 2 a 2

)
.

( 2
.
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在重叠区 f
`

( V l

)门 f
`

( V Z

) 中
,

由 ( 2
.

3 ) 与 ( 2
.

3
,

) 式有
a Z
一 a ;

十 甲 ( 2
.

2 4 )

因而由 ( 2
.

1 9 )
、

( 2
.

2 3 ) 式导出

毋 ,

( 甲
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)
,

在 厂
`

( V l

) 自厂
,

( F Z

)
L
!
1

.

( 2
.

2 , )

这表明
,

作为 U :
二 SU :

X U ;

不可约表示的基底
,

口
, L 、

与 Q在主丛 尸:
二驴 / Z 。

上的共同本

征函数
,

定义在整个主丛上
,

它们在主丛的局部坐标变换下是不变的
.

同时
,

由波函数 戮 (甲
, o ; a ,

) (￡~ 1 , 2 ) 的单值性
,

可以得到量子数的取值范围
.

特别
,

q 可以取半整数
:

l ~ 【叮 }
,

}叮【+ 1 ,

… ; 。 一 一 l ,

一 l + l
,

…
,

+ z :

。 1
,

3

一 U ,

一
, 1 ,

一
,

二
今 。

2 2

的无 自旋检验粒子在磁单极 g 的场中运动
.

( 2
.

2 6 )

引入定义在整个主丛上的带己

qZ

考虑电荷为

电粒子的波函数

毋 一 万以
,

,

L梦 2
弋甲

,

8 ; 。 ,

)
,

8 ; a Z

)
,

在 厂
`

( F ;

) 中
,

在 厂
`

( F Z

)
L
犷
, , ( 2

.

2 7 )

并且要求它们构成 U Z
二 S U ,

x U :

的不可约表示
.

由本征方程 ( 2
.

1 5 )
,

( 2
.

2 2 ) 得到
:

梦 ,

(甲
,

口; a ;

) 一 少
;

(甲
,

8 )
e Z̀ q “ , 毋 2

( 甲
,

0 ; a Z

) 一 中2

( 甲
, 日)

e , ` q O 2 .

( 2
.

2 5 )

在重叠区 厂义V l

) n ` ( 玖 ) 中
,

有

。 ,

( 甲
, o ) =

e , `“ 甲中 2

( 甲
, e )

,

在 厂
`

( V ,

)自 f
`

( V Z

) 中
.

( 2
.

2 9 )

叭 (甲
,

e) 与 叭 ( 甲
,

0) 分别是在 夕 的 V I , V ,

中定义的普通的带电粒子波 函数
.

与联接函数

( 2
.

24 )
,

( 2
.

4 ) 式一致
,

在重叠区 V ;

门 V Z

中
,

波函数之间的关系是

中
、

( 甲
,

O) ~ 必
2

(甲
,

口)
e ,` Z ` g ,

( 乙 3 0 )

(文献 〔6] 曾得到类似的表达式 )
.

比较 ( 2
.

2 9 ) 与 ( 2
.

30 ) 式
,

立即得到

叮 一 2 e g = Z D / 2
,

( 2
.

3 1 )

这就是算子 Q 的本征值 q 的物理意义
.

由此可见
,

对于给定的磁荷 g ~ D / 2己 ,

算子 一

、
一

仁:
d /口夕

, ,

口/ d热
,

在 厂
`

( F ;

) 中
。

在 f ( v Z

) 中
. ( 2

.

3 2 )

作为 u ;

群的生成元
,

是带电粒子的电荷算子
.

将算子 L 士 , L ,

作用在 ( 2
.

2 5) 式上
,

可得

L *了 ;

(甲
, 8 : a ;

) =
e , `女 ` a :

乙又。
;

(甲
,

o )
,

( 2
.

3 3 )
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这里

Ll一 L;士 ` L;

一
`
一 (

士 `

矗一
g”

命
一 ` Z·

9 tg

号 )
·

“
一

`

(命
一 ,’Z协 ( 2

.

3 4 )

可以证明
,

上式又可改写为
:

L’ 一
x (尸 一 z e

A ) 一 z e g 二
,

( 2
.

3 5 )

A 是磁单极 g 的电磁势
.

这就是上节得到的角动量表达式
.

因此
, L * , L ,

对主丛上波函数

梦 ( 甲
, 8 ;拙 ) 的作用

,

等价于算子 L’ 对普通空间波函数 巾( 甲
,

的 的作用
.

这表明
, L 士 , L 3

是

作用在主丛波函数上的角动量算子
,

事实上
,

它们就是上节中的主丛上 s u :

变换的生成元
.

值得注意的是
,

主丛上的角动量算子 热 与电荷算子 Q 构成主丛不变群 u Z
二 s u Z

x U l

的

代数 ;正是主丛上角动量算子与电荷算子之间的这种内在联系
.

自然地导致了通常理论中角动

量附加项 一 z 。 g 二 的出现
.

与上节一样
,

磁单极主丛结构及其对称性有本质的意义
.

犷

附带指出
,

由 ( 2
.

2 5 )
,

( 2
.

1 9 ) 与 ( 2
.

2 3 ) 式可得

中
l

( 甲
,

8 ) ~ D氛
,

一。

( 甲
, e ,

一 甲 )
,

巾
2

( 甲
,

0 ) ~ D孔
,

一。
( 甲

, e
,

甲 )
.

( 2
.

3 6 )

这就是文献 「6] 中给出的磁单极周围的球谐函数
.

可将上述结果表为类似于陀螺的形式
.

在主丛 p g

( S , , U l

) 上引入坐标
:

一 Za ,

一 甲 ,

在

一 2 a 2
+ 甲 ,

在
。 ,

) 或 ( 甲
, 口; a Z

)
,

f
`

( F ,

) 中
,

f
`

( v Z

) 中
. ( 2

.

3 7 )

用坐标 ( 甲
, 8

,

必)
,

代替 ( 甲
,

可以统一表为

_ _
: ` * , ,

f + :

乙 `
~ 一

` 己一
了

、工
`

则在整个主丛上角动量算子和电荷算子

口 。 d
下几丁 一

c t
g 口 不厂一

口口 O甲

。
O 、

月 - C SC 口

—
l

,
儿 砚

=d价 /
-

1 ~ 。
.

a

— 口 ~ — 八
飞

~
了

—
_

2 一
一

口价
-

一 ,
立

,

( 2
.

3 5 )

d甲
-

( 2
.

3 9 )

显然
,

若把 (甲
,

o ,

价) 当作 E血
r
角

,

则 L `
与 R 3

分别相应于一个陀螺角动量对空间固定轴和

陀螺本体轴的分量 7[]
.

相应的本征函数自然就是这个陀螺的波函数
,

并且可将 ( 2
.

1 9 )与 ( 2
.

2 3 )

式统一写为
:

梦 ( 甲
,

0
,

价) ~ D粼
,

一 ,

( 甲
, a

,

价)
.

( 2
.

4 0 )

这样
,

便得所需结果
.

值得注意的是
,

这里的陀螺同时描述磁单极场中带电粒子系统的空间转

动和 u ,

变换
,

体现了时空对称性和内部对称性的统一
,

并不是普通空间中的普通陀螺
.

* * *

最后
,

我们指出
,

在主丛 凡 (夕
, U ;

) 的对称性 U Z

二 SU Z
x u ,

中
,

角动量算子是子群 s认

的生成元
,

它们的本征值可以取半整数
.

我们知道
,

物理上可 以实现的表示与群的整体性质

有关 l1[
.

对于 s U Z

和 5 0 ,

而言
,

尽管二者 iL e
代数相同

,

但它们的整体性质不同
.

s U Z

是 S仇

的双重覆盖
,

前者允许半整数表示
,

后者只允许整数表示
.

物理粒子的自旋是可以取半整数
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,

二 S U
: x U

:

不变性

值的
,

因此
,

从整体观点看来
,

与物理粒子 自旋相联系的空间转动群至少应包含 S u Z ,

而不仅

仅是 5 0 3
.

但是
,

普通的 3 维空间转动
,

只能构成 5 0
3

群
.

因此
,

从整体观点看来
,

普通的空

间转动是无法解释存在半整数自旋粒子的物理现象的
.

然而
,

这个疑难可 由磁单极主丛及其

u Z
二 s u : x u ;

对称性加以解决 ; 如果存在磁单极
,

通常的空间转动由磁单极主丛的对称群
u :
二 s u :

x u ;

的变换诱导 出来 ; 后者更为本质
,

它允许有半整数本征值的表示
.

因此
,

本文

的结果表明
,

磁单极的存在及其主丛的 U
:
二 s U

Z
x U ,

不变性
,

从大范围的观点看来
,

可对

半整数自旋粒子的存在提供一种可能的解释
.
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