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摘要 本文利用解析信号与 Hardy 空间中函数的关系, 研究周期解析信号的结构特征,

发现解析信号是由两部分构成的, 一部分与其幅度相关, 另一部分与内函数的边值相关. 在

此基础上, 我们进一步分析了每一部分的瞬时频率的性质, 发现造成解析信号出现负值的

原因与幅度有关,并指出解析信号可以出现任意给定的负频率结构. 最后, 我们给出了一类

解析信号满足瞬时频率为正的条件.
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1 引言

瞬时幅度、相位和频率是刻画非平稳信号的最基本的物理量, 计算这些量的经典方法是

通过 Hilbert变换求其解析信号.在实际应用中,给定的实信号 x(t)通常是时间有限的,不失

一般性,我们可假设其对应的时限区间为 [−π, π],那么实信号 x(t)对应的的解析信号被定义

为 [1]

f(t) = x(t) + i(H̃x)(t),

其中

(H̃x)(t) = lim
ε→0+

1
2π

∫
ε<|t−u|�π

x(t − u) cot
(

u

2

)
du. (1)

从 f(t) 的表达式知, 存在唯一的规范对 [ρf (t), θf (t)] 使得

f(t) = ρf (t)eiθf (t), H̃(ρf cos θf )(t) = ρf (t) sin θf (t),

其中

ρf (t) =
√

x2(t) + y2(t) � 0,

θf (t) = arctan
(

y(t)
x(t)

)
, −1

2
π � θf (t) � 1

2
π.

在信号处理中, ρf (t) 和 θf (t)分别被称为实信号 x(t) 的瞬时幅度和瞬时相位,而瞬时相位的

导数 d[θf (t)]/dt 则被称为瞬时频率.

引用格式: 谭立辉, 杨力华, 黄达人. 周期解析信号的瞬时频率的结构. 中国科学 A, 2009, 39(5): 574–582
Tian L H, Yang L H, Huang D R. The structure of instantaneous frequencies of periodic analytic signals.
Sci China Ser A, 2009, 52, DOI: 10.1007/s11425-009-0093-8
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Vakman 在文献 [2] 中指出, 如果要求满足一些合理的先验物理假设, 通过 Hilbert 变换

定义的解析信号是求信号的瞬时频率的唯一途径, 但由 Hilbert 变换定义的解析信号仍存在

一些物理上无法解释的现象 [3, 4]. 其中有一条是指虽然解析信号的频谱对于负频率为 0, 但

其瞬时频率却既能出现正值也能出现负值. 因此从理论上弄清楚解析信号的结构特征, 弄清

楚造成其出现负频率的原因以及在什么情况下才能保证解析信号的瞬时频率为正是一件很

有意义的事情. 为了更方便地研究解析信号的相关性质, 我们一般通过 Z-变换, 转而研究其

对应的单位圆上的解析函数的性质. 利用这种方法, 文献 [5, 6] 给出了周期有理解析信号的

相位的特征. 而对于解析信号的瞬时频率大于 0 的问题, 一些学者也进行了探索并得到一些

结果 [7−10], 但这些具有非负瞬时频率的解析信号主要是通过有限 Blaschke 积构造出来的.

在最近的文献 [11]中, 通过星形函数的边值, 从整体上给出了一类满足瞬时频率大于 0 的周

期解析信号.

在本文中, 我们将根据周期解析信号与定义在单位圆上的 Hardy空间中函数的关系, 给

出所有的周期解析信号的相位的结构特征, 这些结果覆盖了文献 [5, 6] 出现的结论. 然后分

析了结构中每一部分的瞬时频率的性质, 发现出现负的瞬时频率的原因与幅度相关, 并说明

解析信号可以出现任意给定的负频率结构. 最后, 我们将利用多值星形函数给出更一般的满

足瞬时频率为正的解析信号的条件, 这是文献 [11] 中出现的相关结论的推广.

2 周期解析信号的结构特征

为了叙述方便, 我们将先介绍一些基本的定义和记号, 主要参考文献为 [12–14].

在下文中, 我们用 D 表示复平面上的单位圆盘, T 表示单位圆周. 对于 1 � p � ∞,

Hp(D) 表示在 D 上解析且满足下面条件

‖F‖Hp :=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

sup
0<r<1

{
1
2π

∫
T

|F (reiθ)|pdθ

}1/p

< ∞, 1 � p < ∞

sup
z∈D

|F (z)| < ∞, p = ∞
(2)

的函数 F 的集合, Lp(T) 表示定义在 T 上的满足下面条件的

‖f‖Lp :=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(
1
2π

∫
T

|f(eiθ)|pdθ

)1/p

< ∞, 1 � p < ∞

sup
θ

|f(eiθ)| < ∞, p = ∞
(3)

的函数 f 的集合. 我们用

Hp
+(T) := {f(eit) = ρ(t)eiθ(t) ∈ Lp(T)| H̃(ρ cos θ)(t) = ρ(t) sin θ(t)}

表示所有周期解析信号组成的集合, 用 C(T) 表示定义在 T 上的连续函数 f 的集合. 用 θf

和 ωf 分别表示解析信号 f 的瞬时相位和瞬时频率, 其中 −π
2 � θf � π

2 .

令

Hp
+(D) := {F ∈ Hp(D)|ImF (0) = 0},

其中 ImF 表示 F 的虚部. 我们知道, 函数 f ∈ Hp
+(T) 当且仅当 f 是某函数 F ∈ Hp

+(D) 的

非切向边值 (参见文献 [15, 定理 3.2], [16, p. 183]). 我们将从 Hp
+(T) 到 Hp

+(D) 的一一对应

f �→ F 简记为 f = ∂F , F = ∂−1f . 因为对任意的非零函数 F ∈ Hp
+(D), 根据 Hardy 空间中
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的分解定理, 我们有 F = OF IF , 其中 OF ∈ Hp
+(D) 是 F 的外部函数, 它在 D 内无零点且能

表示成

OF (z) = exp
{

1
2π

∫
T

eiθ + z

eiθ − z
ln |f(eiθ)|dθ

}
,

其中 ln |f | ∈ L1(T). 而 IF ∈ H∞
+ (D) 是 F 的内函数, 它能进一步分解为 IF = BF SF , 其中

BF 是由 F 在单位圆内的所有零点序列 (多重零点按重数排列) 构成的 Blaschke 积, SF 是

其奇异内函数, 具体性质参见文献 [13, 14]. 这样, 对任意非零函数 f ∈ Hp
+(T), 如果我们用

Of 和 If 分别表示 OF 和 IF 的非切向边值函数, 即,

Of (eit) = lim
r→1−

OF (reit), If (eit) = lim
r→1−

IF (reit),

我们有 f = Of If , Of ∈ Hp
+(T), If ∈ H∞

+ (T), |If | = 1 a.e. 和 |f | = |Of | a.e. 有了上面的分

析, 我们易知周期解析信号的相位具有下面的结构特征.

定理 2.1 如果 f ∈ Hp
+(T), 1 � p � ∞, 那么其相位 θf = H̃(ln |f |) + θIf

(mod 2π) a.e.

证明 因为 f ∈ Hp
+(T), 1 � p � ∞, 则 f = OfIf , 其中 Of 是

Of (eit) = lim
r→1−

OF (reit) = lim
r→1−

exp
{

1
2π

∫ π

−π

eiθ + reit

eiθ − reit
ln |f(eiθ)|dθ

}
.

注意到
eiθ + reit

eiθ − reit
= Pr(t − θ) + i Qr(t − θ),

其中 Pr(t) 是 Poisson核, Qr(t) 是共轭 Poisson核, 他们分别可以表示为

Pr(t) =
1 − r2

1 − 2r cos t + r2
, Qr(t) =

2r sin t

1 − 2r cos t + r2
.

因为 ln |f | ∈ L1(T), 当 r → 1− 时, 根据 Poisson 核和共轭 Poisson 核的性质 (参见文献 [13,

第三章]), 我们有

Of = |f |eiH̃(ln |f |) a.e. (4)

进而 f = |f |eiH̃(ln |f |)If = |f |eiH̃(ln |f |)+iθIf a.e. 定理证毕.

从上面的定理可知, 周期解析信号的相位是由两部分构成的, 一部分与其幅度相关, 另

一部分与内函数的边值相关. 下面我们将指出在一些特殊情况下, 对应的边值内函数 If (eit)

恰好能表示成具有下面形式的有限边值 Blaschke 积

bf (eit) = eiγf

n∏
k=1

eit − zk

1 − z̄keit
, (5)

其中 γf 是实常数, {zk}n
k=1 ⊂ D, 这里 z̄k 表示 zk 的共轭. 如果令 zk = rkeitk , 则通过计算我

们很容易知 bf(eit) 的瞬时相位 θbf
(t) 和瞬时频率 ωbf

(t) 分别被表示为

θbf
(t) = γf +

n∑
k=1

[
− t + 2 arctan

(
sin t − rk sin tk
cos t − rk cos tk

)]
(mod 2π), (6)

ωbf
(t) =

n∑
k=1

1 − r2
k

1 − 2rk cos(t − tk) + r2
k

. (7)

推论 2.2 假设非零函数 f ∈ H1
+(T). 如果 f ∈ C(T) 且 |f | > 0 或者 ∂−1f 是过圆周 T

解析的, 那么 θf = H̃(ln |f |) + θbf
(mod 2π).
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证明 首先,我们来证明第一个结论.因为 F :=∂−1f ∈H1
+(D),所以根据文献 [17, p. 335]

中的定理知, 当 z = reiθ ∈ D 时, 有

F (reiθ) =
1
2π

∫ π

−π

1 − r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
f(eit)dt.

由 f(eit) 的连续性和文献 [17, p. 227] 的定理知, F (z) 能连续延拓到闭的单位圆盘上去. 又

因为 |f | > 0, 所以 F (z) 在单位圆内只含有有限个零点. 如果 F (z) 在单位圆内有无穷多个

零点 zk, 那么在 T 上必存在聚点. 根据 F (z) 在闭的圆盘上的连续性知, F (z) 在边界上必

有零点, 这与 |f(eit)| = |F (eit)| > 0 矛盾, 因此 F (z) 在单位圆内只含有有限个零点. 此外,

对于任意的 z ∈ D, 由分解定理知 F (z) = OF (z)IF (z), 其中 IF 在单位圆内解析且 F (z) 在

单位圆内的零点全为 IF (z) 的零点. 所以 IF (z) 在单位圆内只有有限个零点, 我们不妨假设

其为 z1, z2, . . . , zn (其重零点按重数排列). 因为 f(eit) 连续, 根据文献 [13, p. 78] 中的定理,

知 Of (eit) 在圆周上连续. 再根据 f(eit) = Of (eit)If (eit) 和 |f(eit)| = |Of (eit)| > 0, 我们有

If (eit) 连续且 |If (eit)| = 1. 这样由文献 [13, p. 6] 中的结论, 知 If (eit) 能表示成 (5) 中的形

式, 从而 θf = H̃(ln |f |) + θbf
(mod 2π).

下证第二个结论. 因为 f ∈ H1(T), 所以 F := ∂−1f ∈ H1
+(D). 再根据分解定理, 我们有

F = OF IF ,其中 F 在单位圆内的零点全为 IF 的零点. 因为 F 是过圆周解析, 根据解析函数

的零点的孤立性知 F 在单位圆内只含有限个零点. 又由文献 [13, p. 78] 中的定理 6.3 知 IF

也是过圆周解析, 所以 |If (eit)| = 1 且 If (eit) 连续. 根据文献 [13, p. 6] 中的结论, 知 If (eit)

能表示成 (5) 中的形式, 故 θf = H̃(ln |f |) + θbf
(mod 2π). 定理证毕.

注 1 通过上面的推论, 我们很容易就可以得到文献 [5, 6, 18] 中出现的结论:

(1) 当 F := ∂−1f 在闭的单位圆盘上解析且无零点时, 那么其对应的边值 f(eit) =

|f |eiH̃ ln |f |+iγf .

(2)任意的周期有限带宽解析信号 f(eit)和周期有理解析信号 f(eit)都能表示为 f(eit) =

|f |eiH̃(ln |f |)+iθbf .

接下来, 我们分析周期解析信号的相位对应的各部分的瞬时频率的性质. 如果周期解析

信号 f(eit) 对应的边值内函数为 If (eit) = bf (eit), 那么根据表达式 (7), 知其对应的瞬时频

率是非负的. 对于一般的边值内函数 If , 如果我们把其对应的瞬时频率被定义为

ωIf
(t) := lim

r→1−

d

dt
[arg IF (z)] = lim

r→1−
Re

(
zI ′F (z)
IF (z)

)
, z = reit,

其中 Ref 表示 f 的实部, 则 ωIf
(t) 也是几乎处处非负的 (参见文献 [19]). 这样, 造成解析信

号的瞬时频率出现负值的原因必与幅度相关, 即与外部解析函数的边值相关. 从下面的结论

中还可以知: 对于任意给定的满足一定条件的相位, 我们可以通过外部解析函数构造出解析

信号, 使得此解析信号的相位等于给定的相位模掉一个常数.

定理 2.3 对于任意给定的实相位 θf ∈ L1(T). 如果 H̃θf ∈ L1(T) 且存在 p � 1 使得

exp{−pH̃θf} ∈ L1(T), 那么存在解析信号

Of (eit) = exp{−H̃θf + β + i(θf − α)} ∈ Hp
+(T),

使得 θOf
= θf − α (mod 2π), 其中 α 和 β 为实常数.

证明 令

OF (z) = exp
{
− 1

2π

∫ π

−π

eit + z

eit − z
(H̃θf )(eit)dt

}
.
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根据文献 [17, p. 337] 中的定理, 知 OF (z) ∈ Hp(D) 且 ImOF (0) = 0. 再根据式 (4), 我们有

Of (eit) = lim
r→1−

OF (reit) = exp {−H̃θf − iH̃2θf} ∈ Hp
+(T).

又由假设知 θf , H̃θf ∈ L1(T), 根据文献 [12, p. 344] 中的定理, 我们有

H̃2θf = −θf +
1
2π

∫ π

−π

θf (eit)dt.

如果令 1
2π

∫ π

−π θf (eit)dt = α + iβ, 则 Of (eit) = exp{−H̃θf + β + i(θf − α)}, 定理证毕.

推论 2.4 如果实的相位 θf ∈ C(T), 则存在解析信号

Of (eit) = exp{−H̃θf + β + i(θf − α)} ∈ H1
+(T),

使得 θOf
= θf − α (mod 2π), 其中 α 和 β 为实常数.

证明 因为 θf ∈ C(T) ⊂ L2(T), 根据 H̃ 是 L2(T) 上的有界算子知 H̃θf ∈ L2(T) ⊂
L1(T). 根据文献 [8, p. 114] 中的定理知, 对任意的 0 < λ < ∞, 有 exp(λ|H̃θf |) ∈ L1(T).

特别地, 取 λ = 1, 我们有 exp(|H̃θf |) ∈ L1(T). 又因为 exp(−H̃θf ) � exp(|H̃θf |), 所以
exp(−H̃θf ) ∈ L1(T), 根据定理 2.3, 结论得证.

通过上面的结论, 我们可以构造出许多既含有负频率也含有正频率的周期解析信号, 且

他们的负频率分布不具有规律性. 例如令 θf (t)= (1−a2) sin t
1−2a cos t+a2 ∈C(T), 则根据推论 2.4,我们有

Of, a(eit) = exp
{

eit − a

1 − aeit

}
= exp

{
(1 + a2) cos t − 2a

1 − 2a cos t + a2
+ i

(1 − a2) sin t

1 − 2a cos t + a2

}
∈ H1

+(T),

其中 a 为实数且 |a| < 1, 则此解析信号对应的瞬时频率为

ωOf, a
(t) =

(1 − a2)[(1 + a2) cos t − 2a]
(1 − 2a cos t + a2)2

,

那么 ωOf,a
(t) � 0 当且仅当 cos t � 2a/(1 + a2). 显然, 当 a → 1 时, 出现正的瞬时频率的区

间越来越来小; 而当 a → −1 时, 出现负的瞬时频率的区间的越来越小. 如图 1 所示.

图 1 图像的上半部分分别表示 a = 0.5 时 Of, a(eit) 对应的实部和瞬时频率, 图像的下半部分分别表

示 a = −0.5 时 Of, a(eit) 对应的实部和瞬时频率
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3 一类瞬时频率大于零的周期解析信号

上一节我们分析了周期解析信号的相位的结构特征, 并指出在很多情况下通过解析信号

求得的瞬时频率既含有正频率又含有负频率. 那么到底具有什么特征的周期解析信号才能

保证其瞬时频率为正呢? 本节将围绕该问题展开讨论. 为了证明的方便, 首先我们给出来自

文献 [20] 的一些相关定义. 一个在区域 Ω 上解析的函数 F 被称为单值函数, 是指对任意的

z1, z2 ∈ Ω, 如果 z1 	= z2, 有 F (z1) 	= F (z2). 一条曲线被称为 Jordan 曲线, 是指其为闭曲线

且无自相交点. 一个区域 Ω 被称为星形区域, 是指如果 0 ∈ Ω, 且当 z ∈ Ω 有 tz ∈ Ω, 其中

0 < t < 1. 一个单值且解析的函数 F : D �→ F (D) 被称为星函数, 是指 F (D) 是星形区域且

F (0) = 0, 我们用 S∗ 表示所有星函数的集合.

定理 3.1 设 F (z) 在 D 内解析, 在边值 T 上绝对连续且无零点, 则存在 n 个零点

{zk}n
k=1 ⊂ D (其重点按重数计算) 以及在 D 上解析、在 D 内除 0 处有一阶零点外无其他零

点且其边值在 T 上绝对连续的函数 ϕ(z), 使得

F (z) = [ϕ(z)]n
n∏

j=1

(z − zj)(1 − z̄jz)
z

.

此时, d
dt [argF (eit)] � 0 a.e. 当且仅当 ϕ(z) ∈ S∗ 且 ϕ(z) 的边值 ϕ(eit) 是 Jordan曲线.

证明 因为 F (z) 在 D 内解析, 在边值 T 上绝对连续, 故 F (z) ∈ H∞(D), 所以对

z = reiθ ∈ D, 有

F (reiθ) =
1
2π

∫ π

−π

1 − r2

1 + r2 − 2r cos(θ − t)
f(eit)dt.

因为 f(eit)绝对连续,自然有 f(eit)连续,根据文献 [17, p. 227]中的定理,知 F (z)能连续延

拓到闭的单位圆盘上去. 又因为 F (z) 在边值 T 上无零点, 所以 F (z) 在单位圆内只有有限

个零点, 我们不妨假设其为 z1,z2, . . . , zn (其重点按重数排列), 则 F (z) 可表示为

F (z) = zng(z)
n∏

j=1

(z − zj)(1 − z̄jz)
z

,

其中 g(z) 在 D 上解析且无零点. 令 ϕ(z) = z[g(z)]
1
n , 则有

F (z) = [ϕ(z)]n
n∏

j=1

(z − zj)(1 − z̄jz)
z

,

其中 ϕ(z) 在 D 上解析, 在 D 内除 0 处有一阶零点外无其他零点. 又因为 F (eit) 绝对连续,

根据 F (z) 的表达式及其在闭圆盘上的连续性, 知 ϕ(z) 也在边值 T 上绝对连续.

下证 d
dt [arg f(eit)] � 0 a.e. 当且仅当 ϕ(z) ∈ S∗ 且其边值 ϕ(eit) 是 Jordan曲线.

因为 F (z) = [ϕ(z)]n
∏n

j=1
(z−zj)(1−z̄jz)

z 在 D 内解析, 在边值 T 上绝对连续, 所以

F (eit) = lim
r→1−

F (reit) = lim
r→1−

[ϕ(z)]n
n∏

j=1

(z − zj)(1 − z̄jz)
z

= [ϕ(eit)]n
n∏

j=1

(eit − zj)(1 − z̄je
it)

eit
.

这样

arg F (eit) = n arg ϕ(eit) +
n∑

j=1

arg
[
(eit − zj)(1 − z̄je

it)
eit

]
+ 2kπ = n arg ϕ(eit) + 2kπ.

再根据 F (eit), ϕ(eit) 的绝对连续性, 我们有
d

dt
[arg F (eit)] = Re

(
eitF ′(eit)

F (eit)

)
= Re

(
eitϕ′(eit)

ϕ(eit)

)
= n

d

dt
[arg ϕ(eit)] a.e.,

579



谭立辉等: 周期解析信号的瞬时频率的结构

从而有 d
dt [arg f(eit)] � 0 a.e. 当且仅当 d

dt [argϕ(eit)] � 0 a.e.

首先假设 d
dt [argϕ(eit)] � 0 a.e. 因为 ϕ(z) 在 D 内解析, 在边值 T 上绝对连续, 在 D 内

除 0 处有一阶零点外无其他零点,那么根据幅角原理知 ϕ(z)在 D内单值且 ϕ(eit)是绕原点

一圈的有界可求长曲线. 又因为 d
dt [argϕ(eit)] � 0 a.e., 所以 argϕ(eit) 随着 t 的增加而增加.

所以 ϕ(D) 为星形区域且 ϕ(eit) 是 Jordan曲线, 自然 ϕ(z) ∈ S∗ 且 ϕ(eit) 是 Jordan曲线.

反之, 如果 ϕ(z) ∈ S∗ 且其边值 ϕ(eit) 是 Jordan 曲线, 那么 ϕ(z) 在 D 内单值解析且

除在 0 处有一阶零点外无其他零点. 再根据文献 [21, p. 419] 中的定理知 ϕ(z) 可以连续延

拓到闭的单位圆盘上去且 ϕ(z) 在 T 上绝对连续, 所以 argϕ(eit) 随着 t 的增加而增加, 故
d
dt [argϕ(eit)] = Re( eitϕ′(eit)

ϕ(eit) ) � 0 a.e.

该定理给出了在边界 T上绝对连续的 D内解析函数之边值信号具有非负瞬时频率的充

分必要条件, 由于星形函数是十分容易构造的, 而 Jordan曲线条件也很容易满足, 因此利用

该定理我们可以十分容易地构造出大量具有非负瞬时频率的解析信号.

对 ϕ ∈ S∗, 当 d
dt [argϕ(eit)] � 0 a.e. 时, F (z) = [ϕ(z)]n

∏n
j=1

(z−zj)(1−z̄jz)
z 在文献 [22]

中被称为 n-值弱星形函数. 通过下面的定理知这样一类函数的边值与我们将要定义的周期

H-n 原子具有等价性.

定义 3.2 我们把具有下面属性的复信号 f(eit) = ρ(t)eiθ(t) 称为周期 H-n 原子:

(1) H̃(ρ cos θ) = ρ sin θ;

(2) f(eit) 绝对连续, ρ(t) > 0 且 θ′(t) � 0 a.e.;

(3)
∫ 2π

0 θ′(t)dt = 2πn.

定理 3.3 复信号 f(eit) = ρ(t)eiθ(t) 为周期 H-n 原子的充分必要条件是 f(eit) 是

F (z) = [ϕ(z)]n
∏n

j=1
(z−zj)(1−z̄jz)

z 的边值且 ImF (0) = 0, 其中 ϕ(z) ∈ S∗ 且 ϕ(eit) 是有界可

求长的 Jordan曲线.

证明 假设复信号 f(eit)为周期 H-n原子. 因为 f(eit)绝对连续且 H̃(ρ cos θ) = ρ sin θ,

所以 f(eit) ∈ H∞
+ (T). 于是, F := ∂−1f ∈ H∞

+ (D). 又因为 f(eit) 绝对连续, ρ(t) > 0 且∫ 2π

0
∂
∂t [arg f(eit)]dt = 2πn, 那么由幅角原理我们知 F (z) 在 D 内有 n 个零点, 我们不妨假设

其为 z1, z2, . . . , zn (其重点按重数计算).同时根据 d
dt [arg f(eit)] = θ′(t) � 0 a.e.,由定理 3.1知

F (z) = [ϕ(z)]n
∏n

j=1
(z−zj)(1−z̄jz)

z , 其中 ϕ(z) ∈ S∗ 且其边值 ϕ(eit) 是有界可求长的 Jordan

曲线.

反之, 假设 f(eit) = ρ(t)eiθ(t) 为 F (z) = [ϕ(z)]n
∏n

j=1
(z−zj)(1−z̄jz)

z 的边值, 其中 ϕ(z) ∈
S∗ 且 ϕ(eit) 是有界可求长的 Jordan 曲线. 因为 ϕ(z) ∈ S∗ 且其边值 ϕ(eit) 是有界可求

长的 Jordan 曲线, 故 ϕ(z) ∈ H∞(D), ϕ(0) = 0, |ϕ(eit)| > 0 且 ϕ(eit) 绝对连续. 自然,

F (z) ∈ H∞
+ (D), ρ(t) > 0 且 f(eit) 绝对连续. 再根据定理 3.1 和 F (z) ∈ H∞

+ (D), 我们有
d
dt [arg f(eit)] = n d

dt [argϕ(eit)] � 0 a.e. 和 H̃(ρ cos θ) = ρ sin θ. 因为 F (z)在 D内解析且只有

n 个零点, f(eit) 绝对连续和 |f(eit)| > 0, 那么根据幅角原理我们还有
∫ 2π

0 θ′(t)dt = 2πn, 所

以 f(eit) 为周期 H-n 原子.

注 2 特别地, 当我们要求定理 3.3 中的 f(0) = 0, n = 1 时, 我们就得到了参考文献

[11] 中的定理 2.2.
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最后, 根据定理 3.3, 我们从一个具体的实例去观察其对应的几何特征. 令

ϕ(z) =
z

(1 − 0.5z)2
∈ S∗, n = 4, z1 = 0, z2 = 0.2, z3 = 0.4, z3 = 0.6,

则 F (z) 对应的边值 f(eit) 为

f(eit) = [ϕ(eit)]4
4∏

j=1

(eit − zj)(1 − zje
it)

eit
,

为周期 H-n 原子. 边值函数 f 在复平面的轨迹及其实部所构成的信号和对应的瞬时频率如

图 2 所示. 从图中我们可以看出周期 H-n 原子在复平面上围原点绕 n 圈, 且每一圈所围的

区域为星形区域.

图 2 (a) f 在复平面的图象; (b) f 对应的实部函数; (c) f 对应的瞬时频率
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