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摘要 利用修正的 Abel分部求和引理,系统研究基本超几何级数的部分和,建立一些关

于列平衡、二次、三次以及四次基本超几何级数的变换公式和求和公式.

关键词 Abel 分部求和引理 基本超几何级数 列平衡级数 二次级数 三次级数 四

次级数 互补关系
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设 x 和 q 为两个复变量, 定义 x 以 q 为基的升阶乘:

(x; q)0 = 1 和 (x; q)n = (1 − x) (1 − qx) · · · (1 − qn−1x), 其中n ∈ N.

当 |q| < 1 时, 有两个无穷乘积表达式

(x; q)∞ =
∞∏

k=0

(1 − qkx), (x; q)n =
(x; q)∞

(qnx; q)∞
.

升阶乘的乘积和分式有下面的紧凑记号:

[ α, β, . . . , γ; q ]n = (α; q)n (β; q)n · · · (γ; q)n ,[
α, β, . . . , γ

A, B, . . . , C
|q

]
n

=
(α; q)n (β; q)n · · · (γ; q)n

(A; q)n (B; q)n · · · (C; q)n

.

沿用 Bailey[1], Gasper-Rahman[2] 以及 Slater[3] 的记号,基本超几何级数 (简称 q-级数)定义

如下:

1+rφs

[
a0, a1, . . . , ar

b1, . . . , bs
|q; z

]
=

∞∑
n=0

{(−1)nq(
n
2)}s−r

[
a0, a1, . . . , ar

q, b1, . . . , bs
|q

]
n

zn,

其中对于非终止级数要求 |q| < 1. 在这篇文章中, 如果 Ωn 用来表示一些 q-级数的部分和,

那么去掉下标的相同字母 Ω 则表示 Ωn 在 n→ ∞ 时的极限 (当然, 如果极限存在).

关于基本超几何级数, 有许多重要而又有用的恒等式, 其中两个著名的例子是 Ramanu-

jan的双边 1ψ1 级数恒等式 (见文献 [4, pp. 222–223])和 Bailey的列平衡 6ψ6-级数恒等式 [5].

最近 Chu[6, 7] 利用 Abel 分部求和方法给出了这两个公式的新证明. 作为这一方法的进一步

发展, 本文将系统研究关于基本超几何级数部分和的变换公式及恒等式.
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Chu W C, Wang C Y. Abel’s lemma on summation by parts and partial q-series transformations. Sci
China Ser A, 2009, 52(4): 720–748, DOI: 10.1007/s11425-008-0173-1
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对于任意的复数序列 {τk}, 分别定义向后和向前差分算子 � 和 �· :

�τk = τk − τk−1, �· τk = τk − τk+1.

需要指出的是, 在本文中 �· 是为方便而采用的记号, 它与通常的 Δ 算子仅相差一个负号.

Abel 分部求和法是分析数学的重要工具, 其基本引理可表达为如下等价形式:
n−1∑
k=0

Bk � Ak =
{
An−1Bn −A−1B0

}
+

n−1∑
k=0

Ak�· Bk.

事实上, 不难看到左端和式可以表达为
n−1∑
k=0

Bk �Ak =
n−1∑
k=0

Bk

{
Ak −Ak−1

}
=

n−1∑
k=0

AkBk −
n−1∑
k=0

Ak−1Bk.

将最后一个求和流标 k 替换为 k + 1, 上式可改写为
n−1∑
k=0

Bk � Ak =An−1Bn −A−1B0 +
n−1∑
k=0

Ak

{
Bk −Bk+1

}

=An−1Bn −A−1B0 +
n−1∑
k=0

Ak�· Bk,

这便是 Abel 分部求和引理的表达式.

本文的主要目的是探究 Abel 分部求和引理在基本超几何级数部分和上的应用. 我们将

建立一些列平衡级数、二次级数、三次级数和四次级数的互补关系以及前者与后三者间的变

换公式. 作为特例, 我们重新推证由 Chu[8], Gapser[9], Gapser-Rahman[10], Gessel-Stanton[11]

以及 Rahman[12] 所发现的众多恒等式. 据此我们确信作为经典分析工具的 Abel 分部求和

引理是研究基本超几何级数的自然而行之有效的方法.

1 列平衡级数的变换及求和公式

设 {a, b, c, d, α, β, γ} 是满足 qa3 = bcdαβγ 的 7 个未知量. 本节研究下面的列平衡级数

部分和:

Ωn(a; b, c, d, α, β, γ) =
n−1∑
k=0

{1 − q2ka}
[

b, c, d, α, β, γ

qa/b, qa/c, qa/d, qa/α, qa/β, qa/γ
|q

]
k

qk.

1.1 列平衡差分偶和递归关系

对于给定的两个序列

Ak =
[
qb, qc, qd, qa2/bcd

qa/b, qa/c, qa/d, qbcd/a
|q

]
k

,

Bk =
[

α, β, γ, qbcd/a

qa/α, qa/β, qa/γ, a2/bcd
|q

]
k

;

很容易计算下面的关系式:

� := A−1B0 =
(1 − a/b)(1 − a/c)(1 − a/d)(1 − bcd/a)

(1 − b)(1 − c)(1 − d)(1 − a2/bcd)
,

R :=
An−1Bn

A−1B0
=

1 − qnbcd/a

1 − bcd/a

[
b, c, d, α, β, γ

a/b, a/c, a/d, qa/α, qa/β, qa/γ
|q

]
n

;
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以及差分表达式

�Ak =
bcd

a

(1 − q2ka)(1 − a/bc)(1 − a/bd)(1 − a/cd)
(1 − b)(1 − c)(1 − d)(1 − a2/bcd)

×
[

b, c, d, a2/bcd

qa/b, qa/c, qa/d, qbcd/a
|q

]
k

qk,

�· Bk =
(1 − q1+2ka)(1 − qa/αβ)(1 − qa/αγ)(1 − qa/βγ)

(1 − qa/α)(1 − qa/β)(1 − qa/γ)(1 − qa/αβγ)

×
[

α, β, γ, qbcd/a

q2a/α, q2a/β, q2a/γ, qa2/bcd
|q

]
k

qk.

通过修正的 Abel 分部求和引理, 可对 Ω 级数做如下变形

Ωn(a; b, c, d, α, β, γ) × bcd

a

(1 − a/bc)(1 − a/bd)(1 − a/cd)
(1 − b)(1 − c)(1 − d)(1 − a2/bcd)

=
n−1∑
k=0

Bk �Ak = �(R − 1) +
n−1∑
k=0

Ak�· Bk.

根据前面的定义, 最后一个部分和的显式表示为

n−1∑
k=0

Ak�· Bk =
(1 − qa/αβ)(1 − qa/αγ)(1 − qa/βγ)

(1 − qa/α)(1 − qa/β)(1 − qa/γ)(1 − qa/αβγ)

×
n−1∑
k=0

{1 − q1+2ka}
[
qb, qc, qd, α, β, γ

qa/b, qa/c, qa/d, q2a/α, q2a/β, q2a/γ
|q

]
k

qk,

这样, 我们便得到递归关系

Ωn(a; b, c, d, α, β, γ) = Ωn(qa; qb, qc, qd, α, β, γ)

× (1 − b)(1 − c)(1 − d)(1 − qa/αβ)(1 − qa/αγ)(1 − qa/βγ)
(1 − bc/a)(1 − bd/a)(1 − cd/a)(1 − qa/α)(1 − qa/β)(1 − qa/γ)

+{1 − R} (1 − a/b)(1 − a/c)(1 − a/d)(1 − bcd/a)
(1 − bc/a)(1 − bd/a)(1 − cd/a)(a2/bcd)

.

1.2 迭代过程及互补公式

迭代上述递归关系 m 次, 得到变换

Ωn(a; b, c, d, α, β, γ) = Ωn(qma; qmb, qmc, qmd, α, β, γ)

×
[

b, c, d, qa/αβ, qa/αγ, qa/βγ

bc/a, bd/a, cd/a, qa/α, qa/β, qa/γ
|q

]
m

− a

bcd

(1 − a/b)(1 − a/c)(1 − a/d)
(1 − a/bc)(1 − a/bd)(1 − a/cd)

×
m−1∑
k=0

[
b, c, d, qa/αβ, qa/αγ, qa/βγ

qbc/a, qbd/a, qcd/a, qa/α, qa/β, qa/γ
|q

]
k

qk

×(1 − q2kbcd/a){1 − R(qka, qkb, qkc, qkd, α, β, γ)}.
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分开脚标为 k 和 n 的升阶乘, 重新整理 R 函数

R(qka, qkb, qkc, qkd, α, β, γ) =
1 − qn+2kbcd/a

1 − q2kbcd/a

×
[
qkb, qkc, qkd, α, β, γ

a/b, a/c, a/d, qk+1a/α, qk+1a/β, qk+1a/γ
|q

]
n

=
1 − qn+2kbcd/a

1 − q2kbcd/a

[
b, c, d, α, β, γ

a/b, a/c, a/d, qa/α, qa/β, qa/γ
|q

]
n

×
[
qnb, qnc, qnd, qa/α, qa/β, qa/γ

b, c, d, qn+1a/α, qn+1a/β, qn+1a/γ
|q

]
k

,

然后用 Ω′
m 来标记另一个列平衡级数

Ω′
m(a, b, c, d, α, β, γ) = Ωm(bcd/a; b, c, d, qa/βγ, qa/αγ, qa/αβ)

=
m−1∑
k=0

{1 − q2kbcd/a}
[

b, c, d, qa/αβ, qa/αγ, qa/βγ

qbc/a, qbd/a, qcd/a, qa/α, qa/β, qa/γ
|q

]
k

qk (1)

我们便建立如下列平衡级数变换公式:

定理 1 (列平衡级数互补关系: qa3 = bcdαβγ)

Ωn(a; b, c, d, α, β, γ) − Ωn(qma; qmb, qmc, qmd, α, β, γ)
[

b, c, d, qa/αβ, qa/αγ, qa/βγ

bc/a, bd/a, cd/a, qa/α, qa/β, qa/γ
|q

]
m

=
−a
bcd

(1 − a/b)(1 − a/c)(1 − a/d)
(1 − a/bc)(1 − a/bd)(1 − a/cd)

{
Ω′

m(a, b, c, d, α, β, γ)

−Ω′
m(q2na, qnb, qnc, qnd, qnα, qnβ, qnγ)

[
b, c, d, α, β, γ

a/b, a/c, a/d, qa/α, qa/β, qa/γ
|q

]
n

}
.

这个关系式之所以称为互补的, 是因为右端花括号中的部分可以通过在左端表达式中互换 m

与 n, 并作参量替换 a → bcd/a, α → qa/βγ, β → qa/αγ 和 γ → qa/αβ 而得到. 如果将上述

递归关系再运用到右端的花括号中, 那么我们将回到关系式的左端.

1.3 特例三则

在这个定理中, 依次令 m = n, b → a, c = q1−n, 可以看到变换公式的最后两行消失, 第

一行右端的级数 Ωn 变为 1. 重新给参数命名, 我们得到 Jackson的 q-Dougall 求和定理.

推论 2 (文献 [13]: 参考文献 [2, II–22])

8φ7

[
a, q

√
a, −q√a, b, c, d, e, q−m

√
a, −√

a, qa/b, qa/c, qa/d, qa/e, qm+1a
|q; q

]
=

[
qa, qa/bc, qa/bd, qa/cd

qa/b, qa/c, qa/d, qa/bcd
|q

]
m

,

其中 q1+ma2 = bcde.

值得一提的是定理 1 在 m,n→ ∞ 时导致下面这个令人惊奇的变换公式:
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命题 3 (非终止的列平衡级数变换: qa3 = bcdαβγ)

Ω(a; b, c, d, α, β, γ) =
[

b, c, d, qa/αβ, qa/αγ, qa/βγ

bc/a, bd/a, cd/a, qa/α, qa/β, qa/γ
|q

]
∞

4φ3

[
q, α, β, γ

qa/b, qa/c, qa/d
|q; q

]

− a

bcd

(1 − a/b)(1 − a/c)(1 − a/d)
(1 − a/bc)(1 − a/bd)(1 − a/cd)

{
Ω′(a, b, c, d, α, β, γ)

−
[
b, c, d, α, β, γ

a/b, a/c, a/d, qa/α, qa/β, qa/γ
|q

]
∞

× 4φ3

[
q, qa/αβ, qa/αγ, qa/βγ

qbc/a, qbd/a, qcd/a
|q; q

]}
.

依次令 b→ a, d→ 1 并重新命名参数, 从命题 3 可推出非终止的 q-Saalschütz 公式.

推论 4 (文献 [14, 方程 (5.2)]: 参考文献 [2, II-24]) 对于满足条件 qabc = de 的 5 个变

元 a, b, c, d, e, 存在这样的平衡级数恒等式:

[
d/a, d/b, d/c, d/abc

d, d/ab, d/ac, d/bc
|q

]
∞

= 3φ2

[
a, b, c

d, e
|q; q

]
+

[
a, b, c, q/e, qd/e

qa/e, qb/e, qc/e, d, e/q
|q

]
∞

3φ2

[
qa/e, qb/e, qc/e

qd/e, q2/e
|q; q

]
.

2 二次级数的变换及求和公式

本节将研究二次级数部分和

En(a, b, c, d, e) =
n−1∑
k=0

{1−q3ka}
[

b, d, qa/bd

qa/c, qa/e, ce/a
|q

]
k

[
c, e, qa2/ce

q2a/b, q2a/d, qbd
|q2

]
k

qk.

2.1 互补关系式

对于给定的两个序列

Ak =
[
qb, q2a/bd

qa/c, q2c/d
|q

]
k

[
q2c, qad/c

q2a/b, qbd
|q2

]
k

,

Bk =
[
d/q, q2c/d

qa/e, ce/a
|q

]
k

[
e, qa2/ce

q2a/d, ad/qc
|q2

]
k

;

不难验证有下面的关系:

� := A−1B0 = a
(1 − b/a)(1 − c/a)(1 − qc/d)(1 − q/bd)
(1 − b)(1 − c)(1 − qa/bd)(1 − qc/ad)

,

R :=
An−1Bn

A−1B0
=

1 − q1+nc/d

1 − qc/d

[
b, d/q, qa/bd

a/c, qa/e, ce/a
|q

]
n

[
c, e, qa2/ce

a/b, bd/q, q2a/d
|q2

]
n

;
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也容易计算有限差分

�Ak =
(1 − q3ka)(1 − qk−1d)(1 − bc/a)(1 − bd/qc)

(1 − b)(1 − c)(1 − bd/qa)(1 − ad/qc)

×
[

b, qa/bd

qa/c, q2c/d
|q

]
k

[
c, ad/qc

q2a/b, qbd
|q2

]
k

qk,

�· Bk =
(1 − q1+3ka)(1 − qka/c)(1 − q2a/de)(1 − ad/qce)

(1 − qa/e)(1 − a/ce)(1 − q2a/d)(1 − ad/qc)

×
[
d/q, q2c/d

q2a/e, qce/a
|q

]
k

[
e, qa2/ce

q4a/d, qad/c
|q2

]
k

qk.

那么, 通过修正的 Abel 分部求和引理, 我们可以将 E 级数改写为

En(a, b, c, d, e) × (1 − q/d)(1 − bc/a)(1 − qc/bd)
(1 − b)(1 − c)(1 − qa/bd)(1 − qc/ad)

=
n−1∑
k=0

Bk � Ak = �
{
R − 1

}
+

n−1∑
k=0

Ak�· Bk.

具体写出上面的部分和
n−1∑
k=0

Ak�· Bk =
(1 − c/a)(1 − q2a/de)(1 − qce/ad)

(1 − qa/e)(1 − ce/a)(1 − q2a/d)(1 − qc/ad)

×
n−1∑
k=0

{1 − q1+3ka}
[
qb, d/q, q2a/bd

a/c, q2a/e, qce/a
|q

]
k

[
q2c, e, qa2/ce

q2a/b, q4a/d, qbd
|q2

]
k

qk

= En(qa, qb, q2c, d/q, e)
(1 − c/a)(1 − q2a/de)(1 − qce/ad)

(1 − qa/e)(1 − ce/a)(1 − q2a/d)(1 − qc/ad)
,

经过化简, 推得下面的关系

En(a, b, c, d, e) = En(qa, qb, q2c, d/q, e)
(1 − b)(1 − c)(1 − c/a)
(1 − bc/a)(1 − ce/a)

× (1 − qa/bd)(1 − qce/ad)(1 − q2a/de)
(1 − q/d)(1 − qa/e)(1 − qc/bd)(1 − q2a/d)

− a
{
1 − R

}(1 − b/a)(1 − c/a)(1 − qc/d)(1 − q/bd)
(1 − q/d)(1 − bc/a)(1 − qc/bd)

.

迭代上述方程 m 次, 得到表达式

En(a, b, c, d, e) = En(qma, qmb, q2mc, d/qm, e)
[
b, c/a, qa/bd

q/d, qa/e, ce/a
|q

]
m

[
c, qce/ad, q2a/de

q2a/d, qc/bd, bc/a
|q2

]
m

− a (1 − b/a)(1 − c/a)(1 − q/bd)
(1 − q/d)(1 − bc/a)(1 − qc/bd)

m−1∑
k=0

{1 − R(qka, qkb, q2kc, d/qk, e)}

×{1 − q1+3kc/d}
[
b, qc/a, qa/bd

q2/d, qa/e, ce/a
|q

]
k

[
c, qce/ad, q2a/de

q3c/bd, q2a/d, q2bc/a
|q2

]
k

qk.

进一步定义有限和

E′
m(a, b, c, d, e) =

m−1∑
k=0

{1 − q1+3kc/d}
[
b, qc/a, qa/bd

q2/d, qa/e, ce/a
|q

]
k

[
c, qce/ad, q2a/de

q3c/bd, q2a/d, q2bc/a
|q2

]
k

qk, (2a)
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它与 E 级数之间存在下述关系:

E′
m(a, b, c, d, e) = Em(λa, b, c, λd, λe), (2b)

其中 λ = qc/ad. 明确写出 R 函数

R(qka, qkb, q2kc, d/qk, e)

=
1 − q1+n+3kc/d

1 − q1+3kc/d

[
qkb, q−1−kd, q1+ka/bd

q−ka/c, q1+ka/e, qkce/a
|q

]
n

[
q2kc, e, qa2/ce

a/b, bd/q, q2+2ka/d
|q2

]
n

=
[
qnb, q1+na/bd, qa/e, ce/a, q2/d, q1−nc/a

b, qa/bd, q1+na/e, qnce/a, q2−n/d, qc/a
|q

]
k

[
q2nc, q2a/d

c, q2+2na/d
|q2

]
k

× 1 − q1+n+3kc/d

1 − q1+3kc/d

[
b, d/q, qa/bd

a/c, qa/e, ce/a
|q

]
n

[
c, e, qa2/ce

a/b, bd/q, q2a/d
|q2

]
n

,

便得到下述变换公式:

定理 5 (二次级数互补关系)

En(a, b, c, d, e) − En(qma, qmb, q2mc, d/qm, e)
[
b, c/a, qa/bd

q/d, qa/e, ce/a
|q

]
m

[
c, q2a/de, qce/ad

q2a/d, qc/bd, bc/a
|q2

]
m

=
(1 − a/b)(1 − a/c)(1 − q/bd)

(1 − q/d)(1 − a/bc)(1 − qc/bd)

{
E′

m(a, b, c, d, e) − E′
m(q3na, qnb, q2nc, qnd, q2ne)

×
[
b, d/q, qa/bd

a/c, qa/e, ce/a
|q

]
n

[
c, e, qa2/ce

a/b, bd/q, q2a/d
|q2

]
n

}
.

像定理 1 中一样, 将 m 与 n 互换, 并作参量替换 a → λa, d→ λd, e→ λe (λ = qc/ad), 得到

的关系式仍然是互补的. 下面是定理的一些相应推论.

首先, 在定理 5 中令 m = n − 1, b → a, c = q2−2n, 之后将 n 变为 n+ 1, 我们重新获得

下面的求和公式.

推论 6 (文献 [11, 方程 (1.4)] 和 [8,方程 (4.1d)])

n∑
k=0

1 − q3ka

1 − a

[
a, d, q/d

q1+2na, qa/e, q−2ne/a
|q

]
k

[
q−2n, e, q1+2na2/e

q2, q2a/d, qad
|q2

]
k

qk

=
[
qa

qa/e
|q

]
2n

[
qad/e, q2a/de

qad, q2a/d
|q2

]
n

.

当 n→ ∞, 它的极限情形给出非终止级数恒等式.

推论 7 (文献 [12,方程 (4.6)])

∞∑
k=0

1 − q3ka

1 − a

[a, d, q/d; q]k(e; q2)k (qa/e)k

[q2, q2a/d, qad; q2]k(qa/e; q)k
q(

k
2) =

[
qa, q2a, qad/e, q2a/de

qa/e, q2a/e, q2a/d, qad
|q2

]
∞
.

其次, 在定理 5 中令 m = n− 1, d→ q/b, b = q1−n, 然后将 n 变为 n+ 1, 我们推出下述

求和公式:
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推论 8 (终止的二次级数求和公式)
n∑

k=0

1 − q3ka

1 − a

[
a, q−n, q1+n

qa/c, qa/e, ce/a
|q

]
k

[
c, e, qa2/ce

q2, q1−na, q2+na
|q2

]
k

qk

=
[
qa, c/a

qa/e, ce/a
|q

]
n

[
q1−na/e, q−nce/a

q1−na, q−nc/a
|q2

]
n

.

最后, 在定理 5 中取 m = n, c = q2−2n, 可直接获得如下变换公式:

推论 9 (二次级数变换: λ = q3−2n/ad)

En(a, b, q2−2n, d, e) =
(1 − a/b)(1 − q2n−2a)(1 − q/bd)

(1−q/d)(1−q2n−2a/b)(1−q3−2n/bd)
En(λa, b, q2−2n, λd, λe).

当 e = q2a/d, 上述等式退化为文献 [10] 中的方程 (5.2).

根据一致收敛级数的 Weierstrass M -判别法 (见文献 [15, p. 141]), 我们可以计算极限

lim
m,n→∞En(qma, qmb, q2mc, d/qm, e) = 3φ2

[
e, q2, qa2/ce

qbd, q2a/b
|q2; cd

a

]
,

lim
m,n→∞E′

m(q3na, qnb, q2nc, qnd, q2ne) = 3φ2

[
q2a/de, q2, qce/ad

q2bc/a, q3c/bd
|q2; cd

a

]
.

因此, 在定理 5 中令 m, n→ ∞, 推出下面的变换公式:

命题 10 (非终止的二次级数变换: |cd/a| < 1)

E(a, b, c, d, e) − E′(a, b, c, d, e)
(1 − a/b)(1 − a/c)(1 − q/bd)

(1 − q/d)(1 − a/bc)(1 − qc/bd)

= 3φ2

[
e, q2, qa2/ce

qbd, q2a/b
|q2; cd

a

][
b, c/a, qa/bd

q/d, qa/e, ce/a
|q

]
∞

[
c, q2a/de, qce/ad

q2a/d, qc/bd, bc/a
|q2

]
∞

+ 3φ2

[
q2a/de, q2, qce/ad

q2bc/a, q3c/bd
|q2; cd

a

][
b, d, qa/bd

qa/c, qa/e, ce/a
|q

]
∞

×
[

c, e, qa2/ce

q2a/b, qbd, q2a/d
|q2

]
∞

c/a

(1 − bc/a)(1 − qc/bd)
.

利用 q-Kummer-Thomae-Whipple 公式 (见文献 [2, III-10])

3φ2

[
a, c, e

b, d
|q; bd

ace

]
= 3φ2

[
b/c, d/c, bd/ace

bd/ac, bd/ce
|q; c

]
[c, bd/ac, bd/ce; q]∞

[b, d, bd/ace; q]∞
, (3)

得到关系式

3φ2

[
e, q2, qa2/ce

qbd, q2a/b
|q2; cd

a

]
=

[
q2, qad/e, cde/a

qbd, q2a/b, cd/a
|q2

]
∞

3φ2

[
bd/q, a/b, cd/a

qad/e, cde/a
|q2; q2

]
,

3φ2

[
q2a/de, q2, qce/ad

q2bc/a, q3c/bd
|q2; cd

a

]
=

[
q2, qc2e/a2, q2c/e

q2bc/a, q3c/bd, cd/a
|q2

]
∞

3φ2

[
bc/a, qc/bd, cd/a

qc2e/a2, q2c/e
|q2; q2

]
.

据此, 我们可以将命题 10 改写成如下等价形式:
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命题 11 (非终止的二次级数变换)

E(a, b, c, d, e) − E′(a, b, c, d, e)
(1 − a/b)(1 − a/c)(1 − q/bd)

(1 − q/d)(1 − a/bc)(1 − qc/bd)

=
[
q2, c, qad/e, cde/a, qce/ad, q2a/de

q2a/b, q2a/d, bc/a, cd/a, qc/bd, qbd
|q2

]
∞

×
[
b, c/a, qa/bd

q/d, qa/e, ce/a
|q

]
∞

3φ2

[
bd/q, a/b, cd/a

qad/e, cde/a
|q2; q2

]

+
c

a

[
q2, c, e, qa2/ce, qc2e/a2, q2c/e

qbd, q2a/b, q2a/d, bc/a, cd/a, qc/bd
|q2

]
∞

×
[

b, d, qa/bd

qa/c, qa/e, ce/a
|q

]
∞

3φ2

[
bc/a, qc/bd, cd/a

qc2e/a2, q2c/e
|q2; q2

]
.

对于 b = a 和 c = a 两种情形, 此命题分别退化为下面两个已知的变换公式:

推论 12 (文献 [9,方程 (5.15)] 和 [10,方程 (5.1)])

E(a, a, c, d, e) − c

a
3φ2

[
c, qc/ad, cd/a

qc2e/a2, q2c/e
|q2; q2

]

×
[

a, d, q/d

qa/c, qa/e, ce/a
|q

]
∞

[
e, qa2/ce, qc2e/a2, q2c/e

qad, q2a/d, cd/a, qc/ad
|q2

]
∞

=
[

a, c/a

qa/e, ce/a
|q

]
∞

×
[
cde/a, qad/e, qce/ad, q2a/de

cd/a, qad, qc/ad, q2a/d
|q2

]
∞
.

推论 13 (文献 [12,方程 (3.12)])

E(a, b, a, d, e) =
[
a, qb, qd, q2a/bd

q, q2a/b, q2a/d, qbd
|q2

]
∞

3φ2

[
b, d, qa/bd

qe, q2a/e
|q2; q2

]
.

2.2 列平衡级数表达式

如果选择不同的差分模式

Ak =
[
qb, qa2/bce

qa/c, qa/e
|q

]
k

[
q2c, q2e

q2a/b, q2bce/a
|q2

]
k

,

Bk =
[

d, qa/bd

qce/a, a2/bce
|q

]
k

[
qa2/ce, q2bce/a

q2a/d, qbd
|q2

]
k

,

容易计算关系式

� := A−1B0 = a
(1 − b/a)(1 − c/a)(1 − e/a)(1 − bce/a)

(1 − b)(1 − c)(1 − e)(1 − bce/a2)
,

R :=
An−1Bn

A−1B0
=

1 − q2nbce/a

1 − bce/a

[
b, d, qa/bd

a/c, a/e, qce/a
|q

]
n

[
c, e, qa2/ce

a/b, qbd, q2a/d
|q2

]
n

;
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和有限差分表达式

�Ak =
(1 − q3ka)(1 − qkce/a)(1 − bc/a)(1 − be/a)

(1 − b)(1 − c)(1 − e)(1 − bce/a2)

×
[

b, a2/bce

qa/c, qa/e
|q

]
k

[
c, e

q2a/b, q2bce/a
|q2

]
k

qk,

�· Bk =
(1 − q2+3ka)(1 − q1+kb)(1 − qce/ad)(1 − bcde/a2)

(1 − qce/a)(1 − bce/a2)(1 − q2a/d)(1 − qbd)

×
[

d, qa/bd

q2ce/a, qa2/bce
|q

]
k

[
qa2/ce, q2bce/a

q4a/d, q3bd
|q2

]
k

qk.

根据修正的 Abel 分部求和引理, 级数 E 也可以改写为

En (a, b, c, d, e) × (1 − bc/a)(1 − be/a)(1 − ce/a)
(1 − b)(1 − c)(1 − e)(1 − bce/a2)

=
n−1∑
k=0

Bk � Ak = �{R − 1} +
n−1∑
k=0

Ak�· Bk

= �
{
R − 1

}
+ En(q2a, q2b, q2c, d, q2e)

× (1 − qb)(1 − qce/ad)(1 − bcde/a2)
(1 − qce/a)(1 − bce/a2)(1 − q2a/d)(1 − qbd)

.

连结上述首尾两项, 则有函数方程

En(a, b, c, d, e) = En(q2a, q2b, q2c, d, q2e)
(1 − b)(1 − qb)

(1 − ce/a)(1 − qce/a)

× (1 − c)(1 − e)(1 − qce/ad)(1 − bcde/a2)
(1 − bc/a)(1 − be/a)(1 − qbd)(1 − q2a/d)

− a
{
1 − R

}(1 − b/a)(1 − c/a)(1 − e/a)(1 − bce/a)
(1 − bc/a)(1 − be/a)(1 − ce/a)

,

然后迭代此关系 m 次, 得到

En(a, b, c, d, e) = En(q2ma, q2mb, q2mc, d, q2me)
(b; q)2m

(ce/a; q)2m

[
c, e, qce/ad, bcde/a2

bc/a, be/a, qbd, q2a/d
|q2

]
m

− a (1 − b/a)(1 − c/a)(1 − e/a)
(1 − bc/a)(1 − be/a)(1 − ce/a)

m−1∑
k=0

{1−q4kbce/a} (b; q)2k q
2k

(qce/a; q)2k

×{1−R(q2ka, q2kb, q2kc, d, q2ke)}
[

c, e, qce/ad, bcde/a2

q2bc/a, q2be/a, qbd, q2a/d
|q2

]
k

.

定义列平衡部分和

Em(a, b, c, d, e) =
m−1∑
k=0

{1−q4kbce/a} (b; q)2k

(qce/a; q)2k

[
c, e, qce/ad, bcde/a2

q2bc/a, q2be/a, qbd, q2a/d
|q2

]
k

q2k. (4)

通过分离 k 次升阶乘, 写出 R 函数的具体表达式

R(q2ka, q2kb, q2kc, d, q2ke) =
1 − q2n+4kbce/a

1 − q4kbce/a
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×
[
q2kb, d, qa/bd

a/c, a/e, q1+2kce/a
|q

]
n

[
q2kc, q2ke, qa2/ce

a/b, q1+2kbd, q2+2ka/d
|q2

]
n

=
1 − q2n+4kbce/a

1 − q4kbce/a

[
b, d, qa/bd

a/c, a/e, qce/a
|q

]
n

[
c, e, qa2/ce

a/b, qbd, q2a/d
|q2

]
n

×
[
qnb, qce/a

b, q1+nce/a
|q

]
2k

[
q2nc, q2ne, q2a/d, qbd

c, e, q2+2na/d, q1+2nbd
|q2

]
k

,

从而建立了关于 E 级数的另一个变换公式.

定理 14 (二次级数与列平衡级数之间的变换)

En(a, b, c, d, e) − En(q2ma, q2mb, q2mc, d, q2me)
(b; q)2m

(ce/a; q)2m

[
c, e, qce/ad, bcde/a2

bc/a, be/a, qbd, q2a/d
|q2

]
m

=
e (1 − b/a)(1 − c/a)(1 − a/e)
(1 − bc/a)(1 − be/a)(1 − ce/a)

{
Em(a, b, c, d, e) − Em(q3na, qnb, q2nc, qnd, q2ne)

×
[

b, d, qa/bd

a/c, a/e, qce/a
|q

]
n

[
c, e, qa2/ce

a/b, q2a/d, qbd
|q2

]
n

}
.

首先, 在定理 14 中令 m = n− 1, e→ a, c = q2−2n, 然后将 n 变为 n+ 1, 推得下面的已

知求和公式:

推论 15 (文献 [8,方程 (5.1d)])
n∑

k=0

1 − q3ka

1 − a

[
b, d, qa/bd

q, q2n+1a, q−2n
|q

]
k

[
q−2n, a, q2n+1a

q2a/b, q2a/d, qbd
|q2

]
k

qk

=
[
q2a, qb, qd, q2a/bd

q, qbd, q2a/b, q2a/d
|q2

]
n

.

其次, 在定理 14 中令 n = 1 + δ + 2m, c → a, b = q−δ−2m (δ = 0, 1), 并且注意到

En(a, q−δ, a, d, e) = (1 − δ)(1 − a), 我们得到下面的恒等式:

推论 16 (文献 [11,方程 (6.14)]和 [8,方程 (4.2d)])
n∑

k=0

1 − q3ka

1 − a

[
q−n, d, qn+1a/d

q, qa/e, e
|q

]
k

[
a, e, qa/e

qn+2a, q2a/d, q1−nd
|q2

]
k

qk

=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

[
q, q2a, q2a/de, qe/d

q/d, qe, q2a/d, q2a/e
|q2

]
m

, n = 2m;

0, n = 2m+ 1.

最后, 令 m = n, e = q2−2n, 我们可以从定理 14 中直接得到下述结果:

推论 17 (二次级数与列平衡级数之间的变换)

En(a, b, c, d, q2−2n) =
q2−2n (1 − b/a)(1 − c/a)(1 − q2n−2a)

(1 − bc/a)(1 − q2−2nb/a)(1 − q2−2nc/a)
En(a, b, c, d, q2−2n).

这里我们指出, 推论 6中的求和公式也可通过将推论 2中 Jackson的公式代入到上述定

理中得到.
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考虑到下面的极限关系

lim
m→∞En(q2ma, q2mb, q2mc, d, q2me)=

n−1∑
k=0

[d, qa/bd; q]k(qa2/ce; q2)k

[qa/c, qa/e; q]k(q2a/b; q2)k
qk,

lim
n→∞ Em(q3na, qnb, q2nc, qnd, q2ne) =

m−1∑
k=0

[qce/ad, bcde/a2; q2]k
[q2bc/a, q2be/a; q2]k

q2k;

在定理 14 中令 m,n→ ∞, 我们推出一个非终止级数变换.

命题 18 (非终止的二次级数变换)

E(a, b, c, d, e) + E(a, b, c, d, e)
a (1 − b/a)(1 − c/a)(1 − e/a)
(1 − bc/a)(1 − be/a)(1 − ce/a)

=
(b; q)∞

(ce/a; q)∞

[
c, e, qce/ad, bcde/a2

bc/a, be/a, qbd, q2a/d
|q2

]
∞

∞∑
k=0

[d, qa/bd; q]k(qa2/ce; q2)k

[qa/c, qa/e; q]k(q2a/b; q2)k
qk

− bce/a2

(1 − bc/a)(1 − be/a)

[
b, d, qa/bd

qa/c, qa/e, ce/a
|q

]
∞

[
c, e, qa2/ce

q2a/b, q2a/d, qbd
|q2

]
∞

× 3φ2

[
q2, qce/ad, bcde/a2

q2bc/a, q2be/a
| q2; q2

]
.

3 三次级数的变换及求和公式

本节研究三次级数部分和

Fn(a, b, c, d) =
n−1∑
k=0

{1 − q4ka}
[
b, qa/bc

qa/d, cd/a
|q

]
k

(c; q)2k

(qa/c; q)2k

[
d, qa2/cd

q3a/b, q2bc
|q3

]
k

qk.

3.1 互补关系式

对于两个给定的序列

Ak =
[
qb, q2a/bc

qa/d, q2d/c
|q

]
k

[
q3d, q2ac/d

q3a/b, q2bc
|q3

]
k

,

Bk =
[
c/q, c

q2a/c, qa/c
|q2

]
k

[
q2d/c

cd/a
|q

]
k

[
qa2/cd

ac/qd
|q3

]
k

;

不难计算下述关系:

� := A−1B0 = a
(1 − b/a)(1 − d/a)(1 − qd/c)(1 − q/bc)
(1 − b)(1 − d)(1 − qa/bc)(1 − qd/ac)

,

R :=
An−1Bn

A−1B0
=

1 − q1+nd/c

1 − qd/c

[
b, qa/bc

a/d, cd/a
|q

]
n

(c/q; q)2n

(qa/c; q)2n

[
d, qa2/cd

a/b, bc/q
|q3

]
n

;

和有限差分表达式

�Ak =
(1 − q2k−1c)(1 − q4ka)(1 − bd/a)(1 − bc/qd)

(1 − b)(1 − d)(1 − bc/qa)(1 − ac/qd)

×
[

b, qa/bc

qa/d, q2d/c
|q

]
k

[
d, ac/qd

q3a/b, q2bc
|q3

]
k

qk,
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�· Bk =
(1 − qk−1a/d)(1 − qka/d)(1 − q1+4ka)(1 − q2a/c2)

(1 − qa/c)(1 − q2a/c)(1 − a/cd)(1 − ac/qd)

×
[
c/q, c

q4a/c, q3a/c
|q2

]
k

[
q2d/c

qcd/a
|q

]
k

[
qa2/cd

q2ac/d
|q3

]
k

qk.

根据修正的 Abel 分部求和引理, 级数 F 可以写成

Fn(a, b, c, d) × (1 − q/c)(1 − bd/a)(1 − qd/bc)
(1 − b)(1 − d)(1 − qa/bc)(1 − qd/ac)

=
n−1∑
k=0

Bk � Ak = �
{
R − 1

}
+

n−1∑
k=0

Ak�· Bk

= �
{
R − 1

}
+ Fn(qa, qb, c/q, q3d)

(1 − d/a)(1 − qd/a)(1 − q2a/c2)
(1 − qa/c)(1 − q2a/c)(1 − cd/a)(1 − qd/ac)

.

由此便有函数方程

Fn(a, b, c, d) = Fn(qa, qb, c/q, q3d)
(d/a; q)2
(qa/c; q)2

(1 − b)(1 − d)(1 − qa/bc)(1 − q2a/c2)
(1 − q/c)(1 − bd/a)(1 − cd/a)(1 − qd/bc)

−a{1 − R(a, b, c, d)} (1 − b/a)(1 − d/a)(1 − qd/c)(1 − q/bc)
(1 − q/c)(1 − bd/a)(1 − qd/bc)

,

然后将其迭代 m 次, 得到表达式

Fn(a, b, c, d) = Fn(qma, qmb, c/qm, q3md)
(d/a; q)2m

(qa/c; q)2m

[
b, qa/bc

q/c, cd/a
|q

]
m

[
d, q2a/c2

bd/a, qd/bc
|q3

]
m

− a (1 − b/a)(1 − d/a)(1 − q/bc)
(1 − q/c)(1 − bd/a)(1 − qd/bc)

m−1∑
k=0

{1 − q1+4kd/c} (qd/a; q)2k

(qa/c; q)2k
qk

×{1 − R(qka, qkb, c/qk, q3kd)}
[
b, qa/bc

q2/c, cd/a
|q

]
k

[
d, q2a/c2

q4d/bc, q3bd/a
|q3

]
k

.

进一步定义有限和

F ′
m(a, b, c, d)=

m−1∑
k=0

{1 − q1+4kd/c} (qd/a; q)2k

(qa/c; q)2k
qk

[
b, qa/bc

q2/c, cd/a
|q

]
k

[
d, q2a/c2

q4d/bc, q3bd/a
|q3

]
k

, (5a)

它与 F 级数存在关系

F ′
m(a, b, c, d) = Fm(λa, b, λc, d), (5b)

其中 λ = qd/ac. 注意到 R 函数可具体写为

R(qka, qkb, c/qk, q3kd)

=
1 − q1+n+4kd/c

1 − q1+4kd/c

[
qkb, q1+ka/bc

q−2ka/d, qkcd/a
|q

]
n

(q−1−kc; q)2n

(q1+2ka/c; q)2n

[
q3kd, qa2/cd

a/b, bc/q
|q3

]
n

=
(q3nd; q3)k

(d; q3)k

[
qnb, q1+na/bc, cd/a, q2/c

b, qa/bc, qncd/a, q2−2n/c
|q

]
k

[
qa/c, q1−nd/a

q1+2na/c, qd/a
|q

]
2k

× 1 − q1+n+4kd/c

1 − q1+4kd/c

[
b, qa/bc

a/d, cd/a
|q

]
n

(c/q; q)2n

(qa/c; q)2n

[
d, qa2/cd

a/b, bc/q
|q3

]
n

,
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我们推得下面的变换公式:

定理 19 (三次级数互补关系)

Fn(a, b, c, d) − Fn(qma, qmb, c/qm, q3md)
(d/a; q)2m

(qa/c; q)2m

[
b, qa/bc

q/c, cd/a
|q

]
m

[
d, q2a/c2

bd/a, qd/bc
|q3

]
m

=
(1 − a/b)(1 − a/d)(1 − q/bc)

(1 − q/c)(1 − a/bd)(1 − qd/bc)

{
F ′

m(a, b, c, d) − F ′
m(q4na, qnb, q2nc, q3nd)

× (c/q; q)2n

(qa/c; q)2n

[
b, qa/bc

a/d, cd/a
|q

]
n

[
d, qa2/cd

a/b, bc/q
|q3

]
n

}
.

这一定理包含下述 3 个重要特例.

首先, 在定理 19 中令 m = n− 1, b→ a, d = q3−3n, 然后将 n 换为 n+ 1, 我们重新获得

下述已知的求和公式:

推论 20 (文献 [16,方程 (5.4b)])
n∑

k=0

1 − q4ka

1 − a

[
a, q/c

q1+3na, q−3nc/a
|q

]
k

(c; q)2k

(qa/c; q)2k

[
q−3n, q1+3na2/c

q3, q2ac
|q3

]
k

qk

=
[
q2a/c2

q2ac
|q3

]
n

[
qa

qa/c
|q

]
3n

.

其次, 在定理 19 中令 m = n− 1, c → q/b, b = q1−n, 并将 n 换为 n + 1, 我们得到另一

个恒等式.

推论 21 (终止的三次级数求和公式)
n∑

k=0

1 − q4ka

1 − a

[
q−n, a

qa/d, qn+1d/a
|q

]
k

(qn+1; q)2k

(q−na; q)2k

[
d, q−na2/d

q3, qn+3a
|q3

]
k

qk

=
[
d/a

q−na
|q

]
2n

[
qa

qn+1d/a
|q

]
n

[
q−2na

q−nd/a
|q3

]
n

.

最后, 在定理 19 中令 m = n, d = q3−3n 直接获得变换公式.

推论 22 (三次级数变换: λ = q4−3n/ac)

Fn(a, b, c, q3−3n) =
(1 − a/b)(1 − q3n−3a)(1 − q/bc)

(1 − q/c)(1 − q3n−3a/b)(1 − q4−3n/bc)
Fn(λa, b, λc, q3−3n).

当 a = c2/q2 时, 上述等式退化为文献 [10]中的方程 (3.1).

应用一致收敛级数的 Weierstrass M -判别法并结合 Jackson 的 2φ2-级数变换 (见文献

[2, III-4])

2φ2

[
a, c

b, d
|q; bd/ac

]
=

(d/a; q)∞
(d; q)∞

2φ1

[
a, b/c

b
|q; d/a

]
(6)

以及 Heine 的 q-Euler 变换 (见文献 [2, III-1])

2φ1

[
a, b

c
|q; z

]
=

[b, az; q]∞
[c, z; q]∞

2φ1

[
c/b, z

az
|q; b

]
, (7)
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可以求得极限关系

lim
m,n→∞Fn(qma, qmb, c/qm, q3md) = 2φ2

[
q3, qa2/cd

q2bc, q3a/b
|q3; qc

2d

a

]

=
[
q3, qc2d/a

q2bc, q3a/b
|q3

]
∞

2φ1

[
a/b, bc/q

qc2d/a
|q3; q3

]
,

lim
m,n→∞F ′

m(q4na, qnb, q2nc, q3nd) = 2φ2

[
q3, q2a/c2

q4d/bc, q3bd/a
|q3; q

2cd2

a2

]

=
[

q3, q2cd2/a2

q3bd/a, q4d/bc
|q3

]
∞

2φ1

[
qd/bc, bd/a

q2cd2/a2
|q3; q3

]
.

最后, 在定理 19 中令 m,n→ ∞, 推出下述非终止级数关系:

命题 23 (非终止的三次级数变换)

F (a, b, c, d) − F ′(a, b, c, d)
(1 − a/b)(1 − a/d)(1 − q/bc)

(1 − q/c)(1 − a/bd)(1 − qd/bc)

=
[
b, qa/bc, d/a

q/c, cd/a, qa/c
|q

]
∞

[
q3, d, q2a/c2, qc2d/a

q3a/b, bd/a, q2bc, qd/bc
|q3

]
∞

2φ1

[
a/b, bc/q

qc2d/a
|q3; q3

]

+
d

a

[
b, c, qa/bc

qa/c, qa/d, cd/a
|q

]
∞

[
q3, d, qa2/cd, q2cd2/a2

q3a/b, bd/a, q2bc, qd/bc
|q3

]
∞

2φ1

[
qd/bc, bd/a

q2cd2/a2
|q3; q3

]
.

考虑 b = a 和 d = a 两种情形, 此命题分别退化为下面两个结果:

推论 24 (文献 [9,方程 (5.22)] 和 [10,方程 (1.2)])

F (a, a, c, d) −
[

a, d/a

cd/a, qa/c
|q

]
∞

[
q2a/c2, qc2d/a

q2ac, qd/ac
|q3

]
∞

=
d

a
2φ1

[
d, qd/ac

q2cd2/a2
|q3; q3

][
a, c, q/c

qa/c, qa/d, cd/a
|q

]
∞

[
qa2/cd, q2cd2/a2

q2ac, qd/ac
|q3

]
∞
.

推论 25 (非终止的三次级数退化公式)

F (a, b, c, a) =
[
qb, q2b, q2a/bc, q3a/bc, a, q2c

q, q2, q2a/c, q3a/c, q3a/b, q2bc
|q3

]
∞

2φ1

[
qa/bc, b

q2c
|q3; q3

]
.

3.2 列平衡级数表达式

定义另两个序列

Ak =
[
q2c, q3c

qa/c, q2a/c
|q2

]
k

[
a2/c2d

qa/d
|q

]
k

[
q3d

q4c2d/a
|q3

]
k

,

Bk =
[

b, qa/bc

q2cd/a, a2/qc2d
|q

]
k

[
qa2/cd, q4c2d/a

q3a/b, q2bc
|q3

]
k

.
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不难证明它们满足这样的关系

� := A−1B0 = a
(1 − c/a)(1 − qc/a)(1 − d/a)(1 − qc2d/a)

(1 − c)(1 − qc)(1 − d)(1 − qc2d/a2)
,

R :=
An−1Bn

A−1B0
=

1 − q1+3nc2d/a

1 − qc2d/a

[
b, qa/bc

a/d, q2cd/a
|q

]
n

(c; q)2n

(a/qc; q)2n

[
d, qa2/cd

q3a/b, q2bc
|q3

]
n

;

以及有限差分表达式

�Ak =
(1 − qkcd/a)(1 − q1+kcd/a)(1 − q4ka)(1 − qc2/a)

(1 − c)(1 − qc)(1 − d)(1 − qc2d/a2)

×
[

c, qc

qa/c, q2a/c
|q2

]
k

[
a2/qc2d

qa/d
|q

]
k

[
d

q4c2d/a
|q3

]
k

qk,

�· Bk =
(1 − q3+4ka)(1 − q2+2kc)(1 − q2cd/ab)(1 − qbc2d/a2)

(1 − q2cd/a)(1 − qc2d/a2)(1 − q3a/b)(1 − q2bc)

×
[

b, qa/bc

q3cd/a, a2/c2d
|q

]
k

[
qa2/cd, q4c2d/a

q6a/b, q5bc
|q3

]
k

qk.

那么利用修正的 Abel 分部求和引理改写 F 级数

Fn(a, b, c, d) × (1 − cd/a)(1 − qcd/a)(1 − qc2/a)
(1 − c)(1 − qc)(1 − d)(1 − qc2d/a2)

=
n−1∑
k=0

Bk � Ak = �
{
R − 1

}
+

n−1∑
k=0

Ak�· Bk

= �
{
R − 1

}
+ Fn(q3a, b, q3c, q3d)

(1 − q2c)(1 − q2cd/ab)(1 − qbc2d/a2)
(1 − q2cd/a)(1 − qc2d/a2)(1 − q3a/b)(1 − q2bc)

.

便给出函数方程

Fn(a, b, c, d) = Fn(q3a, b, q3c, q3d)
(c; q)3

(cd/a; q)3
(1 − d)(1 − qbc2d/a2)(1 − q2cd/ab)
(1 − qc2/a)(1 − q2bc)(1 − q3a/b)

+{1 − R(a, b, c, d)} (1 − a/c)(1 − qc/a)(1 − a/d)(1 − qc2d/a)
(1 − a/cd)(1 − qcd/a)(1 − qc2/a)

.

然后迭代上式 m 次, 得到

Fn(a, b, c, d) = Fn(q3ma, b, q3mc, q3md)
(c; q)3m

(cd/a; q)3m

[
d, qbc2d/a2, q2cd/ab

qc2/a, q2bc, q3a/b
|q3

]
m

+
(a/qc; q)2(1 − d/a)

(cd/a; q)2(1 − a/qc2)

m−1∑
k=0

{
1 − q1+6kc2d/a

} (c; q)3k

(q2cd/a; q)3k
q3k

×
[
d, qbc2d/a2, q2cd/ab

q4c2/a, q3a/b, q2bc
|q3

]
k

{1 − R(q3ka, b, q3kc, q3kd)}.

定义列平衡部分和

Fm(a, b, c, d) =
m−1∑
k=0

{1−q1+6kc2d/a} (c; q)3k

(q2cd/a; q)3k

[
d, qbc2d/a2, q2cd/ab

q4c2/a, q3a/b, q2bc
|q3

]
k

q3k, (8)
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然后通过分离 k 次升阶乘来改写 R 函数

R(q3ka, b, q3kc, q3kd)

=
1 − q1+3n+6kc2d/a

1 − q1+6kc2d/a

[
b, qa/bc

a/d, q2+3kcd/a
|q

]
n

(q3kc; q)2n

(a/qc; q)2n

[
q3kd, qa2/cd

q3+3ka/b, q2+3kbc
|q3

]
n

=
1 − q1+3n+6kc2d/a

1 − q1+6kc2d/a

[
b, qa/bc

a/d, q2cd/a
|q

]
n

(c; q)2n

(a/qc; q)2n

[
d, qa2/cd

q3a/b, q2bc
|q3

]
n

×
[
q2cd/a, q2nc

q2+ncd/a, c
|q

]
3k

[
q3nd, q3a/b, q2bc

d, q3+3na/b, q2+3nbc
|q3

]
k

.

我们建立关于 F 级数的另一个变换.

定理 26 (三次级数与列平衡级数之间的变换)

Fn(a, b, c, d) − Fn(q3ma, b, q3mc, q3md)
(c; q)3m

(cd/a; q)3m

[
d, qbc2d/a2, q2cd/ab

qc2/a, q3a/b, q2bc
|q3

]
m

=
(a/qc; q)2(1 − d/a)

(cd/a; q)2(1 − a/qc2)

{
Fm(a, b, c, d) − Fm(q4na, qnb, q2nc, q3nd)

×
[
b, qa/bc

a/d, q2cd/a
|q

]
n

(c; q)2n

(a/qc; q)2n

[
d, qa2/cd

q3a/b, q2bc
|q3

]
n

}
.

首先, 在定理 26 中令 m = n− 1, c→ a, d = q3−3n, 并将 n 换成 n+ 1, 我们重新发现下

面的恒等式:

推论 27 (文献 [10,方程 (3.7)]
n∑

k=0

1 − q4ka

1 − a

[
b, q/b

q1+3na, q−3n
|q

]
k

(a; q)2k

(q; q)2k

[
q−3n, q1+3na

q3a/b, q2ab
|q3

]
k

qk

=
[
qb, q2/b, q2a, q3a

q, q2, q2ab, q3a/b
|q3

]
n

.

其次, 在定理 26 中令 m = n− 1, c→ a/q, d = q3−3n, 将 n 换成 n+ 1, 推得另外一个形式相

似的求和公式.

推论 28 (终止的三次级数求和公式)
n∑

k=0

1 − q4ka

1 − a

[
b, q2/b

q1+3na, q−1−3n
|q

]
k

(a/q; q)2k

(q2; q)2k

[
q−3n, q2+3na

q3a/b, qab
|q3

]
k

qk

=
[
q2b, q4/b, qa, q3a

q2, q4, qab, q3a/b
|q3

]
n

.

最后, 在定理 26 中选择 n → ε+ 3n, m → n, d → a 及 c → q−ε−3n (ε = 0, 1 或 2), 我们

可以计算下面的特殊值

Fε+3n(a, b, q−ε, a) =

⎧⎨
⎩

1 − a, ε = 0, 1;

0, ε = 2.
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据此可得下面这个有趣的恒等式:

推论 29 (终止的三次级数求和公式) 对于自然数 n = 3m+ ε (ε = 0, 1或 2), 存在求和

公式

∑
0�k�n/2

1 − q4ka

1 − a

[
b, q1+na/b

q, q−n
|q

]
k

(q−n; q)2k

(q1+na; q)2k

[
a, q1+na

q3a/b, q2−nb
|q3

]
k

qk

=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(q2+2εa/b; q3)2m

bm(q2+2εa; q3)2m

[
q3a, q2+2εa, q1+εb

q3a/b, q2+2εa/b, q1+ε/b
|q3

]
m

, ε = 0, 1;

0, ε = 2.

除此之外, 在定理 26 中令 m = n, d = q3−3n 直接导致下面的变换公式:

推论 30 (三次级数与列平衡级数之间的变换)

Fn(a, b, c, q3−3n) =
(a/qc; q)2(1 − q3−3n/a)

(q3−3nc/a; q)2(1 − a/qc2)
Fn(a, b, c, q3−3n).

考虑极限关系

lim
m→∞Fn(q3ma, b, q3mc, q3md) =

n−1∑
k=0

[b, qa/bc; q]k(qa2/cd; q3)k

(qa/d; q)k(qa/c; q)2k
qk,

lim
n→∞Fm(q4na, qnb, q2nc, q3nd) =

m−1∑
k=0

[qbc2d/a2, q2cd/ab; q3]k
(q4c2/a; q3)k

q3k;

我们可将定理 26 在 m,n→ ∞ 时的极限情形表达为下述非终止级数变换公式:

命题 31 (非终止的三次级数变换)

F (a, b, c, d) − F(a, b, c, d)
(1 − a/c)(1 − qc/a)(1 − a/d)

(1 − a/cd)(1 − qcd/a)(1 − qc2/a)

=
(c; q)∞

(cd/a; q)∞

[
d, qbc2d/a2, q2cd/ab

qc2/a, q3a/b, q2bc
|q3

]
∞

∞∑
k=0

[b, qa/bc; q]k(qa2/cd; q3)k

[qa/d; q]k(qa/c; q)2k
qk

+
d/a

1−a/qc2
[

b, c, qa/bc

qa/c, qa/d, cd/a
|q

]
∞

[
d, qa2/cd

q3a/b, q2bc
|q3

]
∞

∞∑
k=0

[qbc2d/a2, q2cd/ab; q3]k
(q4c2/a; q3)k

q3k.

4 四次级数的变换及求和公式

这一节研究下述四次级数部分和:

Gn(a, c, e) =
n−1∑
k=0

{1 − q5ka}
[
a/c, c/e

q3e2/a
|q

]
k

(qe; q)3k

[a/qe, a/e, qa/e; q2]k

[
a2/q2e2

q4c, q4ae/c
|q4

]
k

qk.

4.1 互补关系式

对于两个给定的序列

Ak =
[

qa/c, qc/e

q3e2/a, a2/qe3
|q

]
k

[
q2a2/e2, q6e3/a

q4c, q4ae/c
|q4

]
k

,

Bk =
(e; q)3k(a2/qe3; q)k

(q2e3/a; q4)k[a/qe, a/e, qa/e; q2]k
;
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不难验证它们有这样的相应关系

� := A−1B0 =
(1 − c)(1 − c/ae)(1 − q2e2/a)(1 − q2e3/a2)
(1 − c/a)(1 − c/e)(1 − q2e2/a2)(1 − q2e3/a)

,

R :=
An−1Bn

A−1B0
=

1 − qn−2a2/e3

1 − q−2a2/e3

[
a/c, c/e

q2e2/a
|q

]
n

[
a2/q2e2

c, ae/c
|q4

]
n

(e; q)3n

[a/qe, a/e, qa/e; q2]n
;

和有限差分表达式

�Ak =
(1 − q3ke)(1 − q5ka)(1 − ac/q2e3)(1 − q2ce2/a2)

(1 − c/a)(1 − c/e)(1 − a2/q2e2)(1 − q2e3/a)

×
[

a/c, c/e

q3e2/a, a2/qe3
|q

]
k

[
a2/q2e2, q2e3/a

q4c, q4ae/c
|q4

]
k

qk,

�· Bk =
(1 − qke2/a)(1 − q1+ke2/a)(1 − q2+ke2/a)(1 − q1+5ka)

(qe3/a2)(1 − a/qe)(1 − a/e)(1 − qa/e)(1 − q2e3/a)

× (e; q)3k(a2/qe3; q)k

(q6e3/a; q4)k[qa/e, q2a/e, q3a/e; q2]k
qk.

然后根据修正的 Abel 分部求和引理, 对级数 G 进行如下处理:

Gn(a, c, e)
(1 − 1/e)(1 − a2/q2ce2)(1 − ac/q2e3)

(1 − a/c)(1 − c/e)(1 − a2/q2e2)(1 − a/q2e3)

=
n−1∑
k=0

Bk � Ak = �
{
R − 1

}
+

n−1∑
k=0

Ak�· Bk

= �
{
R − 1

}
+Gn(qa, c, e/q)

(a/q2e2; q)3
(a/qe; q)3(1 − a/q2e3)

.

重写上述等式

Gn(a, c, e) = Gn(qa, c, e/q)
(a/q2e2; q)3
(a/qe; q)3

(1 − a/c)(1 − c/e)(1 − a2/q2e2)
(1 − 1/e)(1 − a2/q2ce2)(1 − ac/q2e3)

+{1 − R(a, c, e)} (1 − c)(1 − ae/c)(1 − q2e2/a)(1 − q2e3/a2)
(1 − e)(1 − q2ce2/a2)(1 − q2e3/ac)

,

并将其迭代 m 次, 我们得到表达式

Gn(a, c, e) = Gn(qma, c, e/qm)
(a/q2e2; q)3m

[a/qe, a/e, qa/e; q2]m
(a2/q2e2; q4)m[a/c, c/e; q]m

(1/e; q)m[ac/q2e3, a2/q2ce2; q4]m

+
(1 − c)(1 − ae/c)(1 − a/q2e2)

(1 − e)(1 − a2/q2ce2)(1 − ac/q2e3)

m−1∑
k=0

{1 − q5k−2a2/e3}qk

× {1 − R(qka, c, e/qk)} (a/qe2; q)3k

[a/qe, a/e, qa/e; q2]k
(a2/q2e2; q4)k[a/c, c/e; q]k

(q/e; q)k[q2ac/e3, q2a2/ce2; q4]k
.

进一步定义有限和

G′
m(a, c, e) =

m−1∑
k=0

{1 − q5k−2a2/e3} (a/qe2; q)3k

[a/qe, a/e, qa/e; q2]k
qk

×
[
a/c, c/e

q/e
|q

]
k

[
a2/q2e2

q2ac/e3, q2a2/ce2
|q4

]
k

, (9a)

它与 G 级数满足关系式

G′
m(a, c, e) = Gm(λa, λc, λe) 其中 λ = a/q2e3. (9b)
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注意到 R 函数可具体写为

R(qka, c, e/qk) =
1 − qn+5k−2a2/e3

1 − q5k−2a2/e3

[
qka/c, qkc/e

q2−3ke2/a
|q

]
n

× (q−ke; q)3n

[q2k−1a/e, q2ka/e, q2k+1a/e; q2]n

[
q4k−2a2/e2

c, ae/c
|q4

]
n

=
1 − qn+5k−2a2/e3

1 − q5k−2a2/e3

[
qna/c, qnc/e, q/e

a/c, c/e, q1−3n/e
|q

]
k

(q4n−2a2/e2; q4)k

(a2/q2e2; q4)k

× (q−1−na/e2; q)3k

(a/qe2; q)3k

[
a/qe, a/e, qa/e

q2n−1a/e, q2na/e, q2n+1qa/e
|q2

]
k

× (e; q)3n

[a/qe, a/e, qa/e; q2]n

[
a/c, c/e

q2e2/a
|q

]
n

[
a2/q2e2

c, ae/c
|q4

]
n

,

我们推得下述变换公式:

定理 32 (四次级数互补关系)

Gn(a, c, e) −Gn(qma, c, e/qm)
(a/q2e2; q)3m

[a/qe, a/e, qa/e; q2]m
(a2/q2e2; q4)m[a/c, c/e; q]m

(1/e; q)m[ac/q2e3, a2/q2ce2; q4]m

=
(1 − c)(1 − ae/c)(1 − a/q2e2)

(1 − e)(1 − a2/q2ce2)(1 − ac/q2e3)

{
G′

m(a, c, e) −G′
m(q5na, q4nc, q3ne)

× (e; q)3n

[a/qe, a/e, qa/e; q2]n

[
a/c, c/e

q2e2/a
|q

]
n

[
a2/q2e2

c, ae/c
|q4

]
n

}
.

在定理 32 中令 m = n, e = −q2n−3a 直接导出下面的变换:

推论 33 (四次级数变换: λ = −q7−6n/a2)

Gn(a, c,−q2n−3a) =
(1 − c)(1 + q2n−3a2/c)(1 − q4−4n/a)

(1−q4−4n/c)(1+q7−6nc/a2)(1+q2n−3a)
Gn(λa, λc,−λq2n−3a).

应用极限关系

1φ2

[
a

b, d
|q; bd

a

]
= lim

c→∞ 2φ2

[
a, c

b, d
|q; bd

ac

]
, (10)

及 Jackson的 2φ2-变换公式 (6), 可以计算极限

lim
m,n→∞Gn(qma, c, e/qm) = 1φ2

[
q4

q4c, q4ae/c
|q4; q4ae

]

= (q4ae/c; q4)−1
∞ × 1φ1

[
c

q4c
|q4; q

4ae

c

]
,

lim
m,n→∞G′

m(q5na, q4nc, q3ne) = 1φ2

[
q4

q2a2/ce2, q2ac/e3
|q4; a3/e5

]

= (q2ac/e3; q4)−1
∞ × 1φ1

[
a2/q2ce2

q2a2/ce2
|q4; q

2ac

e3

]
.
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在定理 32 中令 m,n→ ∞, 则得到非终止级数关系.

命题 34 (非终止的四次级数变换)

G(a, c, e) −G′(a, c, e)
(1 − c)(1 − ae/c)(1 − a/q2e2)

(1 − e)(1 − a2/q2ce2)(1 − ac/q2e3)

=
[a/c, c/e, a/q2e2; q]∞(−a/qe; q2)∞

[a/e, 1/e; q]∞[ac/q2e3, a2/q2ce2, q4ae/c; q4]∞
1φ1

[
c

q4c
|q4; q

4ae

c

]

− (c/a) [a/c, c/e, qe; q]∞(−a/qe; q2)∞
(1−q2ce2/a2)[a/e, q3e2/a; q]∞[q4c, q4ae/c, ac/q2e3; q4]∞

1φ1

[
a2/q2ce2

q2a2/ce2
|q4; q

2ac

e3

]
.

在这个命题中将参数特殊化, 分别取 c = 1 及 e = a1/2/q, 便重新获得下述两个不同寻

常的变换公式:

推论 35 (文献 [9,方程 (5.28)])

G(a, 1, e) − [a, a/q2e2; q]∞
(a/e; q)∞(a/qe; q2)∞[a/q2e3, q4ae; q4]∞

=
(a/q2e2) [a, 1/e, qe; q]∞(q2a2/e2; q4)∞

[a/e, q3e2/a; q]∞(a/qe; q2)∞[q4, q4ae, a/q2e3; q4]∞
1φ1

[
a2/q2e2

q2a2/e2
|q4; q

2a

e3

]
.

推论 36 (文献 [10,方程 (6.7)])

G(a, c, a1/2/q)=
[qa/c, qc/a1/2; q]∞

(q; q)∞[q4c, q3a3/2/c, qc/a1/2; q4]∞

(a; q4)∞
(q2a1/2; q2)∞

1φ1

[
a/c

q4a/c
|q4; q5a1/2c

]
.

4.2 列平衡级数表达式

选择另外一组差分序列

Ak =
(a2/q5e3; q)k(q4e; q)3k

(q10e3/a; q4)k[a/qe, a/e, qa/e; q2]k
,

Bk =
[

a/c, c/e

q6e2/a, a2/q6e3
|q

]
k

[
a2/q2e2, q10e3/a

q4c, q4ae/c
|q4

]
k

.

容易证明它们满足下面的关系式

� := A−1B0 = a
(1 − qe/a)(1 − q2e/a)(1 − q3e/a)(1 − q6e3/a)

(1 − qe)(1 − q2e)(1 − q3e)(1 − q6e3/a2)
,

R :=
An−1Bn

A−1B0
=

1−q6+4ne3/a

1 − q6e3/a

[
a/c, c/e

q6e2/a
|q

]
n

[
a2/q2e2

q4c, q4ae/c
|q4

]
n

(qe; q)3n

[a/qe, a/q2e, a/q3e; q2]n
;

及有限差分表达式

�Ak =
(1 − q3+ke2/a)(1 − q4+ke2/a)(1 − q5+ke2/a)(1 − q5ka)

(1 − qe)(1 − q2e)(1 − q3e)(1 − q6e3/a2)

× (a2/q6e3; q)k(qe; q)3k

(q10e3/a; q4)k[a/qe, a/e, qa/e; q2]k
qk,

�· Bk =
(1 − q4+3ke)(1 − q4+5ka)(1 − q6ce2/a2)(1 − q6e3/ac)

(1 − q6e2/a)(1 − q6e3/a2)(1 − q4c)(1 − q4ae/c)

×
[

a/c, c/e

q7e2/a, a2/q5e3
|q

]
k

[
a2/q2e2, q10e3/a

q8c, q8ae/c
|q4

]
k

qk.
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根据修正的 Abel 分部求和引理, 我们可以将 G 级数整理为

Gn(a, c, e) × (1 − q3e2/a)(1 − q4e2/a)(1 − q5e2/a)
(1 − qe)(1 − q2e)(1 − q3e)(1 − q6e3/a2)

=
n−1∑
k=0

Bk � Ak = �
{
R − 1

}
+

n−1∑
k=0

Ak�· Bk

= �
{
R − 1

}
+Gn(q4a, q4c, q4e)

× (1 − q4e)(1 − q6ce2/a2)(1 − q6e3/ac)
(1 − q6e2/a)(1 − q6e3/a2)(1 − q4c)(1 − q4ae/c)

.

重写上述函数方程

Gn(a, c, e) = Gn(q4a, q4c, q4e)
(qe; q)4(1 − q6ce2/a2)(1 − q6e3/ac)
(q3e2/a; q)4(1 − q4c)(1 − q4ae/c)

−a{1 − R(a, c, e)} (1 − qe/a)(1 − q2e/a)(1 − q3e/a)(1 − q6e3/a)
(1 − q3e2/a)(1 − q4e2/a)(1 − q5e2/a)

,

并将其迭代 m 次, 得到表达式

Gn(a, c, e) = Gn(q4ma, q4mc, q4me)
(qe; q)4m

(q3e2/a; q)4m

[
q6ce2/a2, q6e3/ac

q4c, q4ae/c
|q4

]
m

− a (qe/a; q)3
(q3e2/a; q)3

m−1∑
k=0

{1 − q6+8ke3/a} (qe; q)4k

(q6e2/a; q)4k
q4k

×{1 − R(q4ka, q4kc, q4ke)}
[
q6ce2/a2, q6e3/ac

q4c, q4ae/c
|q4

]
k

.

定义列平衡部分和

Gm(a, c, e) =
m−1∑
k=0

{1 − q6+8ke3/a} (qe; q)4k

(q6e2/a; q)4k

[
q6ce2/a2, q6e3/ac

q4c, q4ae/c
|q4

]
k

q4k, (11)

并通过分离 k 次升阶乘来重写 R 函数

R(q4ka, q4kc, q4ke) =
1 − q6+4n+8ke3/a

1 − q6+8ke3/a

[
a2/q2e2

q4+4kc, q4+4kae/c
|q4

]
n

× (q1+4ke; q)3n

[a/qe, a/q2e, a/q3e; q2]n

[
a/c, c/e

q6+4ke2/a
|q

]
n

=
1 − q6+4n+8ke3/a

1 − q6+8ke3/a

[
q6e2/a, q1+3ne

q6+ne2/a, qe
|q

]
4k

[
q4c, q4ae/c

q4+4nc, q4+4nae/c
|q4

]
k

× (qe; q)3n

[a/qe, a/q2e, a/q3e; q2]n

[
a/c, c/e

q6e2/a
|q

]
n

[
a2/q2e2

q4c, q4ae/c
|q4

]
n

,

我们便建立关于 G 级数的另一个变换公式.
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定理 37 (四次级数与列平衡级数之间的变换)

Gn(a, c, e) −Gn(q4ma, q4mc, q4me)
(qe; q)4m

(q3e2/a; q)4m

[
q6ce2/a2, q6e3/ac

q4c, q4ae/c
|q4

]
m

= − a (qe/a; q)3
(q3e2/a; q)3

{
Gm(a, c, e) − Gm(q5na, q4nc, q3ne)

×
[
a/c, c/e

q6e2/a
|q

]
n

[
a2/q2e2

q4c, q4ae/c
|q4

]
n

(qe; q)3n

[a/qe, a/q2e, a/q3e; q2]n

}
.

在这个定理中令 m,n→ ∞, 然后利用极限关系

lim
m→∞Gn(q4ma, q4mc, q4me) =

n−1∑
k=0

[a/c, c/e; q]k(a2/q2e2; q4)k

[a/qe, a/e, qa/e; q2]k
qk,

lim
n→∞Gm(q5na, q4nc, q3ne) =

m−1∑
k=0

[q6ce2/a2, q6e3/ac; q4]kq4k;

我们推出下述非终止级数变换公式:

命题 38 (非终止的四次级数变换)

G(a, c, e) + G(a, c, e)
a (1 − qe/a)(1 − q2e/a)(1 − q3e/a)

(1 − q3e2/a)(1 − q4e2/a)(1 − q5e2/a)

=
(qe; q)∞

(q3e2/a; q)∞

[
q6ce2/a2, q6e3/ac

q4c, q4ae/c
|q4

]
∞

∞∑
k=0

[a/c, c/e; q]k(a2/q2e2; q4)k

[a/qe, a/e, qa/e; q2]k
qk

− q6e3/a2

(a/qe; q2)∞

[
a/c, c/e, qe

a/e, q3e2/a
|q

]
∞

[
a2/q2e2

q4c, q4ae/c
|q4

]
∞

∞∑
k=0

[q6ce2/a2, q6e3/ac; q4]kq4k.

5 另一个四次级数的变换及求和公式

这一节研究另外一个四次级数部分和

Hn(a, c, e) =
n−1∑
k=0

{1 − q5ka}
[
e2/q2a

qa/c, qc/e
|q

]
k

[
c, ae/c

q6a2/e2
|q4

]
k

[qa/e, q2a/e, q3a/e; q2]k
(e; q)3k

qk.

这个级数与上一节中的 G 级数在某种意义上可以看做互为对偶的, 因为它们的求和项的分

子和分母恰好是颠倒的.

5.1 互补关系式

对于两个给定的序列

Ak =
(e3/q2a; q4)k[q3a/e, q4a/e, q5a/e; q2]k

(q7a2/e3; q)k(e; q)3k
,

Bk =
[
e2/q5a, q7a2/e3

qa/c, qc/e
|q

]
k

[
c, ae/c

q6a2/e2, e3/q6a
|q4

]
k

;
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不难获得关系

� := A−1B0 = a
(1 − q/e)(1 − q2/e)(1 − q3/e)(1 − q6a2/e3)

(1 − qa/e)(1 − q2a/e)(1 − q3a/e)(1 − q6a/e3)
,

R :=
An−1Bn

A−1B0
=

1−q6+na2/e3

1 − q6a2/e3

[
e2/q5a

qa/c, qc/e
|q

]
n

[
c, ae/c

q6a2/e2
|q4

]
n

[qa/e, q2a/e, q3a/e; q2]n
(e/q3; q)3n

;

及有限差分表达式

�Ak =
(1 − qk−3e2/a)(1 − qk−4e2/a)(1 − qk−5e2/a)(1 − q5ka)
(e3/q6a2)(1 − qa/e)(1 − q2a/e)(1 − q3a/e)(1 − e3/q6a)

× (e3/q6a; q4)k[qa/e, q2a/e, q3a/e; q2]k
(q7a2/e3; q)k(e; q)3k

qk,

�· Bk =
(1 − q3k−1e)(1 − q1+5ka)(1 − q6a2/ce2)(1 − e3/q6ac)

(1 − qa/c)(1 − e/qc)(1 − q6a2/e2)(1 − e3/q6a)

×
[
e2/q5a, q7a2/e3

q2a/c, q2c/e
|q

]
k

[
c, ae/c

q10a2/e2, e3/q2a
|q4

]
k

qk.

根据修正的 Abel 分部求和引理, 级数 H 可整理为

Hn(a, c, e) × (1 − q3a/e2)(1 − q4a/e2)(1 − q5a/e2)
(1 − qa/e)(1 − q2a/e)(1 − q3a/e)(1 − q6a/e3)

=
n−1∑
k=0

Bk � Ak = �{R − 1} +
n−1∑
k=0

Ak�· Bk

= �
{
R − 1

}
+Hn(qa, c, e/q)

(1 − q/e)(1 − q6ac/e3)(1 − q6a2/ce2)
(1 − qa/c)(1 − qc/e)(1 − q6a/e3)(1 − q6a2/e2)

.

重写上面的关系

Hn(a, c, e) = Hn(qa, c, e/q)
(qa/e; q)3

(q3a/e2; q)3
(1 − q/e)(1 − q6ac/e3)(1 − q6a2/ce2)

(1 − qa/c)(1 − qc/e)(1 − q6a2/e2)

−a{1 − R(a, c, e)} (1 − q/e)(1 − q2/e)(1 − q3/e)(1 − q6a2/e3)
(1 − q3a/e2)(1 − q4a/e2)(1 − q5a/e2)

,

将其迭代 m 次, 我们得到表达式

Hn(a, c, e) = Hn(qma, c, e/qm)
(q/e; q)m[qa/e, q2a/e, q3a/e; q2]m[q6ac/e3, q6a2/ce2; q4]m

(q6a2/e2; q4)m(q3a/e2; q)3m[qa/c, qc/e; q]m

− a (q/e; q)3
(q3a/e2; q)3

m−1∑
k=0

{1 − q6+5ka2/e3} [qa/e, q2a/e, q3a/e; q2]k
(q6a/e2; q)3k

qk

×{1 − R(qka, c, e/qk)}
[

q4/e

qa/c, qc/e
|q

]
k

[
q6ac/e3, q6a2/ce2

q6a2/e2
|q4

]
k

.

进一步定义有限和

H ′
m(a, c, e) =

m−1∑
k=0

{1 − q6+5ka2/e3} [qa/e, q2a/e, q3a/e; q2]k
(q6a/e2; q)3k

qk

×
[

q4/e

qa/c, qc/e
|q

]
k

[
q6ac/e3, q6a2/ce2

q6a2/e2
|q4

]
k

. (12a)

它与 H 级数满足关系

H ′
m(a, c, e) = Hm(λa, λc, λe), (12b)
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其中 λ = q6a/e3. 写出 R 函数的具体形式

R(qka, c, e/qk) =
1 − q6+n+5ka2/e3

1 − q6+5ka2/e3

[
q−5−3ke2/a

q1+ka/c, q1+kc/e
|q

]
n

× [q1+2ka/e, q2+2ka/e, q3+2ka/e; q2]n
(q−3−ke; q)3n

[
c, ae/c

q6+4ka2/e2
|q4

]
n

=
1 − q6+n+5ka2/e3

1 − q6+5ka2/e3

[
q1+2na/e, q2+2na/e, q3+2na/e

qa/e, q2a/e, q3a/e
|q2

]
k

× (q6a/e2; q)3k

(q6−na/e2; q)3k

[
qa/c, qc/e, q4−3n/e

q4/e, q1+na/c, q1+nc/e
|q

]
k

(q6a2/e2; q4)k

(q6+4na2/e2; q4)k

× [qa/e, q2a/e, q3a/e; q2]n
(e/q3; q)3n

[
e2/q5a

qa/c, qc/e
|q

]
n

[
c, ae/c

q6a2/e2
|q4

]
n

.

我们推得下面的变换公式:

定理 39 (四次级数互补关系)

Hn(a, c, e) −Hn(qma, c, e/qm)
(q/e; q)m[qa/e, q2a/e, q3a/e; q2]m[q6ac/e3, q6a2/ce2; q4]m

(q6a2/e2; q4)m(q3a/e2; q)3m[qa/c, qc/e; q]m

= − a (q/e; q)3
(q3a/e2; q)3

{
H ′

m(a, c, e) −H ′
m(q5na, q4nc, q3ne)

× [qa/e, q2a/e, q3a/e; q2]n
(e/q3; q)3n

[
e2/q5a

qa/c, qc/e
|q

]
n

[
c, ae/c

q6a2/e2
|q4

]
n

}
.

5.2 列平衡级数表达式

定义另外两个序列

Ak =
[
e2/qa, q3a2/e3

qa/c, qc/e
|q

]
k

[
q4c, q4ae/c

q6a2/e2, q2e3/a
|q4

]
k

,

Bk =
(q2e3/a; q4)k[qa/e, q2a/e, q3a/e; q2]k

(q2a2/e3; q)k(qe; q)3k
.

我们不难得到关系式

� := A−1B0 = e
(1 − c/e)(1 − a/c)(1 − e3/q2a)(1 − e2/q2a2)
(1 − c)(1 − ae/c)(1 − e2/q2a)(1 − e3/q2a2)

,

R :=
An−1Bn

A−1B0
=

1−q4n−2e3/a

1 − q−2e3/a

[
e2/q2a

a/c, c/e
|q

]
n

[
c, ae/c

q2a2/e2
|q4

]
n

[qa/e, q2a/e, q3a/e; q2]n
(qe; q)3n

,

和有限差分表达式

�Ak =
(1 − q3ke)(1 − q5ka)(1 − q2a2/ce2)(1 − q2ac/e3)

(1 − q2a/e2)(1 − c)(1 − ae/c)(1 − q2a2/e3)

×
[
e2/q2a, q2a2/e3

qa/c, qc/e
|q

]
k

[
c, ae/c

q6a2/e2, q2e3/a
|q4

]
k

qk,

429



初文昌等: Abel分部求和法与基本超几何级数变换

�· Bk =
(1 − qke2/a)(1 − qk+1e2/a)(1 − qk−1e2/a)(1 − q4+5ka)

(1 − qe)(1 − q2e)(1 − q3e)(1 − e3/q2a2)

× (q2e3/a; q4)k[qa/e, q2a/e, q3a/e; q2]k
(q3a2/e3; q)k(q4e; q)3k

qk.

由修正的 Abel 分部求和引理, 可以改写 H 级数如下:

Hn(a, c, e) × (1 − e)(1 − e3/q2ac)(1 − ce2/q2a2)
(1 − c)(1 − ae/c)(1 − e2/q2a)(1 − e3/q2a2)

=
n−1∑
k=0

Bk � Ak = �{R − 1} +
n−1∑
k=0

Ak�· Bk

= �{R − 1} +Hn(q4a, q4c, q4e)
(1 − e2/qa)(1 − e2/a)(1 − qe2/a)

(1 − qe)(1 − q2e)(1 − q3e)(1 − e3/q2a2)
.

由此给出函数方程

Hn(a, c, e) = Hn(q4a, q4c, q4e)
(e2/q2a; q)4

(e; q)4
(1 − c)(1 − ae/c)

(1 − e3/q2ac)(1 − ce2/q2a2)

−e{1 − R(a, c, e)} (1 − a/c)(1 − c/e)(1 − e3/q2a)(1 − e2/q2a2)
(1 − e)(1 − e3/q2ac)(1 − ce2/q2a2)

.

迭代上述关系 m 次, 我们推得

Hn(a, c, e) = Hn(q4ma, q4mc, q4me)
(e2/q2a; q)4m

(e; q)4m

[
c, ae/c

e3/q2ac, ce2/q2a2
|q4

]
m

+
(1 − a/c)(1 − e/c)(1 − q2a2/e2)

(1 − e)(1 − e3/q2ac)(1 − q2a2/ce2)

m−1∑
k=0

{1 − q8k−2e3/a} q4k

× (e2/q2a; q)4k

(qe; q)4k

[
c, ae/c

q2e3/ac, q2ce2/a2
|q4

]
k

{1 − R(q4ka, q4kc, q4ke)}.

定义列平衡部分和

Hm(a, c, e) =
m−1∑
k=0

{1 − q8k−2e3/a} (e2/q2a; q)4k

(qe; q)4k

[
c, ae/c

q2e3/ac, q2ce2/a2
|q4

]
k

q4k, (13)

通过分离 k 次升阶乘来改写 R 函数

R(q4ka, q4kc, q4ke) =
1 − q4n+8k−2e3/a

1 − q8k−2e3/a

[
q4kc, q4kae/c

q2a2/e2
|q4

]
n

× [qa/e, q2a/e, q3a/e; q2]n
(q1+4ke; q)3n

[
q4k−2e2/a

a/c, c/e
|q

]
n

=
1 − q4n+8k−2e3/a

1 − q8k−2e3/a

[
qe, qn−2e2/a

e2/q2a, q1+3ne
|q

]
4k

[
q4nc, q4nae/c

c, ae/c
|q4

]
k

×
[
e2/q2a

a/c, c/e
|q

]
n

[
c, ae/c

q2a2/e2
|q4

]
n

[qa/e, q2a/e, q3a/e; q2]n
(qe; q)3n

.

我们得到关于 H 级数的另一个变换公式.
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定理 40 (四次级数与列平衡级数之间的变换)

Hn(a, c, e) −Hn(q4ma, q4mc, q4me)
(e2/q2a; q)4m

(e; q)4m

[
c, ae/c

e3/q2ac, ce2/q2a2
|q4

]
m

=
(1 − a/c)(1 − e/c)(1 − q2a2/e2)

(1 − e)(1 − e3/q2ac)(1 − q2a2/ce2)

{
Hm(a, c, e) − Hm(q5na, q4nc, q3ne)

×
[
e2/q2a

a/c, c/e
|q

]
n

[
c, ae/c

q2a2/e2
|q4

]
n

[qa/e, q2a/e, q3a/e; q2]n
(qe; q)3n

}
.

在定理 40 中取 m = n− 1 及 c = e = q4−4n, 将 n 换成 n+ 1 后, 有下面的恒等式:

推论 41 (终止的四次级数求和公式)

n∑
k=0

1 − q5ka

1 − a

[
q−4n, a

q6+8na2
|q4

]
k

[
q−2−8n/a

q, q1+4na
|q

]
k

[q1+4na, q2+4na, q3+4na; q2]k
(q−4n; q)3k

qk

=
(q−2−8n/a; q)4n

(q−4n; q)4n

[
q4a, q−4n

q−2−8n/a, q−2−12n/a2
|q4

]
n

.

其次, 取 m = n, c = q4−4n, 从定理 40 中我们得到如下的结果:

推论 42 (四次级数与列平衡级数之间的变换)

Hn(a, q4−4n, e) =
(1 − q4n−4a)(1 − q4n−4e)(1 − q2a2/e2)
(1 − e)(1 − q4n−6e3/a)(1 − q4n−2a2/e2)

Hn(a, q4−4n, e).

进一步, 在上面的推论中令 e = qε (其中 ε = 1, 2或 3), 然后根据推论 2 中 Jackson 的

q-Dougall-Dixon公式计算 Hn(a, c, e), 得

Hn(a, q4−4n, qε) = (1 − q3ε−2/a)
[
q4 , q2+3ε/a

qεa, q2−2εa2
|q4

]
n−1

(a; q)4n−4

(q1+ε; q)4n−4
.

将 n 替换为 n+ 1, 我们推得下面的已知公式:

推论 43 (文献 [8,方程 (5.3d)]) 对于 ε = 1, 2, 或 3, 存在如下 3 个求和公式:

n∑
k=0

1 − q5ka

1 − a

[
q−4n, qε+4na

q6−2εa2
|q4

]
k

(q2ε−2/a; q)k(q1−εa; q)2k(q3−εa; q2)k

[q4n+1a, q1−ε−4n; q]k(qε; q)3k
qk

=
(qa; q)4n

(qε; q)4n

[
q4, q3ε−2/a

qεa, q6−2εa2
|q4

]
n

.

在定理 40 中令 m,n→ ∞, 并利用极限表达式

lim
m→∞Hn(q4ma, q4mc, q4me) =

n−1∑
k=0

[qa/e, q2a/e, q3a/e; q2]k
[qa/c, qc/e; q]k(q6a2/e2; q4)k

qk,

lim
n→∞Hm(q5na, q4nc, q3ne) =

m−1∑
k=0

q4k

[q2e3/ac, q2ce2/a2; q4]k
,

得到非终止的级数关系.
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命题 44 (非终止的四次级数变换)

H(a, c, e) − H(a, c, e)
(1 − a/c)(1 − e/c)(1 − q2a2/e2)

(1 − e)(1 − e3/q2ac)(1 − q2a2/ce2)

=
(e2/q2a; q)∞

(e; q)∞

[
c, ae/c

e3/q2ac, ce2/q2a2
|q4

]
∞

∞∑
k=0

[qa/e, q2a/e, q3a/e; q2]k
[qa/c, qc/e; q]k(q6a2/e2; q4)k

qk

+
(1 − q2a/e2)(q3a/e; q2)∞

(1 − q2a2/ce2)(1 − q2ac/e3)

[
qa/e, e2/qa

qa/c, qc/e, e
|q

]
∞

[
c, ae/c

q6a2/e2
|q4

]
∞

∞∑
k=0

q4k

[q2e3/ac, q2ce2/a2; q4]k
.
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