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摘要 量子关联是量子系统具有的一种重要的非经典性质, 被普遍研究的量子纠缠就是量子信息

处理中重要的量子关联. 随着研究的深入, 最近发现了很多不需要纠缠的非经典现象在量子信息中

扮演了关键角色. 文章介绍了基于量子失协及其相关的非经典量子关联, 讨论了各种量子关联在量

子信息模型中各种物理解释与应用.
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1 引言

量子信息是信息科学与量子物理相结合而产生的新兴交叉学科.建立在量子算法基础之上的量子

计算机将具有远远超越经典计算机的计算能力,从而为后摩尔时代突破经典计算机极限提供根本的解

决方案. 量子纠缠在量子信息和量子计算中起着重要的作用, 利用量子态的纠缠性质可以实现许多经

典信息理论中无法完成的任务. 量子纠缠作为资源在许多量子信息处理任务中起了关键作用 [1]. 纠缠

程度不同的量子纠缠态, 在量子计算、远程传态、密集码、加密通信、错误信号修正、纯化、量子态的

远程制备等信息处理中所起的作用也会有很大区别. 在过去的几十年里, 人们不断对量子纠缠现象进

行研究并且取得了许多进展 [2∼11].

随着研究的深入, 人们发现量子纠缠并不是所有使得量子计算机超越经典的原因. 1998 年, Knill

和 Laflamme [12] 提出了一个量子计算模型 (DQC1), 在这个模型中有 n+ 1 个量子比特, 其中 n 个处

在极大混态, 而有一个始终与另外 n 个是可分的, 也就是没有纠缠的, 并且这个计算模型能够完成具

有比任何经典计算机指数加速的量子运算.这启发了人们研究在量子理论中的各种关联度量的存在和

作用问题, 2001 年, Ollivier 和 Zurek [13], Henderson 和 Vedral 等 [14] 指出量子纠缠并不能概括所有的

非经典关联, 即使在可分态中包含的量子关联也不完全是经典的, 随后他们引入了一种新的非经典关

联, 也就是量子失协 (quantum discord, QD) 的概念. 2008 年, Datta 等 [15] 证明了在 DQC1 模型中量

子失协与计算效率相关, 紧接着这个想法得到了实验的实现 [16]. 从那以后, 量子失协真正引起了人们

的广泛关注 [17∼40].



中国科学 : 信息科学 第 44 卷 第 3 期

除了量子纠缠和量子失协, 人们又对不同物理系统中的非经典现象定义了其他的量子关联. 2002

年, 奥本海默等 [41] 考虑从热库所能够提取的功, 假设从一个整体量子系统能够提取的功记为 Wt, 而

一般认为量子系统处在距离遥远的情形,我们能够进行的经典操作只有局域操作和经典通信 (LOCC),

在 LOCC协议下,能够从量子系统所提取出来的功记为 Wl,那么这两个功之差定义为量子赤字 (work

deficit, WD). 经典情形中测量不会对被测系统产生干扰. 例如, 在乒乓球比赛中, 乒乓球的运动状态

并不会由观众和运动员对它进行测量而改变. 而对量子系统进行测量却会改变它原来的状态, 骆顺龙

定义了基于测量诱导的扰动 (measurement-induced disturbance, MID) [42] 和非局域量 (measurement-

induced nonlocality, MIN) [43]. MID 刻画了测量前后互信息的变化, MIN 刻画了局域不变测量对整体

态的影响. 2010 年, Modi 等 [44] 用相对熵定义了一种统一的量子关联度量. 给定量子态 ρ, 则 ρ 到与

它最近的可分态 σ 之间的相对熵定义为纠缠, ρ 到与它最近的经典态 χ 之间的相对熵定义为相对熵

量子失协, 而 σ 与 χ 之间的相对熵定义为量子 dissonance, 这是一种特别除去了纠缠的量子关联.

然而, 人们对量子关联的认识还只是在刚刚开始的阶段, 尤其对区别于传统的量子纠缠的量子关

联. 例如, 对于形成纠缠度, Wootters [45] 给出了一般 2× 2 混态的解析公式, 对于量子失协, 目前能够

解析计算的还只有 2 体的 Bell 对角态 [46], 一类 X 型 2× 2 混态 [47∼49], 以及某些高度对称的高维态

等 [50]. 量子失协的几何度量是量化量子态到最近的经典态之间距离的一种量子关联。对于任意 2× 2

混态, 已经有解析公式可以计算量子失协的几何度量 [51], 但是对于更高维的系统, 现有的结果只是能

得到一些上下界 [52].

本文主要介绍量子关联理论的一些基本概念和结果以及一些最新的进展.主要包括量子失协的概

念和计算, 以及量子关联在诸如 DQC1 算法, 量子态区分等量子算法中的应用, 以及用弱测量定义的

量子关联.

2 量子失协的概念和计算

2.1 量子失协的概念

为了引进量子失协的概念, 我们先考虑经典的情形. 假设在经典情形下 Alice 和 Bob 对各自系

统测量, 测量结果分别服从随机变量 X,Y 的概率分布, 他们取值 x, y 的概率分别为 px, py. 由经典

信息理论, 随机变量 X 的不确定性, 也就是 X 所具有的信息可以用 Shannon 熵来表示, H(X) =

−
∑

x px log px, 其中 log 是以 2 为底的对数. X,Y 的互信息等于它们各自的信息减去二维随机变量

(X,Y ) 的信息, 即 I(A : B) = H(X) + H(Y ) − H(XY), 利用 Bayes 条件概率公式 px|y = pxy/py, 则

H(Y |X) =
∑

x pxH(Y |x),

H(Y |X) =
∑
x

pxH(Y |x) = −
∑
x

px
∑
y

py|x log py|x = H(YX)−H(X), (1)

由式 (1), 在经典的情形, 我们有 I(A : B) = H(Y )−H(Y |X).

对于量子情形, 可以将 Shannon 熵换成冯诺依曼熵, 但是量子系统的测量会对于系统产生扰动,

测量以后的互信息是与测量基的选取有关的一个量, 也不一定等于测量前系统的互信息. 假设系统

测量前的态为 ρAB, 在子系统 A 处执行一个 (POVM) 测量 {M†
mMm}, 测量后系统状态为 ρ′AB =∑

mMm ⊗ IρABM
†
m ⊗ I, A 观测到结果 m 的概率为 pm = tr(Mm ⊗ IρABM

†
m ⊗ I), 测量后 B 的态为

ρB|m = trA(Mm ⊗ IρABM
†
m ⊗ I)/pm, 经典条件熵为 S(B|M†

mMm) =
∑

m pmS(ρB|m) [9,10], 测量后态的

互信息为 J(B|M†
mMm) = S(B)− S(B|M†

mMm).
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图 1 DQC1 量子线路

Figure 1 DQC1 quantum circuit

定义经典量子关联为取遍所有测量的极大量子互信息 J(B|A) = max{Mm} J(B|M†
mMm), 定义量

子失协为原来系统的互信息与经典关联之差 D(B|A) = I(B : A)− J(B|A). 由于在经典的情形互信息
与条件互信息总是相同, 从量子失协的定义可以认为量子失协是关于量子态非经典性的一种度量.

2.2 量子失协的计算和解析公式

量子失协的计算是一个非常困难的问题,一般的 2× 2系统尚没有一个解析公式. 2008年,骆顺龙

给出了 2-qubit的 Bell对角态 ρ = 1
4 (I +

∑3
i=1 ciσi ⊗ σi)

[46] 的量子失协的解析公式, Lang等 [53] 在这

个解析公式的基础上刻画了量子失协的常数曲面, 并进一步讨论了量子失协在演化下的冻结现象 [54].

后来 Ali 等 [47] 给出一个算法, 可以计算几乎所有的 X 型密度矩阵的量子失协. 2011 年, 李波等 [48]

给出了一类 X 态的量子失协的解析公式, 并且刻画了这类态的常数曲面和在演化下的冻结现象.

借助于单配性关系, 2004 年, Koashi 和 Winter [55](K−W 关系) 给出了在三体纯态中经典关联和

形成纠缠度的一个关系式. 对任何三体纯态 |ψABC >, 有 E(B,C) + J(B|A) = S(B), 其中 E(B,C) 为

B,C 系统的形成纠缠度, J(B|A) 为 AB 系统中测 A 方向的经典关联. 借助于 K−W 关系, 在三体纯

态中, 我们有 AB 之间量子失协为 D(B|A) = E(B,C)− S(B|A). 借助于纯化技术, 任何两体混态都能

纯化成一个三体纯态, 任何秩为 2 的 2× d 维混态可以纯化成 2× 2× d 维纯态, 而 2× 2 的形成纠缠

度可以由 Wootters公式计算 [45], 由此可以得到秩为 2的 2× d维混态量子失协的计算公式 [56]. 对于

更高维量子系统,要计算量子失协非常困难,现有的结果只是可以对某些具有高度对称性的态,诸如高

维 werner 态和 isotropic 态可以进行计算 [50]. 对于无限维物理系统, 现有的结果是可以得到 2- 模高

斯态的量子失协的计算公式 [57,58].

3 量子计算模型中的量子关联

3.1 单量子比特确定性量子计算模型 (DQC1)

我们首先回顾 Knill和 Laflamme [12] 在 1998年提出的 DQC1模型. 如图 1(修改自文献 [59]中的

图 1), 原始量子态处在

ρ0 = ραc ⊗ 1n

2n
, (2)

其中 ραc = 1
2 (11 + ασz), σz 为泡利矩阵, c 为控制量子比特, α 为参数. 通过 DQC1 算法, 量子末态

ρn+1 为

ρn+1 =
1

2n
(|0⟩⟨0| ⊗ 1n + |1⟩⟨1| ⊗ 1n + α|0⟩⟨1| ⊗ U†

n + α|1⟩⟨0| ⊗ Un), (3)
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为了求 U 矩阵的迹, 分别对控制量子比特进行 σx, σy 测量, 由式 (3), 相应的期望值为 1
2nRe(TrUn),

− 1
2n Im(TrUn). 这个量子算法仅仅用一个量子比特测量了 U 矩阵的迹.

2008年, Datta等 [15] 研究了在这个量子算法中的量子关联问题.首先在这个算法中, 控制量子比

特和后面 n 个混态之间是没有量子纠缠的. 然而, 对任何 α > 0, 末态总是具有非经典量子关联, 控制

量子比特和受控系统之间的量子失协一直是存在的. 量子失协与量子纠缠一样, 作为一种非经典量子

关联, 在量子算法中起了重要的作用. 甚至在这个算法中, 量子失协独立于量子纠缠而存在, 这使得人

们对于量子关联作为资源在量子信息处理任务中扮演的角色又更向前迈进了一步, 很快, 这个算法得

到了实验的支持 [16], 在这个实验中, 作者演示了绝大多数情况下完成 DQC1 算法, 没有量子纠缠, 但

却需要大量量子失协, 除了 3 种情况, 而这 3 种情况是可以经典模拟的.

于长水等 [59] 最新研究表明, 在 DQC1 算法中, 一种称之为 entangling power 的量子关联在量子

加速中起了很重要的作用. Entangling power 最初是为了度量一个 U 变换 (或量子演化) 作用在可分

态上产生的平均纠缠而定义的一种量子关联 [60]. 在 DQC1 中, 如果将受控 n 量子比特作纯态系综分

解, 则 U 变换作用在控制门和纯态上能够产生量子纠缠, 定义这种平均可以获得的最大纠缠为 DQC1

的 entangling power.

定义 DQC1 线路中的 entangling power 由下面给出:

Ep(Ũn) = max
{qi,|φi⟩}

∑
i

qiE[Ũn(ρc ⊗ |φi⟩⟨φi|)Ũ†
n], (4)

这里 Ũn = (11 ⊕ Un)× (H ⊗ 1n), 并且
1n

2n =
∑
qi|φi⟩⟨φi|, E[·] 为一个合理的纠缠度量 [2].

取 E[·] =
√
2(1− Trρ2r), 其中 ρr 为约化密度矩阵. DQC1 中的 entangling power 与 U 变换的标

准迹有如下函数关系 [59]:

(I) 当 α = 1 时, ρ1c = |0⟩⟨0|, DQC1 中 entangling power 与 U 变换的标准迹之间的关系为

E1
p(Ũn) =

√
1− |TrUn

2n
|2; (5)

(II) 当 0 < α < 1 时, ραc = 1
2 (11 + ασz),

Eα
p (Ũn) = αE1

p(Ũn) = α

√
1− |TrUn

2n
|2. (6)

式 (5), (6)说明 DQC1中的 entangling power与 U 变换的标准迹是直接相关的, 对任何非平凡的

Un, Un ̸= 1ne
iθ, DQC1 中的 entangling power 是非零的. 也能够实现 DQC1 中的量子优势.

Entangling power与 DQC1中的计算复杂度也是有关联的. 在 DQC1中,复杂度为 O(Un) = nL(ε),

其中 L(ε) 为测量复杂性, 对于给定的标准偏差 ε, 依赖于控制量子比特的测量次数, n 是 DQC1 中量

子比特的个数, 由于 DQC1 中计算 U 的迹, U 矩阵的阶数也就是输入量子比特的个数, 因此只需要分

析 L(ε) 的复杂性. 可以证明 entangling power 与测量复杂性 L(ε) 之间的一个关系如下 [59]:

Eα
p (Ũn) ∼

√
α2 − M

L(ε)
, (7)

这里 M 是独立于 Un 的一个量. 因此, 对于给定的 M , 测量复杂性 L(ε) 是随着 entangling power 的

变大而变大的, 它取决于 DQC1 中的 entangling power.
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3.2 量子态区分模型

2011 年, Roa 等 [61∼65] 在 PRL 上考虑了一个辅助量子态区分模型. 在这个算法中, 量子纠缠和

量子失协都是需要的, 然而在最优的情形, 却不需要量子纠缠而需要单边的量子失协 [66].

考虑这样一个量子态区分任务, 2 个非正交态 |ψ+⟩和 |ψ−⟩分别以先验概率 p+ 和 p− 制备. 我们

的目的是要区分出这 2 个量子态, 我们知道对于非正交态, 这 2 个量子态是不能完全区分的. 为此考

虑添加一个辅助系统 A 并且对整体应用酉变换 U ,

U |ψ+⟩|k⟩a =
√
1− |α+|2|+⟩|0⟩a + α+|0⟩|1⟩a,

U |ψ−⟩|k⟩a =
√
1− |α−|2|−⟩|0⟩a + α−|0⟩|1⟩a, (8)

这里 |k⟩a 表示辅助系统, {|0⟩a, |1⟩a} 为正交基, |±⟩ ≡ (|0⟩ ± |1⟩)/
√
2. 注意到初始态的内积是给定的,

⟨ψ+|ψ−⟩ = α = |α|eiθ = α∗
+α−, 这里 α∗

+ 为 α+ 的复共轭, θ 为 α 的相位. 添加辅助系统并且进行酉变

换后, 量子系统由如下混态描述:

ρ|α+| = p+U (|ψ+⟩⟨ψ+| ⊗ |k⟩⟨k|)U† + p−U (|ψ−⟩⟨ψ−| ⊗ |k⟩⟨k|)U†. (9)

现在对辅助系统进行 {|0⟩⟨0|, |1⟩⟨1|}方向测量,则测量后辅助系统塌缩到 {|0⟩⟨0|}或者 {|1⟩⟨1|}. 当辅助
系统塌缩到 {|0⟩⟨0|} 时, 有式 (8), 主系统变为可以完全区分的正交态 |±⟩, 当辅助系统塌缩到 {|1⟩⟨1|}
时, 则主系统变为 |0⟩, 区分任务失败. 区分成功的概率可以表示为

P (|α+|) = 1− p−
|α|2

|α+|2
− p+|α+|2, (10)

这里对概率起变化的是有 α+, 也就是酉变换决定. 一般来说, 成功概率是既不为 0 也不为 1 的.

Roa 等在文献 [65] 中详细研究了量子关联在这个量子算法中的作用. 一般来说, 要辨别成功这 2

个非正交态,需要依靠主系统和辅助系统之间存在量子关联,量子纠缠,量子失协和量子 dissonance都

是必不可少的. 由于是 2 × 2 量子比特系统, 量子纠缠可以由 Wootters 的 concurrence 公式给出 [45].

当 p+ = p− = 1
2 , |α+| =

√
α, 0 6 |α| 6 1 时, 量子纠缠消失. 这种情况也是最优区分的情形. 然而通过

利用 K−W 关系计算, 即使是在纠缠消失的情形, 量子失协和量子 dissonance 均在算法中存在的.

后来我们对这个算法重新进行研究,利用 PPT判据进行量子纠缠刻画. 由于对于 2×2情形, PPT

判据是量子态没有纠缠的充分必要条件. 为了寻找量子关联在这个算法中的作用, 首先利用 PPT 判

据将这个量子态的纠缠剔除, 将量子态写成如下可分态的形式

ρ|α+| = (1− p+|α+|2 − p−|α−|2)ρS1 ⊗ |0⟩⟨0|+ (p+|α+|2 + p−|α−|2)|0⟩⟨0| ⊗ ρA2 , (11)

其中 ρS1 , ρ
A
2 分别为

ρS1 =
1

1− p+|α+|2 − p−|α−|2
(p+(1− |α+|2)|+⟩⟨+|+ p−(1− |α−|2)|−⟩⟨−|),

ρA2 =
1

p+|α+|2 + p−|α−|2
((p+|α+|2 + p−|α−|2)|1⟩⟨1|

+
√
2p+α+

√
1− |α+|2|1⟩⟨0|+

√
2p+α

∗
+

√
1− |α+|2|0⟩⟨1|).

由式 (11), 以及量子失协为 0 的充分必要条件, 我们有 [ρS2 , |0⟩⟨0|] = 0, 当且仅当它的 “右” 量子失协

为 0. 这需要 α+ = 0 或者 |α+| = 1, 而 |ψ+⟩ 和 |ψ−⟩ 为不同的非正交态, 故这 2 个条件总是不满足的,

也就是说, 量子态的 “右” 总是非零的.
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另一方面, ρ|α+| 没有 “左” 量子失协当且仅当 [ρS1 , |0⟩⟨0|] = 0, 即

p+(1− |α+|2) = p−(1− |α−|2), (12)

则可以得到以下单个条件: (1) α 为实数, 且 α > 0; (2) p+ = p− = 1
2 ; (3) |α+| = |α−| =

√
|α| =

√
α. 这

3 个条件恰好是最优区分的情形, 因此我们发现了量子关联在这个算法中的单边作用.

4 弱测量与量子关联

从以上分析我们看出, 量子关联在量子信息处理中起作用的问题是很深刻的. 从最早人们认为仅

仅量子纠缠是使得很多量子算法超越经典的观念,到认为量子失协或者量子关联作为资源起着核心的

作用, 再到认为 entanling power 在 DQC1 中起了很重要的作用. 以及量子关联在量子态区分中的不

对称性作用. 这些量子算法以及其中的量子关联都启示我们问这样一个问题: 究竟量子态具备何种量

子关联就能够超越经典情况? 有没有一个普适的量子关联度量?

最近, Singh 和 Pati [67] 提出了基于弱测量的量子关联. 对于大家熟悉的量子失协的定义, 一般是

取遍所有的 POVM 测量或者是投影测量. 基于弱测量量子关联的想法是: 用弱测量取代所有投影测

量, 描述它的经典关联和量子失协 (称为超级量子失协), 超级量子失协定义为

Dw(ρ) = min
{π0,π1}

Sw(A|PB(x))− S(A|B),

其中 Sw(A|PB(x)) 为测量后的条件熵, 且

PB(±x) =
√

1∓ tanhx

2
π0 +

√
1± tanhx

2
π1.

Singh 和 Pati 证明了基于弱测量的量子失协能够揭示更多的量子关联, 对任意两体量子态 ρ, 弱

测量诱导的超级量子失协 (SQD) 总是不小于投影测量诱导的普通量子失协, 即, Dw(A|B) > D(A|B).

那么回到我们前面提出的问题, 是否 SQD 能够比普通的量子失协在量子算法中更普遍存在呢? 为此

我们先看 SQD 为零的充要条件, 我们有如下定理 [59].

定理 对任意 2× 2 量子比特 ρ, 以下 7 个条件是等价的:

(a) ρ 为一个乘积态;

(b) ρ 没有经典量子关联;

(c) ρ 没有超级量子失协;

(d) ρ 没有量子互信息;

(e) ρ 具有相同的量子失协和超级量子失协;

(f) ρ 具有相同的量子失协和量子互信息;

(g) ρ 具有相同的超级量子失协和量子互信息.

由于 SQD 只有在乘积态才消失, 上述定理说明 SQD 在量子系统中是普适存在的. 另一方面, 通

常我们认为量子互信息 (也就是整体量子关联)包含经典关联和量子关联,然而定理却说明量子互信息

和 SQD 为同时消失的. 这说明所有整体关联从某种意义上说都包含了量子关联. 以下我们考虑 SQD

在辅助量子态区分中的作用问题. 由于 Dw(A|B) > D(A|B), 我们知道, 如果量子失协不为 0, 则 SQD
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图 2 最优辅助态区分中超级量子失协关于 α+ = c, 测量强度为 x 的函数图象, 其中 0666 α+ 666 1 且 0666 x 666 2

Figure 2 Super discord in the optimal case of assisted state discrimination as a function of α+ = c, and the strength x

in the measurement process for 0 6 α+ 6 1 and 0 6 x 6 2 modified from Figure 1 in Ref. [68]

也不为 0. 故我们考虑左量子失协为 0 的最优情况, 即满足 (1) α > 0; (2) p+ = p− = 1
2 ; (3) |α+| =

|α−| =
√
|α| =

√
α 这 3 个条件. 设 α+ = c，则式 (9) 中量子态 ρ 变为

ρc =
1− c2

2
(I ⊗ |0⟩⟨0|) + |0⟩⟨0| ⊗ [c2|1⟩⟨1|+

√
2c
√
1− c2

0
(|0⟩⟨1|+ |1⟩⟨0|)].

在图 2(修改自文献 [68] 中的图 1) 中, 我们刻画了 SQD, Dw(B|A) 关于 x 和 c 的图像. 对于所有

0 6 c 6 1, SQD随着测量强度 x的增加而递减,当 x→ +∞时,弱测量趋近于投影测量,并且 SQD也

逐渐趋于 0, 也就是通常量子失协.

5 结束语

量子关联的研究还涉及许多有意义的论题. 例如局域操作能够增加量子关联 [24,29,30], 量子关联

的操作解释 [69,70], 量子关联在环境下的演化 [18], 以及没有量子纠缠的非局域等问题 [71]. 最近, Gu

等 [37] 在 Nature Physics 上报道了量子失协消耗的操作解释. Alice 制备一个量子态, 并将其中一个

编码后先发送给 Bob, Bob 收到之后用一些解码协议恢复原来的信息. 假设 Bob 进行整体量子操作和

局域操作时表现之差定义为量子优势, 他们证明了在这个协议中, 量子失协的消耗是量子优势的一个

上界, 并且量子优势的下界也是量子失协的消耗减去经典关联. 这些量子关联的物理意义必将引起人

们对量子关联更广泛和深入的研究.

致谢 感谢于长水、陈霖的有益讨论.
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Quantum correlation and its application
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Abstract Quantum correlation is an important non-classical feature in quantum system, entanglement is re-

garded as one of the most important quantum correlations in quantum information processing. Many non-classical

phenomena other than entanglement have been discovered in recent years. In this paper, we discuss quantum

discord and some of the related correlations, and their application in quantum physics.
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