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摘要    利用非完整映射方法, 从一个已知 Riemann-Cartan 空间构造另一个嵌入其中的 Riemann-Cartan 空间, 

这包括了从欧式空间构造Weitzenböck空间, 从Riemann空间构造Riemann-Cartan空间的非完整映射方法. 基

于这个映射方法, 研究两个 Riemann-Cartan 空间自平行线之间的非完整对应关系, 特别是一个 Riemann- 

Cartan 空间的自平行线可以对应于另一个 Riemann 空间的测地线, 一个 Weitzenböck 空间的自平行线可以对

应于欧氏空间的测地线. 由Lagrange-d’Alembert原理可知, Riemann-Cartan空间上的动力学系统的运动方程为

该空间的自平行线方程, 作为应用实例, 研究无旋粒子、Chaplygin 非完整系统、定点转动刚体在有挠空间中

的自平行运动. 

关键词    非完整映射, emann-Cartan 空间, 联络, 挠率, 自平行线 
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Riemann-Cartan 空间是一种既有曲率又有挠率

的非欧空间, 度规和联络分别独立地刻画其空间的

长度和平行移动法则 , 当挠率为零时 , 它退化为

Riemann 空间, 而当曲率为零时, 它退化为 Weitzen-                     

böck 空间. 挠率的作用导致空间的测地线和自平行

线分离 , 即“短程线”与“直线”不一致 . 最著名的

Riemann-Cartan 几何学的应用实例是 Einstein-Cartan

引力理论[1~4], 这种引力理论是对经典广义相对论的

推广, 时空的几何性质是由物质的能量动量和自旋

决定的, 自旋决定了时空的挠率. Einstein-Cartan 引

力理论最早由 Cartan 于 1922 年提出来[5], 当时还没

有发现物质的自旋角动量. 1928 年 Einstein 利用标架

场方法推广广义相对论的绝对平行理论中也隐含了

时空挠率[6]. Cartan 的工作是受到 Cosserat 兄弟 1909

年关于晶体缺陷的挠率理论的影响, 连续统的缺陷

所引起其内部的应力张量改变了介质的理想有序结

构, 使之重新排列其结构以达到内部平衡, 他们的研

究工作既考虑了连续统介质的作用力应力张量, 又

考虑了力矩应力张量[7], 这是最早的 Riemann-Cartan

几何学的物理应用. 1950 年代以后, 空间挠率理论在
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连续统的位错理论中得到了系统的应用[8~12]. Cartan

的重要工作在 1950 年代  Utiyama, Sciama 和

Kibble[13~15]独立提出具有挠率和自旋的引力规范理

论之后才被认可, 从此 Einstein-Cartan 引力理论成为

现代引力理论的重要方向[16~21]. Einstein-Cartan 引力

理论作为时空的缺陷理论与连续统的缺陷理论具有

相似的基本方程 [22,23]. 这种相似性也可以推广到作

为时空缺陷的宇宙弦与固体连续统缺陷之间的相似

性[24].  

最新的 Riemann-Cartan 几何学的应用实例是非

完整系统动力学[25~27]和刚体力学[28]. 与完整系统不

同 . 非完整系统的位形空间不再是仅仅弯曲的

Riemann 空间. 其位形受到非完整约束的影响而扭曲

出现挠率. 对于线性齐次非完整系统, 即 Chaplygin

系统, 其位形空间恰是 Riemann-Cartan 空间, 约束的

非完整性决定了其位形空间的挠率, 从而导致该类

系统相空间的辛结构被破坏. 描述刚体的定点转动

可以用欧拉角坐标和相应的广义速度, 也可用角速

度和相应的准坐标[29], 前者的位形空间是 Riemann

空间, 而后者则是 Riemann-Cartan 空间. 

根据物理学原理, 在 Riemann-Cartan 空间中物

质的惯性运动方程是该空间的自平行线方程, 而非

测地线方程. 如无旋粒子在有挠时空中沿着其自平

行线作惯性运动[30~32]; 非完整系统的 Chaplygin 方

程、刚体定点转动的 Euler 方程都是 Riemann-Cartan

空间的自平行线方程[26,28]. 如何构造 Riemann-Cartan

空间是研究若干具有奇异特性的物理系统运动的关

键, 最简捷的方法是利用系统位形空间到已知简单

空间的嵌入映射来实现 Riemann-Cartan 空间的构造. 

由于约束的非完整性、连续统的缺陷、物质的自旋、

准坐标的不可积等奇异性质在几何上表现为空间的

挠率, 所以这种映射应该是不可积映射, 即非完整映

射[33~36]. 如从无曲无挠的 Minkowski 时空出发, 借助

于最简单的非完整映射所得到的空间是有挠无曲的

Weitzenböck 时空[37]; 从有曲无挠的（赝）Riemann

空间出发, 经过最简单非完整映射所得到的空间便

是（赝）Riemann-Cartan 空间[26,28]. 从这种意义上说, 

利用活动标架法构造有挠空间的方法也是一种非完

整映射法. 在非完整映射下, 无挠空间的测地线映射

为有挠空间的自平行线, 也就是说, 无挠空间的最优

惯性运动映射成有挠空间的非优化惯性运动. 所以

这是一种符合物理原理的映射.  

本文将一个空间嵌入到另一个空间的非完整映

射方法推广为 Riemann-Cartan 空间之间的非完整映

射, 其特例包括从一个有挠率无曲率的 Weitzenböck

空间到一个欧氏空间的映射, 从Riemann-Cartan空间

到 Riemann空间的映射, 以及从 Riemann-Cartan空间

直接到欧氏空间的非完整映射. 利用非完整映射方

法, 研究 Riemann-Cartan 空间中两类特殊曲线: 测地

线和自平行线之间的映射关系, 一个 Riemann-Cartan

空间的测地线可以非完整地映射到另一个 Riemann- 

Cartan 空间的自平行线. 由 Riemman-Cartan 空间中

的 Lagrange-d’Alembert 原理和 Hamilton 原理可以分

别导出该空间的自平行线方程和测地线方程, 所以

自平行线方程应该是动力学系统在 Riemann-Cartan

空间中的演化方程. 作为理论的应用, 本文研究三个

实际例子, 包括 Chaplygin 非完整系统的运动、刚体

的定点转动、无旋粒子在有挠时空中的运动, 结果表

明 , Chaplygin 非完整系统的惯性运动方程为

Riemann-Cartan 空间的自平行线方程; 描述刚体运动

的 Euler 角构成的位形空间是 Riemann 空间, 而对应

于角速度的准坐标空间是一个 Riemann-Cartan 空间, 

刚体定点转动的 Euler 方程在 Euler 角空间是短程线

方程, 而在对应于角速度的准坐标空间便是自平行

线方程; 无旋粒子在 Riemann-Cartan 时空中的运动

也是自平行线. 

为方便起见, 文中采用爱因斯坦求和约定, 并对

指标取值范围作如下规定: 拉丁字母 i, j = 1, 2, · · ·, 

n; 罗马字母μ, v, ρ, σ, λ = 1, 2, · · · , m; 希腊字母 α, 

β = m+ 1, m + 2, · · · , n. 

1  非完整映射与 Riemann-Cartan 空间的 

构造 

考虑一个 n 维 Riemann-Cartan 空间 W, TW 为其

切空间, { iw }（ = 1,2, ,i n ）为其局部广义坐标, iw

为切空间广义速度的分量. 设该空间的度规和联络

分别为 ijg 和 Γ ,k
ij  二者相容 , 即 = − Γ; ,

l
ij k ij k jl ikg g g  

− Γl
il jkg . 由度规决定的Christoffel联络或者度规联络

为{ } ( ), , ,

1
,

2
k kl
ij il j jl i ij lg g g g= + −  其中 

= ∂ = ∂ ∂, .l
ij l l ij ijg g g w  
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由联络 Γk
ij 确定的挠率为 [ ] ( )= Γ = Γ − Γ

1
,

2
k k k k
ij ij jiijS  曲

率为 = −Γ + Γ − Γ Γ + Γ Γ, , .i i i i m i m
jkl jk l jl k ml jk mk jlR  由于挠率的

存在, Riemann-Cartan 空间的自平行线和测地线不一

致, 二者分别为 

 { }+ = 0,k k i j
ijw w w  (1a) 

 + Γ = 0.k k i j
ijw w w  (1b) 

联络 Γk
ij 和 Christoffel 联络{ }k

ij 之间满足关系:  

 { }Γ = + ,k k k
ij ij ijK  (2) 

其中 ⋅⋅ ⋅⋅= + + ,k k k k
ij ij ji ijK S S S  ⋅⋅ = ,k kl

ji jilS g S  = .k
jil jk ilS g S  

可见, 当挠率为零时, 该空间“短”和“直”的概念一致. 

假设存在另一个空间 Q , 其局部广义坐标表示

为{ μq }( μ = 1,2, , m ), 相应的广义速度分量为{ μq }. 

若 iV 和 μV 分别为空间W和Q的向量场的分量, 我们

假定二者之间存在一个不可积即非完整映射: 

 μ
μ= ,i iV e V  (3) 

则相应的广义速度之间的非完整映射自然为 

 μ
μ= .i iw e q  (4) 

下面要证明对于一般情况, 我们可以由(3)或(4)式来

构造空间Q 的 Riemann-Cartan 结构. 

定义空间Q 的度规为 

 ( )μν μ ν μ ν= =, .i j
ije e g e eg  (5) 

这样 , 两个空间中的向量 V 和 U 的标量积可以表  

示为 

 ( ) μ ν
μν= =, .i j

ijU V g U V U Vg  (6) 

为了求出空间 Q 的联络, 我们假设空间W 中的

向量 iV 的绝对导数
iDV

Dt
和空间 Q 中向量 μV 的绝对

导数
μV

t

Ð
Ð

之间存在与关系式(3)相协变的关系: 

 
μ

μ= ,
i

iDV V
e

Dt t

Ð
Ð

 (7) 

其中 

 
d d

,   .
d d

i i
i j k
jk

DV V V V
V w V q

Dt t t t

μ μ
μ ν σ
νσ= + Γ = + Γ

Ð
Ð

 (8) 

将(3), (4)和(8)式代入(7)式, 可以求出空间的联络为 

 ( )ρ ρσ
μν σ μ ν μ νΓ = + Γ, ,l i j k i

il jkg e e e eg  (9) 

其中 ρσ
ρσ
−= 1 .g g  相应的挠率为 

 

( ) [ ]

[ ] [ ]( )
[ ]( )

ρ ρ ρ ρ
μν μν νμ μν

ρσ
σ μ νμ ν

ρσ
σ μ νμ ν

= Γ − Γ = Γ

= + Γ

= +

,

,

1

2

.

l i j k i
il jk

l i j k i
il jk

S

g e e e e

g e e e e S

g

g

 

(10)

 

[ ]⋅ ⋅, 表示反对称运算. 为了计算联络 ρ
μνΓ 的曲率 

 μ μ μ μ λ μ λ
νσρ νσ ρ νρ σ λρ νσ λσ νρ= −Γ + Γ − Γ Γ + Γ Γ, , ,R  (11) 

设 

 ρ ρ ρ
μν μν μν

∗Γ = Γ + Γ ,  (12) 

其中 

 ρ ρσ ρ ρσ
μν σ μ ν μν σ μ ν
∗Γ = Γ = Γ, , ,l i l j k i

il il jkg e e g e e eg g  (13) 

我们证明, 曲率(11)式满足 

 
, ,

 .

Rμ μ μ μ λ μ λ μ λ
νσρ νσ ρ νρ σ λρ νσ λσ νρ λρ νσ

μ λ μ λ μ λ
λρ νσ λσ νρ λσ νρ

∗

∗ ∗ ∗

= −Γ + Γ − Γ Γ + Γ Γ − Γ Γ

− Γ Γ + Γ Γ + Γ Γ
 
(14)

 

要证明此式, 关键是要验证 ( )μ
νσρ
∗ ∗Γ = 0R 如下:  

( ) ( )
( )( )
( )( )

, ,

, ,, ,

, ,

, ,

, , , , , ,

  

  

l i l i
il il

l i k j
il jk

l i k j
il jk

l i l i l i
il il il

i

R

g e e g e e

g e e g e e

g e e g e e

g e e g e e e e g

g

μ μ μ μ λ μ λ
νσρ νσ ρ νρ σ λρ νσ λσ νρ

μλ μλ
λ ν σ λ ν ρρ σ

μτ λξ
τ λ ρ ξ ν σ

μτ λξ
τ λ σ ξ ν ρ

μλ μλ μλ
λ ρ ν σ ρ λ ν σ λ ν σ ρ

μλ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= −Γ + Γ − Γ Γ + Γ Γ

= − +

−

+

= − − −

+

g g

g g

g g

g g g

g

( )( )
( ) ( )

, , , ,

, , , ,

, , .

l i l i
l il

l i l i k j
il il jk

l i k j
il jk

e e g e e

e e g g e e g e e

g e e g e e

μλ
λ σ ν ρ σ λ ν ρ

μλ μτ λξ
λ ν ρ σ τ λ ρ ξ ν σ

μτ λξ
τ λ σ ξ ν ρ

+

+ −

+

g

g g g

g g
(15)

 

由于坐标变换关系 

 μ μμ μ μ μ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
,

i i i
i i

i i

w w w
e e

q q q q w w
 (16) 

得到度规微分 ν ν=, ,
k

ij ij kg e g . 由 μτ μτ
ρ τλ τλ ρ= − =, ,g g g g   

μτ μτ μτ
τ λ ρ τ ρ λ τ λ ρ− − −, , ,
l i l i l i k

il il il kg e e g e e e e e gg g g 可得 

 
, , ,

, .

l i l i
il il

l i k
il k

g e e g g e e

e e e g

μτ μτ μτ
τ λ ρ ρ τλ τ ρ λ

μτ
τ λ ρ

= − −

−

g g g

g
 

(17)
 

代入(15)式, 并利用 λξ λξ ξ
λ ξ τλ τδ= =,  ,i k ike e gg g g  ik

ilg g  

,k
lδ=  得到 

μ μλ μλ μλ
νσρ λ ρ ν σ ρ λ ν σ λ ν σ ρ
∗ = − − −, , , , , ,

l i l i l i k
il il il kR g e e g e e e e e gg g g  
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( )( )
( )( )

μλ μλ μλ
λ σ ν ρ σ λ ν ρ λ ν ρ σ

μτ μτ μτ λξ
ρ τλ τ ρ λ τ λ ρ ξ ν σ

μτ μτ μτ λξ
σ τλ τ σ λ τ λ σ ξ ν ρ

μλ μλ
λ ρ ν σ ρ λ ν σ

+ + +

+ + +

− + +

= − −

, , , , , ,

, , , ,

, , , ,

, , , ,

l i l i l i k
il il il k

l i l i k k j
il il k jk

l i l i k k j
il il k jk

l i l
il il

g e e g e e e e e g

g e e e e e g g e e

g e e e e e g g e e

g e e g e e

g

g g g

g g g g g

g g g g

g g μλ
λ ν σ ρ

μλ μλ μλ
λ σ ν ρ σ λ ν ρ λ ν ρ σ

μτ μτ λξ
ρ τ ν σ λ ξ τ ρ ν σ

μτ λξ μτ
τ ρ λ ξ ν σ σ τ ν ρ

μτ λξ
λ ξ τ σ ν ρ

−

+ + +

+ +

+ −

− −

, ,

, , , , , ,

, , , ,

, , , ,

, ,

i l i k
il k

l i l i l i k
il il il k

k j i k l j
jk il jk

l k i k j k j
jk il k jk

i k l j
il jk

e e e g

g e e g e e e e e g

g e e g g e e e e

e e e e g e g g e e

g g e e e e

g

g g g

g g g

g g g

g g μτ λξ
τ σ λ ξ ν ρ

μλ μλ μτ
λ ρ ν σ λ σ ν ρ τ ρ ν σ

μτ μλ μλ
τ σ ν ρ λ ν σ ρ λ ν ρ σ

μτ μτ
τ ρ ν σ τ σ ν ρ

= − + +

− − +

+ −

, ,

, , , , , ,

, , , , , ,

, , ,

l k i k j
jk il k

l i l i ik l j
il il il jk

ik l j l i k l i k
il jk il k il k

l k ik j l k ik j
jk il k jk

e e e e g e g

g e e g e e g g g e e

g g g e e e e e g e e e g

e e g g e g e e g g e g

g g

g g g

g g g

g g

=
,

0,

il k

 

(9)式所表达的联络是度规联络, 即 

 

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )
( )

( )

ρ ρ
μν σ μν σ μσ ρν νσ μρ

ρλ
μ ν λ μ σ μ σ ρ νσ

ρλ
λ ν σ ν σ ρ μ

μ ν ν μ σ μ σσ

μ ν σ ν σ

μ ν νσ

= − Γ − Γ

= − + Γ

− + Γ

= − + Γ

− + Γ

= −

; ,

,,

,

,,

,

,

 

 

i j l i j k i m n
ij il jk mn

l i j k i m n
il jk mn

i j lm n i j k i
ij il mn jk

lm n i j k i
il mn jk

i j l
ij il

g e e g e e e e g e e

g e e e e g e e

g e e g g g e e e e

g g g e e e e

g e e g e

g g g g

g

g

( )
( )

( )

μ σ μ σ

μ ν σ ν σ

μ ν σ ν μ σ μ ν σ

μ ν σ

μ ν σ

+ Γ

− + Γ

= − Γ − Γ

= − Γ − Γ

=

=

,

,

,

,

;

 

0,

i j k i
jk

l i j k i
il jk

i j l j k i l j k i
ij il jk il jk

i j k l l
ij k lj ik il jk

i j k
ij k

e e e

g e e e e

e e g g e e e g e e e

e e e g g g

e e e g

 

据此, 可以断定该空间的联络满足Riemann-Cartan空

间中联络的通常表示 

 { } { }ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
μν μν μν νμ μν μν μν

⋅⋅ ⋅⋅Γ = + + + = + ,S S S K  (20) 

其中 

 ρ ρ ρ ρ
μν μν νμ μν

⋅⋅ ⋅⋅= + + ,K S S S  (21a) 

 ρ ρλ
νμ νμλ
⋅⋅ = ,S Sg  (21b) 

 σ
νμλ νσ μλ= ,S Sg  (21c) 

 { } ( )ρ ρλ
μν λν μ μλ ν μν λ= + −, , ,

1
,

2
g g g g  (21d) 

利用度规、挠率的定义可以得到如下关系式: 

 
[ ] [ ]( )

( )

ρ ρ ρσ
νμ μν ν μσ μ σ ν

ρσ
μ ν σ

⋅⋅ ⋅⋅+ = − +

+ +

, ,

 ,

i j i j
ij

i k j
kij ikj

S S g e e e e

S S e e e

g

g
 

(22a)
 

 
{ } ( ) [ ] [ ]( )

{ }

ρ ρσ
μν σ ν μμ ν σ μ σ ν

ρσ
μ ν σ

= + +

+

, , ,

 ,

i j i j i j
ij

l i k j
lj ik

g e e e e e e

g e e e

g

g
 

(22b)
 

其中 = .l
kij kl ijS g S  两个式子相加, 并考虑空间 W 中的

关系: 

 ( ) { }Γ = + +l l
lj kij ikj lj ikikg S S g  (23) 

得到 

 
( ) ( )

{ }

ρσ ρσ
σ μ ν σμ ν

ρ ρ ρ
νμ μν μν
⋅⋅ ⋅⋅

+ Γ

= + +

,

 .

i j l i k j
ij lj ikg e e g e e e

S S

g g
 

(24)
 

由(9)和(10)式得到 

 
( )

( ) ( )

ρ ρ ρ
μν μνμν

ρ ρσ ρσ
μν σ μ ν σμ ν

Γ = Γ +

= + + Γ, .i j l i k j
ij lj ik

S

S g e e g e e eg g
 

(25)
 

将(24)式代入即可得到(20)式. 

将(20)式代入曲率(11)式, 空间 Q 的曲率可以表

示为 

 

{ } { } { }{ } { }{ }
{ } { } { } { }

μ μ μ μ λ μ λ
νσρ νσ νρ λρ νσ λσ νρρ σ

μ λ μ λ μ λ μ λ
λρ νσ λρ νσ λσ νρ λσ νρ

μ μ μ λ μ λ
νσ ρ νρ σ λρ νσ λσ νρ

= − + − +

− − + +

− + − +

, ,

, , ,

R

K K K K

K K K K K K

 

(26)

 

特别地, 当 νμλS 是完全反对称时, ρ ρ
μν μν= ,K S  则(20)

式简化为 

 { }ρ ρ ρ
μν μν μνΓ = + .S  (27) 

此时,  Riemann-Cartan 空间的测地线和自平行线一

致. 

2  有挠时空中无旋粒子的运动 

应该指出的是, 上述空间 W 和空间 Q 之间的非

完整映射关系是较为一般的对应关系, 它包括了几

种特殊情况 , 当空间 W 为欧氏空间时 , δ= ,ij ijg  

Γ = 0,i
jk  = =0, 0.i i

jk jklS R  上述映射退化为从有挠率

空间到平直空间的映射, 导数的协变性条件、空间 Q

的联络、挠率等分别变为 

 
μ

μ=
d

,
d

i
iV V

e
t t

Ð
Ð

 (28) 

(18) 

(19) 
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 ρ ρσ
μν σ μ νδ∗Γ = , ,l i

ile eg  (29) 

 ( ) [ ]
ρ ρ ρ σρ

μν μν νμ σ μ νδ∗ = Γ − Γ = ,

1
,

2
l i

ilS e eg  (30) 

(18)式表明, 联络(29)式的曲率为零. 这样得到的空

间 Q 为有挠率无曲率的 Weitzenböck 空间. 如果映射 

(4)式是满秩的, 即 ( )μ ≠det 0,ie  存在逆映射 

 μ με= ,i
iq w  (31) 

其 中 με i 满 足 μ μ μ
μ ν νε δ ε δ= =,  ,j j i

i i ie e  由 此 可 得

μ μ
ρ ν ν ρε ε∂ = − ∂ .i i

i ie e  这样, 联络和挠率简化为 

 
[ ] [ ]

ρ ρ ρ
μν μ ν μ ν

ρ ρ ρ
μν μ νμ ν

ε ε

ε ε

∗

∗

Γ = = −

= = −
, ,

, ,

,

,

i i j
i i j

i i j
i i j

e e e

S e e e
 (32) 

容易验证, 联络 (32)式 满足 

 
ρ ρ ρ μ

ν ν μν

ρ
ν μ μ ν μν ρ

ε ε ε

ε

∗

∗

= + Γ =

= − Γ =
,

,

0,

0,

i i i

i i ie e

Ð

Ð
 (33) 

上述结果同样适用于W 是 Minkowski 时空的情况, 

此时 ( )η τ= = = =,  0,1,2,3 ,  ,i i
ij ijg w X i t  而空间 Q 为

Weitzenböck 时空 , ( )μ μ μ= = 0,1,2,3 .q x  由于从

Weitzenböck 时空到 Minkowski 时空的映射(4)式是满

秩的, 所以有挠无曲的 Weitzenböck 时空中非完整地

对应于 Minkowski 时空测地线的自平行线方程为
μ

με
τ τ

= =
d

0,
d

i

i

x XÐ
Ð

 即 

 
ρ μ ν

ρ
μν τ ττ
∗+ Γ =

2

2

d d d
0,

d dd

x x x
 (34) 

自旋为零的粒子在有挠率时空中的惯性运动应该沿

着该时空的自平行线(34)式进行, 这个方程也可以用

Lagrange 逆问题表示为 

 
ν λ

σ
μν σλμ μ

υ υ

υ

∂ ∂⎛ ⎞
− =⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠ 2

d
2 ,

d
g gL L

S
t q q

g  (35) 

其中 μ ν
μνυ υ= ,gL g  μ ν

μνυ υ υ=2 .g  这个拉氏量的

选取在 Legendre 变换下得到的 Hamilton 量恒为零, 

所以不能得到文献[31]的正规的正则化形式. 但是, 

它所满足的时间重新参数化对称性为利用 Dirac 约束

方法实现相对论性量子化提供了可能. 而讨论有挠

时空中的粒子运动问题, 应该是在相对论量子场论

的框架下考虑相对论性粒子的运动, 研究方程(35)的

量子化离不开作为相对论效应的时空挠率与具有量

子效应的物质场之间的耦合问题. 方程(35)要作为描

述相对论性无自旋粒子的运动方程, 时空的挠率只

能是有势的, 即标量场σ 的梯度: 

 ( ) ( )λ λ λ
μν μ ν ν μδ σ δ σ⎡ ⎤= ∂ − ∂⎣ ⎦

1
,

2
S q q  (36) 

标量场σ 可以解释为 Brans-Dicke 标量－张量引力理

论中的扩张场(dilation field)[32]. 有趣的是, 在挠率有

势的情况下 , 无旋粒子的运动方程(35)在积分因子
σe 的作用下是自伴随的. 这相当于在 Brans-Dicke 理

论中作质量的变换 ( ) ( )σ→ = qm m q me 或者在共形变

换 ( )σ σ
μν μν μν→ = 2eg g g 下 , 对应于时空度规 μνg 的自

平行线方程(33)对应于新度规 ( )σ
μνg 的测地线方程, 从

而可以实现符合对应原理和等效原理的量子化. 

自旋粒子在有挠时空中的运动方程既不是时空

的测地线方程, 也不是自平行线方程[1]. 根据新广义

相对论[30,37], Weitzenböck 时空中自旋粒子的运动受

时空挠率的影响, 粒子的自旋与时空挠率发生耦合, 

导致自旋粒子的运动不符合等效原理. 如利用变分

原理, 自旋为 1/2 的粒子的运动方程为 

 
1

i 0,
2

mμ
μ μγ υ ψ

⎡ ⎤⎛ ⎞+ − =⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦
Ð  (37) 

其中 μ μυ = i l
lie S 是挠率的迹矢量 . 由于矢量 μυ 的存 

在 , 任何坐标变换和标架变换(非完整映射)都不可 

能将方程(37)约化为 Minkowski 时空中的 Dirac 方程: 

W. 

3  刚体定点转动的 Euler 方程的几何描述 

当空间W为 Riemann空间时, = 0,i
jkS  而空间Q

的联络为 

 ρ ρσ
μν σ μ ν μ νΓ = +,( { }),l i j k i

il jkg e e e eg  (38) 

易验证其相应的挠率由(38)式或(10)式简化为 

 ( ) [ ],

1
.

2
l i

ilS g e eρ ρ ρ ρσ
μν μν νμ σ μ ν= Γ − Γ = g  (39) 

本节考虑变换(4)式是满秩的情况, 即存在逆变

换 : i
iq wμ με= 时 , 利用关系 (16)式以及 i

i eμ
ρ νε ∂ =  

,i
ie μ

ν ρε− ∂  则空间 Q 挠率简化为 

 [ ] [ ][ ], , .i i i j
i i i jS e e e eρ ρ ρ ρ

μν ν μ μ νμ νε ε ε= = ∂ = −  (40) 

而该空间的联络可由(38)式简化得到: 
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 ,( { }) { },i j k i
i jke e eρ ρ ρ ρ

μν μ ν μ ν μν μνε ∗Γ = + = Γ +  (41) 

其中 , , ,  { } { }.i i j j k i
i i j i jke e e e eρ ρ ρ ρ ρ

μν μ ν μ ν μν μ νε ε ε∗Γ = = − =  将(41)

式代入 (11)式 , 并考虑 (18)式 , 即 ( ) 0,R ∗Γ =  得到

Riemann-Cartan 空间的曲率为 

 
, ,

{ } { } { }{ } { }{ }

 { } { } { } { } .

Rμ μ μ μ λ μ λ
νσρ νσ νρ λρ νσ λσ νρρ σ

μ λ μ λ μ λ μ λ
λρ νσ λρ νσ λσ νρ λσ νρ
∗ ∗ ∗ ∗

= − + − +

− Γ − Γ + Γ + Γ
 

(42)
 

利用度规定义 (5)式、挠率 (40)式 , 并考虑 (16)式 ,    

得到 

( )

( ) ( ) ( )

( ){
( ) ( ) ( ) }

( ) [ ]

[ ]

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

, ,

,

1
{ }

2
1

2
1

2

  

{ }

  

i j i j i j
ij ij ij

k i j
ij k ik j kj i

i j i j i j
ij

l k j i i
kj l i i

i

g e e g e e g e e

g g g e e e

g e e e e e e

e e e e

e

ρ ρλ
μν λν μ μλ ν μν λ

ρλ
λ ν λ μ μ νμ ν λ

ρλ
μ λ ν

λ ν λ μ μ νμ ν λ

ρ ρ ρλ σ
μ ν σνμ ν μ λ

ρλ σ
σμ ν λ

ε ε ε

ε

= + −

⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦

= + −

⎡ ⎤+ + −⎢ ⎥⎣ ⎦

= + −

−

g g g g

g

g

g g

g g

( ){ } ,

i

S Sρ ρ ρ ρ
μν νμ μνμν

∗ ⋅⋅ ⋅⋅= + Γ − −

 

(43)

 

其中 ( ) ( ) ( ),

1
.

2
i

i eρ ρ ρ ρ
μν νμμν μ νε∗ ∗ ∗Γ = Γ − Γ =  将(43)式代入(41)

式, 并考虑 ( ) [ ] ,
ρ ρ ρ

μν μν μν
∗ ∗ ∗Γ = Γ + Γ  得到该 Riemann-Car-                             

tan 空间中联络的通常表示(20)式 , 即 { }ρ ρ
μν μνΓ = +  

{ } .S S S Kρ ρ ρ ρ ρ
μν νμ μν μν μν

⋅⋅ ⋅⋅+ + = +  同样, Riemann-Cartan 空

间 Q 的自平行线也可以由斜变导数的非完整映射关

系, 从 Riemann 空间 W 的测地线得到. 

作为一个应用实例, 研究定点转动刚体的运动 

方程在两个不同位形空间中的几何表示. 通常选择

欧拉角 , ,ϕ θ ψ 作为广义坐标来描述刚体运动, 相对

应的角速度 ( )μω μ = 1,2,3 为准速度, 形式上可以看

成准坐标 μπ 的导数 , 即 μ μω π= . 如果取 1 ,w ϕ=  
2 3,  w wθ ψ= = 作为位形空间W 的坐标, 而空间Q 的

坐标为 ,μπ  则两者之间的非奇异非完整映射 iw =  
ib μ
μπ 可表述为 

 

1

2

3

1

2

3

sin sin cos 0

sin cos sin 0 ,

cos 0 1

sin cos
0

sin sin
cos sin 0 ,

sin cot cos cot 1

ϕω θ ψ ψ
ω θ ψ ψ θ

θ ψω

ψ ψ
ϕ ωθ θ
θ ψ ψ ω
ψ ψ θ ψ θ ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (44) 

如果将本体坐标轴取作与刚体的惯量主轴重合, 则

刚体的转动惯量将只有对角元素 , 即惯量张量为

.I Iμν μ μνδ=  此时刚体的动能表达式为 

 ( )21
.

2
T I μ

μ ω=  (45) 

由此得到空间Q 的度规为 

 ( ) ( )
1

1

2
2

3

3

1
0 0

0 0
1

0 0 , 0 0 .

0 0
1

0 0

I
I

I
I

I

I

μν
μν

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

g g  (46) 

空间 W 的度规为 

( ) ( ) ( )
( )

( )

3 3 3 3

2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

2 2
1 2 1 2

3 3

sin sin cos sin cos sin cos sin cos

sin cos sin cos sin 0 ,

cos 0

T
ij i jg a a A A

I I I I I I

I I I I

I I

μ ν
μν μν

ψ θ ψ θ θ ψ ψ θ θ
ψ ψ θ ψ ψ

θ

× ×
= = ⋅ ⋅

⎛ ⎞+ + −
⎜ ⎟

= − +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

g g

      (47a) 

( )

( )

( ) ( )

( )

2 2 2 2
2 11 2

2 2
1 2 2 11 2

2 2
2 1 1 2

3 3
1 2 2 1 1 2

2 2 2
1 2 2

2
2 1 1 2 2

sin 2cos sin cos cos sin

2 sinsin sin

sin 2 sin 2sin cos

2 sin 2 tan

sin 2cos cos sin cos sin
cot

2 tansin

ij

I II I

I I I II I

I I I I
g

I I I I I I

I I

I I I I I

ψψ ψ θ ψ ψ
θθ θ

ψ ψψ ψ
θ θ

ψθ ψ ψ ψθ
θθ

×

− ⎛ ⎞+ −
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
− −

= +

−⎛ ⎞−
+ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

1 3

.

1

I I

ψ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎛ ⎞⎜ ⎟
+⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

         (47b) 
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由此可计算出相应的 Riemann 曲率(在此限于篇幅不

列出结果), 而挠率 0,i
jkS =  所以空间 W 是 Riemann

空间. 根据前面所述, 在空间 W 中刚体自由转动的

Lagrange 方程 

 

d
0,

d

d
0,

d
d

0,
d

T T

t

T T

t
T T

t

ϕ ϕ

θ θ

ψ ψ

∂ ∂
− =

∂ ∂
∂ ∂

− =
∂ ∂
∂ ∂

− =
∂ ∂

 (48) 

就是由 Euler 角描述的 Riemann 位形空间中的测地线

方程, 它实为欧拉方程 

 

( )
( )
( )

1 2 3
1 2 3

2 3 1
2 3 1

3 1 2
3 1 2

0,

0,

0.

I I I

I I I

I I I

ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω

− − =

− − =

− − =

 (49) 

将(44)式中的矩阵元代入(40)式, 经繁琐计算可

得到准坐标空间Q 的非零挠率分量为 

 

[ ] [ ], ,

1

2
1

,  
2
1

 
2

i i j
i i jS e e e є

є

є

ρ ρ ρ
μν μ ν ρμνμ ν

ρμν

ρμν

ε ε= = − = −

⎧−⎪⎪= ⎨
⎪+
⎪⎩

是偶排列,

, 是奇排列.

 

(50)

 

即 

 3 2 1 2 3 1
12 31 23 13 21 32

1 1
.

2 2
S S S S S S= = = − = = =，  (51) 

利用上面的计算公式和计算程序, 可得到准坐标空

间 Q 的非零曲率分量为 

 

( )( )

( )( )

1 2 3 1 2 31 1
212 221

1 3

1 2 3 1 2 31 1
313 331

1 2

,
4

,
4

I I I I I I
R R

I I

I I I I I I
R R

I I

− − − +
= − =

− − + −
= − =

 (52a) 

 

( )( )

( )( )

1 2 3 2 1 32 2
112 121

2 3

2 1 3 1 2 32 2
323 332

1 2

,
4

,
4

I I I I I I
R R

I I

I I I I I I
R R

I I

− + − +
= − =

− − + −
= − =

 (52b) 

 

( )( )

( ) ( )

2 1 3 1 2 33 3
113 131

2 3

1 2 3 1 2 33 3
223 232

1 3

,
4

,
4

I I I I I I
R R

I I

I I I I I I
R R

I I

− + + −
= − =

+ − − +
= − =

 (52c) 

上述表明准坐标空间 Q 是一个曲率非零挠率为常数

的 Riemann-Cartan 空间. 显然, 文献[38]中关于该空

间是 Weitzenböck 空间的结果有误. 在这个 Riemann- 

Cartan 准坐标空间中, 刚体定点自由转动的运动方 

程是 

 
d

2 ,
d

T T T
S

t
λ ν
μνμ μ λ π

π π π
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (53) 

这是准坐标空间中的自平行线方程[28]. 将挠率(50)式

以及 ( )21
,  

2
T Iμ μ μ

μπ ω ω= = 代入(53)式, 得到 

 є ,I Iμ λ ν
μ μλν λω ω ω= −  (54) 

此方程中的重复指标不表示求和, 这恰好是 Euler 方

程(49). 所以 Euler 方程在这个准坐标空间中是自平

行线方程. 总之, 描述刚体运动 Euler 方程在 Euler 角

空间中是测地线方程, 而在准坐标空间中则是自平

行线方程. 

4  Riemann-Cartan 空间中的 Chaplygin 非
完整系统 

作为非完整映射(3)式或(4)式的特例, 考虑一种

嵌入 Riemann 空间的奇异非完整映射, 即假设W 为

Riemann 空间 , 且 ( )ν ν
μ μδ ν= = 1,2, ,e m , 则(4)式退

化为 

 ( ),    1,2, , .w q w e q n mμ μ ν α α μ
ν μδ α= = = −  (55) 

这相当于 Chaplygin 非完整约束条件的显式表达, 根

据第二节的讨论, 此时空间 Q 亦为一个 Riemann- 

Cartan 空间. 在这种情况下, 完整约束条件已经隐含

在 Riemann 空间中, 而非完整约束条件在有挠率的

Riemann-Cartan 空间中实现了几何化. 该空间的联络

可以由关系(38)式经条件(55)式得到 

 
,

,

{ }

{ },

l l j k i
l il jk

l
l

g e e g e e e

g e e

ρ ρσ α ρσ
μν α σ μ ν σ μ ν

ρσ α ρ
α σ μ ν μν

Γ = +

= +

g g

g
 

(56)
 

其中 

 { } { }.l j k i
il jkg e e eρ ρσ

μν σ μ νg  (57) 

在有些条件下 , { },  0,i
ij ij jkg Cδ= =  此时 { } 0ρ

μν =  

(见文献[26]中的例子). 将(56)式代入(39)式, 得到挠

率为 

 [ ],S .l
lg e eρ ρσ α

μν α σ μ ν= g  (58) 
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由此可知, 约束(55)式的可积性条件 [ ], 0eα
μ ν = 等价于

Riemann-Cartan 空间Q 的挠率 S 0.ρ
μν =  联络 ρ

μνΓ 也可

以由(20)和(24)式导出, 即由度规 μνg 和挠率(58)式确

定. 该空间的自平行线方程和测地线方程分别为 

 
2

2

d d d
0,

d dd

q q q

t tt

ρ μ ν
ρ
μν+ Γ =  (59a) 

 
2

2

d d d
{ } 0.

d dd

q q q

t tt

ρ μ ν
ρ
μν+ =  (59b) 

根据 Lagrange-d’Alembert 原理[29,39], Chaplygin 非完

整系统的运动微分方程为 

 
d

2 ,
d

L L L
S q

t q q q
λ ν
μνμ μ λ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (60) 

其中 L 为嵌入约束的 Lagrange 函数. 可以验证, 方程

(60)恰是 Riemann-Cartan 空间中的自平行线方程 

(59a), 而 Chaplygin 非完整系统的 vakonomic 方程恰

是 Riemann-Cartan 空间中的测地线方程(59b)[26]. 在

一个具有 Riemann-Cartan 结构的位形空间中 , 由

Hamilton 原理所得到的运动方程为测地线方程, 而

由 Lagrange-d’Alembert 原理得到的运动方程为自平

行线方程. 作为一个不受人为控制的动力学系统, 它

所满足的物理原理应该是符合惯性原理的 Lagrange- 

d’Alembert 原理. 利用这个原理可以直接验证[28], 系

统在空间 W 的短程线非完整地对应于空间 Q 的自平

行线: 

 ( ){ } .i i j k i
jkw w w b q q qμ μ σ ν

μ νσ+ = + Γ  (61) 

这恰是协变导数的非完整映射关系式(7). 

研究一个动力学函数为 ( )2 2 21

2
L x y z= + + 的粒

子, 受到非完整约束为 z yx= 的运动问题. 这个非完

整约束条件确定了从局部坐标为 ( ),x y 的 2 维

Riemann-Cartan 空间到 3 维 Riemann 空间中的映射. 

显然, , 1,2,3;  , 1,2;  3,i j μ ν α= = =  且 
1 1 2 2 3 3
1 2 1 2 1 21, 0 , 0 , 1, , 0 ,e e e e e y e= = = = = =  

空间 Q 的度规为 

2
12

1
01 0

, .
0 1 0 1

yy μν
μν

+
⎛ ⎞⎛ ⎞+

= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
g g  

相应的非零 Christoffel 符号为 

2 1 1
11 12 21 2

{ } , { } { } ,
1

y
y

y
= − = =

+
 

非零的联络分量为 

1
21 2

.
1

y

y
Γ =

+
 

则该空间  Q 的非零挠率分量为 1 1
21 12 2

.
1

y
S S

y
= − =

+
 在

空间 Q 中的自平行线和测地线方程分别为 

 
2

0 , 0 ,
1

yxy
x y

y
+ = =

+
 (62a) 

 2
2

2
0 , 0 .

1

yxy
x y yx

y
+ = − =

+
 (62b) 

利用 Lagrange-d’Alembert 原理和 Hamilton 原理可以

验证, 前者是非完整系统的 Chaplygin 方程, 而后者

是 vakonomic 方程. 

5  结论 

通常的动力学系统的位形空间一般是 Riemann

空间或欧氏空间. 若某些动力学系统存在诸如缺陷、 

不可积、非正则等奇异特性, 并且它们可以通过建立

这类系统与通常正规系统之间的非完整映射来实现, 

则这些奇异特性可以表现为其所处空间的扭曲特性, 

而这些扭曲不同于弯曲 , 它导致欧氏空间变为

Weitzenböck 空间, Riemann 空间变为 Riemann-Cartan

空间, 这些空间因被扭曲而存在挠率. 借助于挠率, 

不仅这些系统的奇异物理特性得到几何表示和描述, 

而且其运动方程的非 Riemann 特征得到了美妙的几

何化. 这种非完整映射所得到的Riemann-Cartan空间

的自平行线方程与利用物理原理所得到的系统运动

方程一致. 
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