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(汕头大学数学研究所 ,汕头 515063)

摘要　　设 D 是 Euclid平面R2中的一个半径为 r 的圆盘 , F 是D 上 Lipschitz连续

的实值函数 , A1 A2 A3 A4 是边长不超过 r 的等腰梯形 , ∠A1 A2 A3=α≤π/2.借助于

Brouwer不动点定理证明了:若 F 有一个 Lipschi tz常数 λ≤min{1 , tgα},则在曲面

M={(x , y , F(x , y))∈R3∶(x , y)∈ D}上存在共平面的四个点 ,它们张成一个与

A 1A 2A 3A 4全等的四边形.此外 ,还作了一些进一步的讨论.
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1　顶点在给定曲面上的四边形

对 Euclid空间R
n
中的有限个点 B 1 , B2 , …, Bm ,以 B 1B2…B m 表示{B 1 , B2 , …, B m}的凸

包(即包含 B 1 ,B 2 , … , Bm 的最小凸集), B1B 2 表示直线段 B 1B2 的长度 , ∠B1B 2B 3 表示射

线 B 2B 1与 B2B 3所夹的角的弧度数(不考虑旋转的正负方向 ,规定∠B 1B 2B 3 ∈[ 0 , π]).设 D

是 Euclid平面R2 中的单位圆盘 ,即以原点为心 ,以 1为半径的闭圆盘 , U 是R2 中包含 D 的一

个连通区域 , F:U ※R是 Lipschitz连续的函数.假定 λ是F 的一个 Lipschitz常数 ,即

F(P)-F(Q) ≤λPQ , 　　　 P , Q ∈ U . (1)

令曲面

M =MF ={(x , y , F(x , y))∈ R3:(x , y)∈ U}. (2)

设 A 1A 2A 3A 4是R2中一个给定的凸四边形 ,它的两条对角线 A 1A 3与 A2 A4 相交于 E ,并且

max EA i :i =1 , …,4 ≤1 , 　　　∠A1 A2 A3 =α≤π/2. (3)

　　本文讨论与曲面 M 有关的如下几何问题:

问题 P　在上述曲面 M 上是否存在着共平面的四个点B 1 , B2 , B3 , B4 ,使得它们的凸包

B 1B 2B3B 4是一个与 A 1A 2A 3A 4全等的四边形?

问题 P 实际上来源于人们熟知的稳定椅子数学模型[ 1 , 2] .假设 A 1 , A2 , A 3 , A4 是一张椅

子的四条腿的端点 , M 是地表面 ,则问题 P是否有解意味着能否在 M 上找到一个放椅子的稳

定位置使得该椅子的四条腿能同时着地而不悬空摇晃.
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　　当 A 1A 2A 3A 4是正方形且 λ的值较小时 ,问题 P 的答案是已知的[ 1～ 3] .本文考虑更一般

的四边形 ,借助于 Brouwer 不动点定理 ,得到的一个主要结果是

定理 1　设曲面 M =MF 如(2)式所定义 , A1 A2 A3 A4 是一个等腰梯形.若(1)及(3)式成

立 ,且 λ≤min{1 , tgα},则问题 P 有解.

此外 ,本文还对问题 P 作了一些进一步的讨论.

2　几个引理

为证明定理 1 ,先给出几个引理.

证明定理 1的主要途径是:通过某种处理手法将问题 P(限于定理 1所讨论情形)与某一

个2维映射 η:K ※W 联系起来 ,引理1即讨论了此类2维映射 ,这是最关键的 ,由该引理的结

论 η-1(0 ,0)≠ 可推出问题 P 有解.引理 2及 3则是为了建立问题 P 与映射 η:K ※W 之间

的联系作准备.

为证明引理 1 ,需要用到 Brouwer不动点定理
[ 4 ,5]

.

Brouwer不动点定理　从 n 维球体B
n
(n ≥1)到自身的任一个连续映射均含有至少一个

不动点.

引理 1　设 β1<β2是实数 , K =[ β1 , β2] ×[ 0 , π]是R2 中的长方形 , 1K ={β1}×[ 0 , π] ,

 2K =[ β1 , β2] ×{0}, 3K ={β2}×[ 0 , π]及 4K =[ β1 , β2] ×{π}是 K 的 4条边.又设 W =

[ -4 ,4] ×[ -4 ,4]  R2 ,

W 1 ={(x , y)∈ W :-4 ≤ y ≤ x ≤4},

W 2 ={(x , y)∈ W :-4 ≤ x ≤ y ≤4},

J 1 ={(x , x)∈ W :-4 ≤ x <0}, 　J 2 ={(x , x)∈ W :0 < x ≤4}.

若 η:K ※W 是连续映射 ,满足

η( 2K) W 1 , η( 4K) W 2 ,

η( 1K)∩ J 2 = , η( 3K)∩ J 1 = ,
(4)

则存在(β0 , φ0)∈K 使得η(β0 , φ0)=(0 ,0).

证　记 1 W ={-4}×[ -4 ,4] ,  2 W =[ -4 , 4] ×{-4},  3W ={4}×[ -4 , 4] ,  4 W =

[ -4 ,4] ×{4},  W =∪
4
i=1 iW , 则 W 是正方形W 的边界.

令 W′=W -{(0 ,0)}.作径向投射 g1:W′※ W 为

g1(x , y)=
4x

max{ x , y }
,

4y
max{ x , y }

, 　　 (x , y)∈ W′.

又作同胚 g2:W ※K 为

g2(x , y)=(β1 +(β2 -β1)(x +4)/8 , π(y +4)/8), 　　 (x , y)∈ W .

假如引理 1不成立 ,则可以得到一个连续映射

g =g1ηg2:W ※ W .

由(4)式可推出

g( 1 W)  W -{(4 ,4)}, g( 2W)  2 W ∪  3 W ,

g( 3 W)  W -{(-4 , -4)}, g( 4W)  4 W ∪  1 W .
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据此可知存在 ε∈(0 ,1] ,使得 g(-4 , 4)∈ 1 W ∪ 4 W -[ 4-ε,4] ×{4}, g(4 , -4)∈ 3 W ∪

 2W -[ -4 , -4+ε] ×{-4},并且 g ( 1W ∪ 2W)是 W -[ 4-ε,4)×{4}中从点 g(-4 ,4)

到 g(4 , -4)的一条道路 , g ( 3W ∪ 4 W)是 W -(-4 , -4+ε] ×{-4}中从点 g(4 , -4)到

g(-4 ,4)的一条道路.因此 , g  W 是 W 上的一个映射度[ 4]为 1的连续自映射.令对径映

射 g3: W ※ W 为

g3(x , y)=(-x , -y), 　　 (x , y)∈  W ,

则 g 3也是映射度为 1的连续自映射.于是 , g  W 同伦于 g3 ,从而存在同伦 H : W×[ 0 ,2] ※

 W 使得

H(x , y ,0)=g(x , y), 　　H(x , y ,2)=g3(x , y)

(对所有的(x , y)∈ W).作 g0:W ※ W 为

g0(x , y)=

g(2 x ,2y), 若 x ≤2 , y ≤2;

H(4 x/ x ,4y/ x , x -2), 若 x ≥2 , x ≥ y ;

H(4 x/ y ,4y/ y , y -2), 若 y ≥2 , y ≥ x ,

容易看出 g0 是连续映射且 g0 没有不动点 , 但这与 Brouwer 不动点定理矛盾.证毕.

对任一正数 λ,令

L(λ)={f :f是区间[ -1 ,1] 上的实值函数 ,并且对所有的 x 及 y ∈ [ -1 , 1] 均有

|f(x)-f(y)|≤λ|x -y|},

又令 L =∪{L(λ):0<λ<∞}.定义函数空间 L 上的 C0 度量 d 为

d(f , g)=max{ f(x)-g(x) :x ∈[ -1 ,1]}, 　 f , g ∈ L .

引理 2　设 a 及b 均是不大于 1的正数 ,则

(i)对任一个 f ∈ L(1)均存在唯一的实数 θf=θabf ∈[ -π/4 , π/4] ,使得

(a +b)sinθf + f(-acosθf)- f(bcosθf)=0;

　　(ii)θf 连续地依赖于 f(就 L(1)上的 C0 度量而言).

证　(i)作映射 σ:[ -π/2 , π/2] ×L(1)※R为

σ(θ, f)=(a +b)sinθ+ f(-acosθ)-f(bcosθ) (5)

( θ∈[ -π/2 , π/2] ,  f ∈ L(1)),则 σ显然是连续的.因 f ∈ L(1),故当 θ∈(π/4 , π/2]时 ,

σ(θ, f)>0 ,当 θ∈[ -π/2 , -π/4)时 , σ(θ, f)<0 ,当 θ∈[ -π/4 , π/4]时 , σ(θ, f)是 θ的严格

递增函数.因此 ,对每一个给定的 f ∈ L(1),存在唯一的 θf ∈[ -π/4 , π/4]使得 σ(θf , f)=0.

(ii)对任意的 ε∈(0 , π/8] ,令

δ=δ(ε, f)=min{|σ(θ, f)|:θ∈ [ -π/2 , θf -ε] ∪ [ θf +ε,π/2]},

则由上述 σ(θ, f)的性质易知 δ>0.于是 ,对任意的 f 1 ∈ L(1),当 d(f 1 , f)<δ/2 且 θ∈

[ -π/2 , θf -ε] ∪[ θf +ε,π/2]时总有 σ(θ, f 1) >δ/2 ,由此推出 θf
1
-θf <ε.这表明 θf 连

续地依赖于 f .

注 1　对任意给定的 μ≥1及 r ∈(0 ,2] ,令

L′(μ, r)={g ∈ L(μ):对所有的 x , y ∈ [ -1 ,1] , 当 x -y ≤rμ/(μ2 +1)1/2时 ,

总有 g(x)-g(y) ≤ r/(μ
2
+1)

1/ 2
}.

容易看出 ,将引理 2中的 L(1)改为 L′(μ, a+b),该引理仍然成立 ,其证明方法也相同.
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注 2　在引理 2中 ,令

u f =-acosθf , 　　v f =bcosθf , (6)

则 u f 及 v f 由 f 唯一地决定 ,且它们均连续地依赖于 f(∈ L(1)).显然有

-u f/ a = v f/b , 　　[(v f -u f)
2
+(f(vf)-f(u f))

2
]
1/ 2
=a +b. (7)

又作映射 ξ=ξab:L(1)※R为

ξ(f)=[ af(v f)+bf(u f)] /(a +b), 　　 f ∈ L(1), (8)

则 ξ是一个连续的泛函.

定义投射 p :R2※R及 h:R2※R为

p(P)= x , 　h(P)= y , 　 P =(x , y)∈ R2 , (9)

p(P)及 h(P)实际上就是点 P ∈R2 的横坐标及纵坐标.对任意的 P ∈ [ -1 , 1] ×R及 f ∈

L(1),令

Δ(P , f)=h(P)-f(p(P)), (10)

则当 Δ(P , f)=0时点 P 落在 f 的图象 ,即曲线

G(f)≡{(x , f(x))∈ R2:x ∈ [ -1 ,1]}

上;当 Δ(P , f)>0(<0)时 ,点 P 在曲线G(f)的上(下)方.

对平面R
2
中的任意两个点 P ≠Q ,以 γ(PQ)表示射线PQ的幅角 ,即从R

2
的横轴正向旋

转到与射线PQ平行的方向的弧度数 ,规定 γ(PQ)∈(-π,π] .

引理 3　设 PP1QQ 1是含于[ -1 ,1] ×R中的一个等腰梯形 , p(P)<p(Q), ∠PP1Q =

∠P1PQ1=α∈(0 , π/2] .又设 f ∈ L(λ), λ=min{1 , tgα}, Δ(P , f)=Δ(Q , f)=0.

(i)若 γ(PP1)<γ(PQ),则 Δ(Q1 , f)≥Δ(P1 , f);

(ii)若 γ(PP 1)>γ(PQ),则 Δ(Q 1 , f)≤Δ(P1 , f).

证　(ii)的证明与(i)相似 ,只证明(i).

记 γ1=γ(PP1).因 f ∈ L(γ) L(1), {P , Q} G(f),且 0 <∠P 1PQ <α≤π/2 ,

γ(PP1)<γ(PQ),故

-π/4 ≤γ(PQ)≤π/4 , 　　-3π/4 <γ1 <π/4.

若-3π/4<γ1<-π/4 ,则 π/4<γ(QQ 1)=γ(P1P)=-γ1<3π/4 ,

Δ(P1 , f)=Δ(P 1 , f)-Δ(P , f)<0 ,

Δ(Q 1 , f)=Δ(Q 1 , f)-Δ(Q , f)>0 ,

从而 Δ(Q1 , f)>Δ(P 1 , f).

下面假定-π/4≤γ1<π/4.设 PQ 1 = P 1Q =c.注意到 γ(PQ 1)=γ1+α, γ(QP1)=

γ1-α,我们有

Δ(Q1 , f)=Δ(Q1 , f)-Δ(P , f)≥ csin(γ1 +α)-λc cos(γ1 +α) , (11)

Δ(P 1 , f)=Δ(P1 , f)-Δ(Q , f)≤ csin(γ1 -α)+λc cos(γ1 -α) . (12)

记 τ=[ Δ(Q 1 , f)-Δ(P1 , f)] /2c.若 α≤π/4 ,则 λ=tgα≤1 , -π/2≤γ1-α<γ1+α<π/2 ,

由(11)及(12)式可得 τ≥cosγ1sinα-λcosγ1cosα=0.若 π/4<α≤π/2 ,则 λ=1 ,由(11)及

(12)式可分别得

第 9 期 麦结华:Brouwer 不动点定理与顶点在曲面上的四边形 791　　



τ≥cosγ1sinα-cosγ1cosα>0 , 若 γ1 +α≤π/2 ,且 γ1 -α≥-π/2;

τ≥cosγ1sinα-sinγ1sinα>0 , 若 γ1 +α>π/2;

τ≥cosγ1sinα+sinγ1sinα≥0 , 若 γ1 -α<-π/2.

于是 ,无论何种情形均有 τ≥0 ,即 Δ(Q 1 , f)≥Δ(P1 , f).证毕.

注3　将引理 3 中的条件“ ∠PP1Q =∠P1PQ 1 =α∈(0 , π/2] .又设 f ∈ L(λ), λ=

min{1 , tgα}”改为“c= PQ , E 为对角线PQ 与P1Q 1的交点 , α1=min{∠PEP1 , ∠P1EQ}.

又设 μ≥ctg(α1/2), f ∈ L′(μ, c)” ,则该引理仍然成立 ,其证明方法亦相似.

3　定理 1的证明

定理 1的证明的主要想法是:将等腰梯形 A 1A 2A 3A 4移动到某一个位置 ,使得

(i)对角线 A1 A3 与 A2 A4 的交点 E 落在R
3
的 z-轴上;

(ii)顶点 A 1及 A3 落在曲面 MF 上;

(iii)射线A 1A 3在 xy-平面R2(=R2×{0} R3)上的投影的幅角为 β;

(iv)A1 A2 A3 A4 所在平面与经过 A 1A 3及 z-轴的那一个平面的夹角为φ.

据引理 2 ,对任意的 β ∈R及 φ∈[ 0 , π] ,这样做总是可行的.设顶点 A4 及 A2(在移动到满足

上述条件的位置之后)与曲面 MF 的有向垂直距离分别为 xβφ及 yβφ.据引理 3 及引理 1 ,存在

β0∈[ 0 , 4π)及 φ0 ∈(0 , π)使得 xβ
0
φ
0
=yβ

0
φ
0
=0.此时 ,等腰梯形 A 1A 2A 3A 4 的四个顶点便全

都落在曲面 MF 上.

定理 1的证　不妨假定 A 1E = A2E =a ,  A3E = A4E =b ,则由(3)式得 0<b≤

a ≤1.对每一个实数 β ,令 f β:[ -1 ,1] ※R为

f β(x)=F(xcosβ , x sin β), 　　 x ∈ [ -1 ,1] (13)

(F :U ※R如第 1节所述).显然 fβ +2π=f β.因 F 连续 ,故 f β 连续地依赖于 β(就 C0 度量而

言).因 λ≤min{1 , tgα}≤1 ,故 fβ ∈ L(1).令 uβ=u f
β
, vβ=v f

β
, 其中 u f

β
及 v f

β
如(6)式所定

义 ,又令

Pβ =(uβcosβ , uβsin β , f β(uβ)), 　　Qβ =(vβcosβ , v βsinβ , f β(v β)), (14)

则 uβ , vβ 及Pβ , Qβ 均连续地依赖于 β.显然 Pβ 及Qβ均是曲面M =MF 上的点.据(7)式易知

线段 PβQβ的长度 PβQβ =a+b= A1 A3 .令

Cβ ={P ∈ R
3
:PPβ = A2 A1 , PQβ = A2 A3 },

则 Cβ 是圆 ,直线 PβQβ 与Cβ 所在平面垂直 ,并且穿过 Cβ 的圆心.

作投射 h 3:R
3※R及 p3:R

3※R2为

h3(x , y , z)= z , 　p 3(x , y , z)=(x , y), 　 (x , y , z)∈ R
3
.

设 Pβ0是圆 Cβ 的最低点 ,即 Pβ0是 Cβ 中满足h3(Pβ0)=min(h3(Cβ))的那一个点.对 φ∈

[ 0 , π] ,又设 Pβφ是圆 Cβ 上从Pβ0出发沿逆时针方向(从点 Pβ 处看过去)旋转 φ弧度后所到达

的那一个点 ,则 Pβπ是 Cβ 的最高点.注意到R3 是向量空间 ,点 Pβ , Qβ 及Pβφ等均可以看作R3

中的向量 ,我们可以令

Qβφ=Qβ +b(Pβ -Pβφ)/ a. (15)
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显然 Pβ , Pβφ, Qβ , Qβφ四点共面 ,它们张成的四边形 PβPβφQβQβφ与等腰梯形 A1 A2 A3 A 4全等 ,

并且对角线 PβQβ 与PβφQβφ的交点落在R3 的 z-轴{(0 , 0)}×R上.令 xβφ及 yβφ分别为点 Qβφ及

Pβφ的相对于曲面MF 的高度 ,即令

xβφ=h3(Qβφ)-F(p3(Qβφ)), 　　yβφ=h3(Pβφ)-F(p 3(Pβφ)).

注意到 QβφPβ = PβφQβ = A 4A 1 <a+b≤2 , {Pβ , Qβ} MF , 并且 λ≤1 ,由(1)式易推出

{x βφ, yβφ} [ -4 ,4] .因 Qβφ及Pβφ均连续地依赖于 β及φ,故 xβφ及 yβφ亦连续地依赖于 β及φ.

据引理 3可知 ,对任意的 β ∈R均有

xβ0 ≥ yβ0 , 　　　xβπ ≤ yβπ. (16)

　　令 ξ:L(1)※R如(8)式所定义.记 ξβ =ξ(f β).据(8)式及(14)式容易看出

ξβ =[ ah3(Qβ)+bh3(Pβ)] /(a +b). (17)

因 f β 连续地依赖于 β ,故 ξβ 连续地依赖于 β.因 f β +2π=f β ,故 ξβ +2π=ξβ.于是 ,可以取 β1 及

β2 ∈[ 0 ,4π),使得 β1<β2<β1+2π且

ξβ
1
=min{ξβ:β ∈ R}, 　　ξβ

2
=max{ξβ:β ∈ R}. (18)

令 K =[ β1 , β2] ×[ 0 , π] ,又令 W , W 1 , W 2 , J 1 , J 2 及 iK(i=1 , … ,4)等均如引理 1中所述.作

连续映射 η:K ※W 为

η(β , φ)=(xβφ, yβφ), 　　 (β , φ)∈ K . (19)

由(16)式可得 η( 2K) W 1 , η( 4K) W 2.此外 ,我们断言

η( 1K)∩ J 2 = , 　　η( 3K)∩ J 1 = .

事实上 ,假如 η( 1K)∩J 2≠ ,则存在某一个 φ∈[ 0 , π]以及某一个 δ∈(0 ,4] ,使得 η(β1 , φ)=

(δ, δ)∈ J 2 ,即

xβ
1
φ=h3(Qβ

1
φ)-F(p3(Qβ

1
φ))= yβ

1
φ=h3(Pβ

1
φ)-F(p3(Pβ

1
φ))=δ, (20)

由(20)式易知存在 β3 ∈(β1 , β1+π)使得 ,作为R3 中的向量 ,

Qβ
3
=Qβ

1
φ-(0 ,0 , δ), 　　　　Pβ

3
=Pβ

1
φ-(0 ,0 , δ). (21)

由(17),(21)及(15)式可得

ξβ
3
=[ ah 3(Qβ

3
)+bh3(Pβ

3
)] /(a +b)=

[ ah 3(Qβ
1
φ)+bh 3(Pβ

1
φ)] /(a +b)-δ=

[ ah 3(Qβ
1
)+bh3(Pβ

1
)] /(a +b)-δ=ξβ

1
-δ<ξβ

1
.

但这与(18)式矛盾.故必有 η( 1K)∩ J 2= .同理有 η( 3K)∩J 1= .

于是 ,据引理 1知存在(β0 , φ0)∈ K ,使得 η(β0 , φ0)=(0 ,0).令 B 1=Pβ
0
, B 2=Pβ

0
φ
0
,

B 3=Qβ
0
, B 4=Qβ

0
φ
0
,则 B 1 , B2 , B 3 , B4 均是曲面 M 上的点 ,它们同在一个平面上 ,所张成的

四边形 B 1B 2B3B 4与给定的等腰梯形 A 1A 2A 3A 4全等.证毕.

4　讨论

定理 1中的某些条件不能再进一步减弱 ,不然的话问题 P 可能无解.

例 1　定理 1中“A 1A 2A 3A 4是个等腰梯形”这一条件不能减弱为 “ A1 A2 A3 A4 是个(一
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般的)四边形”.事实上 ,设 r>2是任一给定的实数 ,取 U =D 并令F r:D ※R为

Fr(x , y)= r -(r2 -x
2 -y

2)1/2 , 　　 (x , y)∈ D.

又令

M =M r ={(x , y , Fr(x , y))∈ R
3
:(x , y)∈ D},

则 M 是个球冠 , M 上共面的四个点 B1 , B2 , B 3 , B 4 必共圆.但若 A1 A2 A3 A4 是不等腰的梯

形 ,则 A1 , A 2 , A 3 , A4 这四个顶点不共圆 ,因而此时问题 P 无解.

至于定理 1中的条件“ A1 A2 A3 A4 是个等腰梯形”能否减弱为“A 1A 2A 3A 4是个圆内接四

边形” ,这个问题尚有待研究 ,可参看下面的更一般的猜测 C.

例2　对任一给定的正数ε≤1/3 ,定理 1中“λ≤tgα”这个条件不能减弱为“λ≤(1+ε)·

tgα” .事实上 ,取 r>5 ,使得 r/(r 2-1)1/2<1+(ε/3).设 F=F r 及M =M r 如例 1所述.记

α0=arcsin(1/ r), 则曲面 Mr 的切线的斜率的上确界为 tgα0 ,因而(1)式中的 Lipschitz常数可

以选取为 λ=tgα0.取 α∈[ 0 , α0)使得(2+ε)sinα>2sinα0 ,则有

λ=tgα0 = rsinα0/(r
2 -1)1/2 <(1 +(ε/3))sinα0 <

(1 +(ε/3))(1 +(ε/2))sinα<(1 +ε)tgα.

取实数 a 及b 使得 sinα/sinα0≤b<a≤1 ,则 a+b>2sinα/sinα0=2rsinα.显然 ,可以作一个

等腰梯形 A1 A2 A3 A4 ,使得 EA 1 = EA2 =a ,  EA 3 = EA 4 =b(E 为对角线 A1 A3 与

A 2A 4的交点),并且∠A 1A 2A 3=∠A 4A 1A 2=α.另一方面 ,对球冠 Mr 上的任意三个点B 1 ,

B 2 , B3 ,因它们的外接圆直径不超过 2r ,故当 B 1B3 = A1 A3 时一定有

∠B1B 2B 3 ≥arcsin(|B 1B3|/2r)=arcsin((a +b)/2r)>

arcsin(sinα)=α=∠A1 A2 A3.

因而此时问题 P 亦无解.

当然 ,如果在减弱了定理 1中的某些条件之后又另外补充一些新的条件 ,则问题 P也可能

有解.例如 ,有如下的定理 ,该定理的条件也比较简洁.

定理 2　设曲面 M =MF 如(2)式所定义 , A1 A2 A3 A4 是个等腰梯形 , E 为对角线 A 1A 3

与 A 2A 4的交点.假定(1)及(3)式成立.记

c = A1 A3 , 　 α1 =min{∠A 1EA 2 , ∠A 2EA 3}, 　 μ=max{λ, ctg(α1/2)}.

若对任意的 P , Q ∈U ,当 PQ ≤cμ/(μ2 +1)1/2时总有 F(P)-F(Q) ≤c/(μ2+1)1/ 2 ,则

问题 P 有解.

与定理 1相比 ,定理 2实际上去掉了对 F 的 Lipschitz常数 λ的大小的限制.但另一方

面 ,定理 2附加了一点条件 ,它要求 F 在较大的范围内(在任一个直径为 cμ/(μ
2
+1)

1/2
的圆

盘内)变动的幅度要比较小 ,并且当 F 的 Lipschi tz常数 λ越大时此变动幅度越小.因此 ,定理

1与定理 2互不包含.

定理 2的证明方法与定理 1完全相同 ,在此不必赘述.但需指出的是 ,为了适用于定理 2

的证明 ,引理 2须按注 1所述方式改动 ,引理 3则须按注 3所述改动.

例 1给出了 A1 A 2A 3A 4不是等腰梯形时定理 1不成立的反例.但例 1中给出的函数 Fr

的定义域是有界的.按照 Fr 的表达式 ,即使它的定义域不限于单位圆盘 D ,也至多只能扩展

到一个半径为 r 的圆盘上.由此我们猜想 ,当 F 的定义域 U =R
2
时 ,情况可能会有所不同.
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具体地说 ,我们有如下的

　　猜测 C　设 F :R
2
※R是个 Lipschitz连续并且在整个平面R

2
上有界的函数 ,又设 M =

MF 如(2)式所定义(取 U =R2),则对任一凸四边形 A1 A2 A3 A4 均存在一个相应的正常数

ρ=ρA
1
A
2
A
3
A
4
,使得当 F 有一个 Lipschitz常数 λ≤ρ时问题 P 有解.

在定理 1的证明中实际上使用的是 2维球体的 Brouwer不动点定理.一个等腰梯形的形

状及大小只需 3个参数即可决定 ,而一个一般的四边形则需 5个参数才能决定.据此我们估

计 ,假如猜测 C正确的话 ,其证明可能需要用到 3或 4维球体的 Brouwer 不动点定理 ,而证明

的关键则是要找到一种巧妙的处理办法将问题 P与某一类 3或 4维球体(或方体)之间的映射

联系起来.这有待进一步的研究.
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