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摘要 设 R 是含 1 环, I 是 R 的幂零子环 (即存在自然数 n, 使得 In = 0), 作为 R 的子环, 设 I 是由

xj (j ∈ J) 生成的. 记 U = 1 + I, 它是幂零类 6 n− 1 的幂零群, 把 U 的由 1 + xj (j ∈ J) 生成的子群

记为 G. 本文构造的群例表明: G 的幂零类能够小于 U 的幂零类.
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本文采用的术语和符号均依照文献 [1].

在群论研究中, 幂零群是一个基本的研究对象, 在一般群论、特别是在可解群理论里扮演着重要

的角色. 熟知, 一个有限群是幂零的当且仅当它是其 Sylow 子群的直积, 这样对有限幂零群的研究就

可化归到对有限 p-群的研究.在无限群论里,构造具体的群例是极其重要的工作.一般地,最基本的幂

零群例是 Tr1(n, F ): 域 F 上对角线元素全是 1 的全体上三角矩阵所构成的群. 这个群例可以被如下

的方式进行推广.

设 R 是含 1 环, I 是 R 的一个幂零子环, 即存在自然数 n, 使 In = 0. 记

U = 1 + I = {1 + x | x ∈ I} ⊆ R,

则有

(a) U 是 R 的单位群的子群;

(b) 记 Ui = 1 + Ii, 1 6 i 6 n, 则

1 = Un 6 Un−1 6 · · · 6 U1 = U

是 U 的一个中心列, 这样 U 的幂零类至多是 n− 1.

这是幂零群理论里的经典群例. 此外, 若把 Tr1(n, F ) 推广到无限维, 即可得到 McLain 的著名群

例 M(Q,F ), 它是局部幂零的特征单群 (参见文献 [2]).

现在, 我们要研究在上面的幂零群 U = 1 + I 里自然出现的一个问题: 作为 R 的子环, 设 I 是由

{xj | j ∈ J} 生成的, 记 U 的由 {1 + xj | j ∈ J} 生成的子群为 G, 问 U 与 G 的幂零类的关系如何? 本

文构造的群例表明: G 的幂零类能够小于 U 的幂零类.
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设 M 是含 1 的交换环 R 上的 n × n 矩阵环, I 是上三角矩阵子环, 其中对角线及其以下的元素

全为 0, 那么 I 是一个类为 n − 1 的幂零子环. 用 eij 表示 M 的在 (i, j) 位置上为 1 其它位置全为 0

的矩阵, 其中 i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. 注意到

eijekl =





eil, j = k,

0, j 6= k.

因此 I 可由 {r1e12, r2e23, . . . , rn−1en−1n | ri ∈ R}生成. U = 1 + I 是环 R 上 n×n单位上三角矩阵群,

易知 U 与 G = 〈 1 + riei,i+1 | ri ∈ R, i = 1, . . . , n− 1〉 是同一个群.

一般地, 当 I 由集合 { rijeij | rij ∈ R, 1 6 i < j 6 n} 的某个子集生成时, 可得

定理 1 设 I = 〈rkeikjk
| rk ∈ R, ik < jk 〉, 其中 ik 和 jk 属于 {1, . . . , n}, 并且设 G = 〈 1 +

rkeikjk
| rk ∈ R, ik < jk 〉, 那么 U = 1 + I = G.

证明 注意到

[1 + eij , 1 + ekl] =





1 + eil, j = k,

1− ekj , i = l,

1, j 6= k, i 6= l,

(1)

对任意的 u ∈ U , 有

u = 1 + r1es1t1 + r2es2t2 + · · ·+ rkesltl
,

其中 sk < tk, tk 6 tk+1. 显然, u 中的每一个 esktk
可以由 I 的生成元生成. 不妨设

esktk
= eskk1ek1k2 · · · ekk−1tk

,

则

1 + esktk
= [1 + eskk1 , 1 + ek1k2 , . . . , 1 + ekk−1tk

]

其中括号内的元素都是 G 的生成元. 因此

u = (1 + rlesltl
)(1 + rl−1esl−1tl−1) · · · (1 + r1es1t1)

可以由 G 的生成元生成. 则有 U 6 G, 那么 U = G. 当然, 这时 G 的幂零类就等于 U 的幂零类.

进一步,我们考虑 G的幂零类和中心列. 首先,为方便我们给出一些记号. S = {eij |1 6 i < j 6 n}
的一个子集 T 称为是无关的, 如果 T 的任何一个元素都不可能表示成 T 中其它元素的乘积.设 X 是

S 的一个子集, 我们总是可以找到 X 的一个无关的子集 X̄ 使得 X 的每一个元都可以表示成 X̄ 中元

素的乘积, 这个集合称为 X 的极大无关子集. X̄ 中元素的乘积我们称为 X 的一个字. 设 x 是 X 的

一个字, 则 x 表示成 X 中元素的积的方式可能不唯一. 例如 e15 = e12e24e45 = e13e35. 设

l(x) = max{r | x = x1x2 · · ·xr, xi ∈ X̄},

称为 x 的长. 设

l(X) = max{l(x) | x是X的一个非平凡字},

称为 X 的长. 例如, 集合 S̄ = {e12, e23, . . . , en−1n} 是集合 S 的一个极大无关子集且 l(S) = n− 1.
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设 I 和 G 如定理 1 所述分别为环和群. 设 X 是 {g − 1 | g ∈ G} 的一个矩阵生成元集, 即

X = { eikjk
| ik ∈ Γ, jk ∈ J},

其中 Γ, J 是 {1, 2, . . . , n} 的子集, X̄ 是 X 的一个极大无关子集. 则有

G = 〈1 + rkeikjk
| rk ∈ R, eikjk

∈ X̄〉.

采用与文献 [1] 或 [3] 一致的符号, 由 [3, 引理 3.6], G 的下中心列的第 t 项是

γtG = 〈[g1, g2, . . . , gt] | g1, g2, . . . , gt ∈ G〉
= 〈[1 + r1ei1j1 , 1 + r2ei2j2 , . . . , 1 + rseisjs ] | ri ∈ R, s > t, eikjk

∈ X̄〉.

由 (1), ei1j1 , ei2j2 , . . . , eisjs 或者按 (1) 的方式从左到右依次可以构成长为 s 的字, 或者

[1 + r1ei1j1 , 1 + r2ei2j2 , . . . , 1 + rseisjs
] = 1.

如果 l(X) = l, 那么 γl+1G = 1, 即群 G 有一个长为 l 的中心列. 而且由 l(X) 的定义, 群 G 的幂

零类是 l. 类似的方法可以得到群 G 的上中心列的第 t 项是

ζtG = 〈1 + rt · eitjt
| X的任一个包含 eitjt

的非单位字 x (6= 0),

满足 l(x) 6 t− 1 + l(eitjt
)〉.

又因为 l(X) = l 那么 ζlG = G. 因此我们有下面的

定理 2 设 G 和 X 是上述中的群和集合, 并且 X 的长为 l(X) = l. 那么群 G 的幂零类为 l, 并

且群 G 的下中心列是

γiG = 〈1 + rkseks | eks 可以表示成 X̄ 中至少 i 个元的乘积, rks ∈ R〉,

群 G 的上中心列是

ζjG = 〈1 + rkseks |X 的任一个包含 eks的非单位字 x (即x 6= 0),

满足 l(x) 6 j − 1 + l(eks), rks ∈ R〉.

由上面的定理, 直接得到以下推论.

推论 1 设 G 和 X 如上所述. 如果 X 有一个极大无关子集含有 s 个元, 即 |X̄| = s, 记群 G 的

幂零类为 c. 则 1 6 c 6 s. 而且 c = 1 当且仅当 X̄ = X, 即 X 的每一个元是一个无关的元; c = s 当且

仅当 X 有一个非零元是 X̄ 中所有元的乘积, 此时 G ' U(s,R).

进一步, 我们还可以给出一定条件下群 G 的结构.

推论 2 设 G, X 和 X̄ 如上所述. 如果 X̄ 有一个划分 {Xi | 1 6 i 6 r}, 满足
(i) 当 i 6= j 时, XiXj = XjXi = 0;

(ii) 〈Xi〉 中存在一个非零元是 Xi 中所有元素的乘积.

令 |Xi| = ni, 则由 Xi 对应生成的群同构于 U(ni, R), 由 X̄ 即 X 对应生成的群 G 同构于



U(n1, R)

U(n2, R)
. . .

U(nr, R)




,
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其中 U(ni, R) 是环 R 上 ni 阶单位上三角矩阵群.

下面的群例表明: U 的幂零类可以小于 I 的幂零类. 这个例子可参见文献 [4], 作者的证明过程中

有一些小的错误将在下面的例子中予以纠正. 为了叙述的方便,我们直接引用文献 [4]中的定理、引理

以及相应的符号.

例 1 设 A = Z2m ⊕ Z2m+1 . 则有 ∆1 = Γ1, 当 t > 2 时, ∆t = Γ2(t−1), 以及 {Γt} 的长为 2m, ∆

的幂零类为 m + 1. 取 I = J , U = ∆, 那么 U 的幂零类是 m + 1, I 的幂零类是 2m. 因此当 m > 1 时,

U 的幂零类小于 I 的幂零类.

证明 设 A = 〈y〉 ⊕ 〈x〉, 其中 |y| = 2m, |x| = 2m+1. 既然每一个模 Eij 是循环的, 而且可

以由一个初等同态生成, 我们用 J 表示 2 × 2 的矩阵环, (i, j) 位置上的元素为 (cij), 其中 c11 是

eyy 的系数, c12 是 eyx 的系数, c21 是 exy 的系数, c22 是 exx 的系数. 生成元的乘积定义如下

(err)2 = 2err, erueur = err, erueuu = 2eru, erreru = 2eru 其中 r 6= u, {r, u} = {y, x}, 其它形式的乘
积为 0.

由 [4, 定理 6.1],

Γ1 =






 c11 + 1 0

0 c22 + 1


 ∈ ∆

∣∣∣∣∣∣
c11 ≡ c22 (mod 2m)



 = ∆1.

接下来对 t > 2归纳地证明, {Γ2(t−1)}是一个中心列,即有 Γ2(t−1) 6 ∆t. 当 t = 2即 Γ2 6 ∆2 由 [4, 命

题 3.2] 知成立.

由于对所有的 t > 0 和 k ∈ [0, t− 1],

Γ2(t−k) =






 c11 + 1 c12

c21 c22 + 1




∣∣∣∣∣∣
2m−t+k| c12, c21; c11 ≡ c22 (mod 2m−t+k+1)



 .

假设对 t− 1 是成立的, 即 Γ2(t−2) 6 ∆t−1. 在上面的等式中设 k = 2,

Γ2(t−2) =






 c11 + 1 c12

c21 c22 + 1




∣∣∣∣∣∣
2m−t+2| c12, c21; c11 ≡ c22 (mod 2m−t+3)



 .

如果 c + 1 ∈ Γ2(t−1) 和 a + 1 ∈ ∆, 那么

(c, a) =


 c11 c12

c21 c22





 a11 a12

a21 a22


−


 a11 a12

a21 a22





 c11 c12

c21 c22




=


 c12a21 − a12c21 a12(c11 − c22) + c12(a22 − a11)

a21(c22 − c11) + c21(a11 − a22) c21a12 − a21c12


 .

在这个矩阵中,注意到 p = 2,有对角线模 2m−t+3是同余的. 而且 (1, 2)位置上的元素是被 2m−t+2

整除的, (2, 1) 位置上的元素是被 2m−t+2 整除的. 因此 1 + (c, a) ∈ Γ2(t−2), 可以推出 Γ2(t−1) 6 ∆t.

下面证明当 t > 2 时, ∆t 6 Γ2(t−1). 当 t = 2 很容易验证. 假设 t > 3 以及 ∆t−1 = Γ2(t−2).

设 a + 1 ∈ ∆t 考虑 4 个初等自同态 eru 其中 {r, u} = {x, y}. 由归纳假设以及 [4, 引理 6.3 和引

理 6.9], 存在 J 的中心的一个元 Cru, 满足

[eru + 1, a + 1] ≡ Cru + 1 (mod J2(t−2)).
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用 dru 表示 (eru, a), 有

dru ≡ (a + 1)(eru + 1)Cru (mod J2(t−2)).

为了证明 1 + a ∈ Γ2(t−1), 由 [4, 引理 6.3], 只需要证明 a− a22 ∈ J2(t−1), 或者等价地证明

2m−t+2|a11 − a22, 2m−t+1|a12, a21.

又 (dxx)22 是被 2m−t+2 整除的, 因此由 [4, 引理 6.8 和引理 6.10], dxx ∈ J2(t−2). 因此所有的 dxx 都可

以被 2m−t+2 整除, 因为 (dxx)21 = a21e
xy, (dxx)12 = a12e

yx, 2m−t+2 整除 a21 和 a12.

又 (dyx)22 = −a21, 因此可以被 2m−t+2 整除. 由 [4, 引理 6.8 和引理 6.9], dyx ∈ J2(t−2). 同时

(dyx)12 = (a22 − a11) 也可以被 2m−t+2 整除. 可以推出

2m−t+2|a11 − a22, 2m−t+1|a12, a21,

因此 a− a22 ∈ J2(t−1), 由 [4, 引理 6.3], a + 1 ∈ Γ2(t−1). 归纳地可以完成证明.

下面的两个定理给出了群 U 和群 G 的幂零类之间的两个关系, 这对我们讨论它们之间幂零类的

关系以及构造例子是有帮助的.

定理 3 如果 I 的幂零类为 c, G 的幂零类为 c− 1, 则 U 的幂零类为 c− 1.

证明 设 G = 〈1 + xj | j ∈ J〉. 由 [3, 引理 3.6], G 的幂零类为 c− 1 当且仅当对 I 的任意生成元

xik
, 换位子 [1 + xi1 , 1 + xi2 , . . . , 1 + xic ] 都等于 1. 由 [3, 引理 9.1], 有

[1 + xi1 , 1 + xi2 , . . . , 1 + xic ] = 1 + [xi1 , xi2 , . . . , xic ],

其中 [xi1 , xi2 , . . . , xic
] 是一个 Lie 积. 因此, 对 I 的任意生成元 xik

,

[xi1 , xi2 , . . . , xic
] = 0.

设 yi ∈ N, i = 1, . . . , c 是 xi1 , . . . , xic
上单项式的线性组合. 又 I 的幂零类为 c, 则 U 上所有的换位子

满足

[1 + y1, 1 + y2, . . . , 1 + yc] = 1 +
∑

[xi1 , xi2 , . . . , xic ] = 1,

其中 yi ∈ I. 因此 U 的幂零类为 c− 1.

定理 4 如果 G 是一个 Abel 群, 那么 U 也是一个 Abel 群.

证明 设 x, y 是 I 的任意两个生成元, 由于 I 的幂零类为 c, 有

[1 + x, 1 + y] =
∑

06i+j6c

(−1)i+jxiyj(1 + x)(1 + y)

= 1 +
( ∑

06i+j6c−2

(−1)i+jxiyj

)
[x, y].

由假设 G 是一个 Abel 群可以推出
( ∑

06i+j6c−2

(−1)i+jxiyj

)
[x, y] = 0. (2)

接下来我们将证明 [x, y] = 0. 把 (2) 右乘 I 的生成元上的单项式 x1x2 · · ·xc−2, 得到

0 = x1x2 · · ·xc−2

( ∑

06yi+j6c−2

(−1)i+jxiyj

)
[x, y]
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= x1x2 · · ·xc−2[x, y] + x1x2 . . . xc−2

( ∑

0<i+j6c−2

(−1)i+jxiyj

)
[x, y]

= x1x2 · · ·xc−2[x, y].

基于这种事实, 我们有 ( ∑

06i+j6c−3

(−1)i+jxiyj

)
[x, y] = 0.

对 i + j 进行归纳, [x, y] = 0 对 I 的任意生成元成立.

设 u, v 是 I 的生成元上的单项式的线性组合. 直接计算, 得到 [1 + u, 1 + v] 等于 1. 因此, U 是

Abel 群.

由定理 3 和定理 4 直接得到

推论 3 如果 I 的幂零类 6 3, 那么群 G 的幂零类等于群 U 的幂零类.

推论 3 说明如果 G 的幂零类小于 U 的幂零类, 那么 I 的幂零类至少是 4.

下面的例子表明: 存在环 I, 使得群 G 的幂零类小于群 U 的幂零类.

例 2 设 A 是自由生成元 yi, 1 6 i 6 4 上幂零类为 4 的自由幂零 K- 代数, 其中 K 是一个特征

为 0 的域. 作为 K 上的向量空间, A 有一组基: yi1 · · · yik
, 此时称它的度为 k. 设 I 是由

(1− yi − yj − yk)[yi, yj , yk]− ([yi, yk] + [yj , yk])[yi, yj ], 1 6 i, j, k 6 4

生成的理想, 令 R 是 A 对 I 的商代数, 即 R = A/I,

设

U = 1 + R, G = 〈1 + xi|1 6 i 6 4〉,

其中 xi 是 yi 在自然同态作用下在 R 里的像. 则群 G 的幂零类是 2, 而群 U 的幂零类至少是 3, 所以

群 G 的幂零类小于群 U 的幂零类.

证明 直接计算可以得到

[1 + x1, 1 + x2, 1 + x3]

=
[
1 +

∑

06k+l62

(−1)k+lxk
1xl

2[x1, x2], 1 + x3

]

= 1 +
∑

06i+j62

(−1)i+j

( ∑

06k+l62

(−1)k+lxk
1xl

2[x1, x2]
)i

xj
3

[ ∑

06k+l62

(−1)k+lxk
1xl

2[x1, x2], x3

]

= 1 + (1− x3)[(1− x1 − x2)[x1, x2], x3]

= 1 + (1− x1 − x2 − x3)[x1, x2, x3]− ([x1, x3] + [x2, x3])[x1, x2]

= 1 mod(I).

类似地,对所有 G的生成元有 [1 + xi, 1 + xj , 1 + xk] = 1,又由 [3, 引理 3.6]知 G是一个幂零类为 2的

幂零群.

下面我们考虑群 U 的幂零类. 理想 I 可以表示成如下形式:

I = 〈(1− xi − xj − xk)[xi, xj , xk]− ([xi, xk] + [xj , xk])[xi, xj ] | 1 6 i, j, k 6 4〉
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=
{ ∑

[xi1 , xi2 , xi3 ]xi +
∑

xj [xj1 , xj2 , xj3 ]

+
∑

([xk, xl, xr]− ([xk, xr] + [xl, xr])[xk, xl])
}

,

其中 xi1 , xi2 , xi3 , xj1 , xj2 , xj3 , xi, xj , xk, xl, xr 是 {x1, x2, x3, x4} 的置换. 特别地, 考虑

[1 + x1 + x2, 1 + x3, 1 + x4] = 1 + (1− x1 − x2 − x3 − x4)[x1 + x2, x3, x4]

− ([x1 + x2, x4] + [x3, x4])[x1 + x2, x3]

≡ 1− [x2, x4][x1, x3]− [x1, x4][x2, x3] mod(I).

设

z = [x2, x4][x1, x3] + [x1, x4][x2, x3],

下面我们将证明 z /∈ I, 那么群 U 的幂零类至少是 3, 即大于群 G 的幂零类.

假设 z ∈ I, 注意到 z 有表达式

z = [x2, x4][x1, x3] + [x1, x4][x2, x3]

= x2x4x1x3 − x4x2x1x3 − x2x4x3x1 + x4x2x3x1

+ x1x4x2x3 − x4x1x2x3 − x1x4x3x2 + x4x1x3x2

= [x1, x4, x2]x3 − x4[x3, x1, x2] + [x4x3, x1, x2]

≡ [x4x3, x1, x2] mod(I),

z 中每一个单项式的度都是 4. 因此

z ∈
{ ∑

i

[xi1 , xi2 , xi3 ]xi +
∑

j

xj [xj1 , xj2 , xj3 ]
}

,

否则 z 包含一个度为 3 的单项式. 因此

[x4x3, x1, x2] ∈
{ ∑

i

[xi1 , xi2 , xi3 ]xi +
∑

j

xj [xj1 , xj2 , xj3 ]
}

.

由于 x1, x2, x3, x4 的对称性, 同样有

[x1x2, x3, x4] ∈
{ ∑

i

[xi1 , xi2 , xi3 ]xi +
∑

j

xj [xj1 , xj2 , xj3 ]
}

.

设 [x1x2, x3, x4] 表示成

[x1, x2, x3]x4, [x2, x3, x1]x4, x4[x1, x2, x3], x4[x2, x3, x1], . . . , x1[x3, x4, x2].

单项式的 K- 线性组合. 总共存在这样的 4!=24 项, 由 Jacobi 恒等式

[x1, x2, x3] + [x2, x3, x1] + [x3, x1, x2] = 0,

知 [x3, x1, x2] = −[x1, x2, x3]− [x2, x3, x1],因此可以由其中的 16项表示,以对应的系数为未知数,将这

些项展开比较对应单项式的系数, 我们得到一个含有 24 个方程 16 个未知量的方程组. 则

[x1x2, x3, x4] ∈
{ ∑

i

[xi1 , xi2 , xi3 ]xi +
∑

j

xj [xj1 , xj2 , xj3 ]
}
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当且仅当该线性方程组至少有一解.

设 [x1, x2, x3]x4, [x2, x3, x1]x4, x1[x2, x3, x4], x1[x3, x4, x2], [x3, x4, x1]x2, x3[x1, x2, x4] 对应的系数分

别为 a1, a2, a3, a4, a5, a6. 由

[x1x2, x3, x4] = x1x2x3x4 − x3x1x2x4 − x4x1x2x3 + x4x3x2x1,

以及

[x1, x2, x3]x4 = x1x2x3x4 − x2x1x3x4 − x3x1x2x4 + x3x2x1x4,

[x2, x3, x1]x4 = x2x3x1x4 − x3x2x1x4 − x1x2x3x4 + x1x3x2x4,

x1[x2, x3, x4] = x1x2x3x4 − x1x3x2x4 − x1x4x2x3 + x1x4x3x2,

x1[x3, x4, x2] = x1x3x4x2 − x1x4x3x2 − x1x2x3x4 + x1x2x4x3,

[x3, x4, x1]x2 = x3x4x1x2 − x4x3x1x2 − x1x3x4x2 + x1x4x3x2,

x3[x1, x2, x4] = x3x1x2x4 − x3x2x1x4 − x3x4x1x2 + x3x4x2x1,

的展开式有下列等式 (下面的 5 个单项式仅出现在上述表达式中):

由 x1x3x2x4 对应的系数相等得到 a2 − a3 = 0;

由 x3x4x1x2 对应的系数相等得到 a5 − a6 = 0;

由 x1x4x3x2 对应的系数相等得到 a5 + a3 − a4 = 0;

由 x3x2x1x4 对应的系数相等得到 a1 − a2 − a6 = 0,

则有 a2 = a3, a5 = a6, a1 = a4;

由 x1x2x3x4 对应的系数相等得到 a1 − a2 + a3 − a4 = 1,

与上述 a2 = a3, a1 = a4 矛盾.

因此这个方程组无解, 所以

[x1x2, x3, x4] /∈
{ ∑

i

[xi1 , xi2 , xi3 ]xi +
∑

j

xj [xj1 , xj2 , xj3 ]
}

,

于是 [x1x2, x3, x4] /∈ I. 即 z /∈ I, 这表明 G 的幂零类小于 U 的幂零类.

进一步地, 本文的群例如何在某个含 1 环 R 上的线性群 Tr1(n,R) 上实现, 是个值得考虑的问题.

另外, 本文的方法是构造性的, 它为构造其它的幂零群例可能提供了一条有效的思路.
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