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摘要 过去数十年间, 现代运筹学, 特别是优化理论、方法和应用有了长足的发展. 本文就运筹与优化

多个领域的一些背景知识、前沿进展和相关技术做了尽可能详尽的概述, 涵盖了线性规划、非线性规

划、在线优化、机器学习、组合优化、整数优化、机制设计、库存管理和收益管理等领域. 本文的主要

目标并非百科全书式的综述, 而是着重介绍运筹学某些领域的主流方法、研究框架和前沿进展, 特别

强调了近期一些比较重要和有趣的发现, 从而激发科研工作者在这些领域进行新的研究.
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1 背景介绍

运筹学的主要目标是, 在给定的资源约束下, 合理调配资源进行量化决策, 以实现设定目标尽可

能优化. 它是一门高度强调应用性和交叉性的学科,与数学、概率与统计学、计算机科学、经济学和管

理学等多个学科有着密不可分的关系. 它诞生于 20 世纪上半叶, 特别是二战期间, 以服务大规模军事

任务为目的, 取得了蓬勃的发展. 其兴起的真正标志是, 对于较大规模线性约束和目标问题的建模优

化和以单纯形法为核心算法、依托现代计算机技术实现的成功求解.

过去的数十年里,运筹科学的应用范围进一步扩大,在大规模制造与生产、供应链管理、现代交通

(如航海、航空和铁路管理)、能源 (如石油与电网运营)、经济与金融等多个事关国计民生的重要领域
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都起到了极其重要的决策支撑或辅助作用. 研究领域与框架理论也有了深入的开拓, 核心的数学规划

(或称数学优化) 理论涵盖了线性规划、混合整数线性规划、非线性规划 (特别是凸优化与非凸优化)、

组合优化、随机优化与鲁棒优化、在线学习与在线优化等一系列连续或离散、确定或随机的优化模型.

高效的算法也不断被发明和深入发展, 从最初解决线性系统而发展起来的经典的单纯形法, 到后来可

以针对更广泛意义模型的椭圆法、内点法,到今天针对大规模问题 (特别是机器学习)的梯度法及其变

种加速方法、交替方向法等, 层出不穷.

最近的十年里, 随着大数据和人工智能时代的到来, 数学优化在机器学习中的应用越发广泛而深

入, 而机器学习也为数学优化带来了更大的挑战. 首先, 随着相关软硬件的发展, 可用数据量级不断提

高, 使得经典算法不再适用, 呼唤着新的算法不断产生. 其次, 尽管很多问题的最坏情形算法复杂度早

已被证明, 但现实中的问题往往并不是最坏情形, 通过利用更多的数据信息和模型结构, 高效的算法

不断被提出, 一定程度上在不断打破之前的认知. 再则, 随着机器学习与优化的不断交互, 越来越多的

传统优化算法重新焕发生命, 在新的场景下有了新的意义. 最后, 机器学习研究重点由线性模型演变

为复合结构模型, 而优化问题也由凸优化变为更为复杂的非凸优化. 如今, 如何更好地优化非凸模型

已成为一个最重要的研究热点, 如深度神经网络.

本文就运筹与优化多个领域的一些背景知识、前沿进展和相关算法及方法论做了尽可能详尽的

概述. 文章主要涵盖了现代优化理论的线性规划、在线优化、非线性规划、机器学习、组合优化、整数

优化等, 以及与应用结合的机制设计、库存管理和收益管理等领域.需要提醒读者的是, 本文的主要目

标并非百科全书式的综述, 而是更注重介绍运筹学某些领域的主流方法、研究框架与前沿进展, 特别

强调了近期一些比较重要和有趣的发现, 希望以此引起科研工作者注意, 激发读者对这些领域的兴趣

并进行有意义的研究.

在线性规划部分, 首先讨论一些最新的算法结果, 包括内点法、椭球算法和线性规划的大规模计

算等. 其次综述了这些算法和线性规划问题上的一些新进展. 然后介绍线性规划问题与 Markov 决策

过程 (Markov decision process, MDP) 之间的关系. 在此基础之上, 本文综述近些年线性规划算法在求

解 MDP和它对应的近似动态规划、还有两人回合制随机博弈 (two-player turn-based stochastic game,

2-TBSG) 上面的应用.

在在线优化部分, 首先介绍在线优化的一些背景知识及与传统优化问题的核心区别. 然后着重讨

论几个经典类型的在线优化问题, 包括秘书问题、多臂老虎机问题和在线线性优化问题, 并对这些问

题的背景、近期发展和主要结论做了介绍.

在非线性规划部分,首先介绍无约束问题的算法,包含经典的共轭梯度法、三次正则化 Newton法

和信赖域方法等, 以及正在发展中的高阶算法. 然后讨论一些带结构的非线性规划问题, 如带线性约

束的问题、带流形约束的问题、多项式优化问题和张量优化问题, 并对为这些问题所定制化设计的算

法及收敛性做了介绍.

在机器学习部分, 首先介绍机器学习中的主要优化算法, 内容包括梯度法和次梯度法、Nesterov

加速算法、条件梯度法、随机优化法、坐标梯度法、邻近点法和二阶算法. 接着针对非凸优化这一近

期研究热点专门展开讨论, 介绍低秩矩阵优化、跳出鞍点和深度学习等研究问题的新进展.

在组合优化部分, 主要介绍一些针对组合问题具有一定普遍意义的优化算法和模型, 以及相应的

算法设计思路和一些基于优化理论的算法逼近率分析工具. 主要内容按基础优化模型分 3 部分: 基于

线性规划的组合问题及算法, 基于非线性规划的组合问题及算法, 基于离散凸规划的组合问题及算法.

在整数优化部分, 首先回顾整数规划的常用算法, 包括分支 - 定界算法和割平面算法. 接着讨论

非线性整数优化中的几类问题. 针对 0-1 二次型整数优化问题, 我们介绍了采用半定规划构造逼近算
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法和分支 - 定界算法的研究, 并回顾协正优化与 0-1 整数优化的关系. 我们还介绍了带有半连续变量

和基数约束的非线性优化问题的研究成果.最后介绍采用机器学习方法提升整数优化算法性能的研究

进展.

在机制设计部分, 介绍机制设计中的优化方法, 以及在拍卖、交通管理及其他经济与管理领域中

的应用. 机制设计领域中的一个主要研究方法是, 通过用参量揭示数学规划的技巧, 将机制设计问题

转化为一个优化问题 (一般是无穷维线性规划) 进行求解.

在库存管理部分, 首先介绍 Markov 决策过程在库存管理中的应用. 这一类问题是随机库存管理

领域最早研究的问题, 其核心科学问题是刻画和证明库存系统最优策略的结构性质. 其次, 介绍库存

系统的近似策略设计与优化, 重点介绍两类近几年学界比较关注的近似策略. 然后, 综述鲁棒优化在

库存管理中应用的文献. 最后, 介绍在线学习与优化方法在库存管理中的应用.

在收益管理部分, 介绍收益管理问题的背景及其中主要的优化问题, 包括动态资源分配和定价问

题及选择模型下定价和选品的优化问题, 对这些问题中用到的优化方法和主要进展做了阐述, 并对一

些近期主要的研究方向进行了讨论. 另外值得一提的是, 在在线优化部分已经讨论了在线和网络收益

管理以遗憾 (regret) 为度量开展的一些研究框架和结果.

2 线性规划

线性规划问题可以说是目前优化领域中最重要且已经被大量研究过的一类问题.本节将回顾 3个

线性规划相关主题的最新进展: (i) 线性规划算法; (ii) 线性规划和 Markov 决策过程; (iii) 在线线性规

划. 本节主要介绍 (i) 和 (ii) 两个领域近期一些比较重要和有趣的发现. (iii) 将在下一节讨论, 希望这

些讨论能激发科研工作者在这些领域进行新的研究.

2.1 线性规划算法

近年来,我们见证了基础线性规划 (linear programming, LP)算法的一些令人欣喜的改进. 第 2.1.1

小节将回顾几种新型算法和经典 LP 算法的改进. 第 2.1.2 小节将讨论解决大规模 LP 问题的算法的

一些最新结果. 本节讨论的所有算法都基于 LP 问题的标准形式:

min c⊤x

s.t. Ax = b, x > 0,
(2.1)

这里 c ∈ Rn, b ∈ Rm, A ∈ Rm×n, 决策变量是 x ∈ Rn.

2.1.1 基于经典算法的新发现

自 1984 年 Karmarkar 取得突破性成果—证明内点法可以在多项式时间内解决线性规划问题以

来, 内点法一直是研究线性和非线性规划问题的热点领域. 最近, Lee 和 Sidford [1] 提出了一种加权路

径查找算法, 并证明了它的迭代次数在 O(
√
mL) 与 O(

√
rank(A)L) 之间, 这里 L 代表算法的精度; 具

体地说, 如果希望达到 ϵ 的精度, 那么 L = log(1/ϵ). 他们的思想是给对数障碍函数引入权重, 并通过

适应性地调整权重,来使内点法的更新步长更大.两位作者还研究了最小费用流问题,并减少了之前这

个问题的最快运行时间. 之后, Lee 和 Sidford [2] 通过研究逆维护问题 (inverse maintenance problem),

对内点法里面内嵌的优化子问题得到了更高效的优化, 进而进一步减少了内点法的运行时间. 同时,
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在最近的另一篇文献中, Lamperski 等 [3] 设计了一种遗忘椭球算法 (oblivious ellipsoid algorithm), 这

个算法的特点在于它可以证明 LP 问题不可行性的内在机制, 从而解决了传统椭球方法无法验证 LP

不可行性的问题. Lee 等 [4] 还考虑了解决大量只在约束条件右端 b 上有所不同的 LP 问题, 提出

了一种利用邻近关键区域几何性质的方法, 并且还设计了一种数据驱动的算法来利用有关 b 的分布

信息.

2.1.2 大规模线性规划

随机化算法 Vu等 [5] 引入了一种随机投影算法,通过减少约束的数量来近似地求解大规模 LP问

题. 他们的思想与之前 (参见文献 [6, 7]) 通过处理 MDP 问题的近似 LP 问题来减少约束数量的工作

类似. 而不同的是, Vu 等 [5] 研究的是 LP 的一般形式. 他们的文献使用了 Johnson-Lindenstrauss 引

理, 讨论了 LP 在某些投影矩阵的作用下解的可行性和最优性的保持.

一阶方法 Wang 和 Shroff [8] 设计了一种新的交替方向乘子法 (alternating direction method of

multipliers, ADMM) 来求解线性规划问题, 该算法分离了标准形式 LP 问题 (2.1) 的等式和不等式约

束; 基于这种分离, Wang 和 Shroff [8] 设计了具有收敛性的 2- 块 (2-block) ADMM 算法. Lin 等 [9] 利

用 ADMM 解决了内点法中对数障碍惩罚的子问题, 从而提出了一种基于 ADMM 的内点法来求解大

规模线性规划问题. Yen 等 [10] 考虑了如何解决稀疏 LP 问题 (即当 (2.1) 中的矩阵 A 是稀疏的) 并提

出了一种基于增广 Lagrange 方法和坐标下降法组合的算法.

最后, 引用文献 [11] 中的话来结束这一部分:

“线性规划是一项伟大技术革命中的一部分. 它使人类看清自己的目标, 制定详细的决策方案, 让

人类即使在面对极为复杂的实际情形时也能够 ‘最佳’ 地实现其目标 · · · · · · 我们在这条路上已经走的
很远了, 但仍要继续走下去 · · · · · · ”

2.2 线性规划和 Markov 决策过程

本节考虑 MDP 中的问题并讨论如何将线性规划中的理论和算法用于分析求解 MDP. 主要关注

有限状态/动作的无限时段折现 MDP, 同时, 在我们的讨论中还会介绍在其他变体 (如平均成本和可

数状态空间) 下得到的一些相关结论. 设状态空间为 S = {1, 2, . . . ,m}, ki 是在状态 i ∈ S 下的可行动
作数, n = k1 + · · · + km 为总的行动数. 令 A1 = {1, 2, . . . , k1}, A2 = {k1 + 1, k1 + 2, . . . , k1 + k2}, . . . ,
通项表达式为

Ai =
i−1∑
s=0

ks + {1, 2, . . . , ki}, 对每个 i ∈ S, 其中 k0 = 0.

一个 (稳定的) 策略可以由集合函数 π = {πi}i∈S 表示, 其中 πi ∈ Ai 表示在状态 i 下采取的动作. 对

于 Ai 中的每个动作 j, 它指定了 i, i′ ∈ S 之间的转移概率 pj(i, i′) 和即时成本 cj(i, i′). MDP 的目标

是找到一个策略 π, 来最小化累积折扣成本,

Eπ

[ ∞∑
t=0

γtcπit(it, it+1)

]
,

这里的 (i0, i1, . . . )是 Markov链在策略 π下状态转移的路径,上式即这个路径下的数学期望, γ ∈ (0, 1)

是折现率.
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d’Epenoux [12] 和 De Ghellinck [13] (另可参见文献 [14–16]) 表明, 折现无限时段 MDP 问题可以按

照标准形式化为原始 LP 问题:

min c⊤x

s.t. Ax = b, x > 0,
(2.2)

它的对偶为

max b⊤y

s.t. s = c−A⊤y > 0,
(2.3)

其中 A ∈ Rm×n 是给定的秩为 m的实矩阵, b ∈ Rm, c ∈ Rn 是给定的实向量, x ∈ Rn, y ∈ Rm, s ∈ Rn,

x 是问题的原变量, (y, s) 是问题的对偶变量.

具体来说, MDP 问题可以化为系数为 (A, b, c) 的 LP 问题 (2.2) 和 (2.3). 首先, b ∈ Rm 是一个全

一向量. 第二, 向量 c 的第 j 个分量代表动作 j 的预期的即时成本. 也就是说, 如果 j ∈ Ai, 则动作 j

在状态 i 下可行, 并且有表达式

cj =
∑
i′

pj(i, i′)cj(i, i′),

其中 j 的取值是由 i 决定的, 即

j ∈ Ai = {k1 + · · · + ki−1 + 1, . . . , k1 + · · · + ki−1 + ki}.

第三, LP 问题的约束矩阵具有以下形式:

A = E − γP ∈ Rm×n.

当第 j 个动作选定时, 这里 P 的第 j 列就是转移概率的分布. 具体来说, 对于每个动作 j ∈ Ai,

Pi′j = pj(i, i′)

对于 i = 1, . . . ,m 都成立,

Eij =

1, 如果 j ∈ Ai,

0, 其他,

对于 i = 1, . . . ,m 和 j = 1, . . . , n 成立.

以上得到的 LP 公式具有以下几种解释: 全一向量 b 表示最初在每个状态下只有一个个体. 对于

j ∈ Ai, 原始变量 xj 表示动作 j 的动作频率, 或者说是个体处于状态 i 并采取动作 j 的次数的现值期

望. 在某些文献中, 原始向量 x 也被称为磁通矢量. 在这种解释下, 要解决原始 LP 问题 (2.2), 就必须

根据守恒定律 Ax = e, 选择使现值数学期望值 c⊤x 最小的动作频率 x. 守恒定律确保了对于每个状

态 i, 进入状态 i 的个体数量的现值期望等于离开状态 i 的个体数量的现值期望. 另一方面, 对偶 LP

问题 (2.3) 与 MDP 问题的 Bellman 方程密切相关, 并且可以从 Bellman 方程推导得出. 对偶变量 y

表示转移到 m 个状态的成本的现值期望, 约束 c > A⊤y 刻画了转移到 m 个状态的成本值的最优性.
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2.2.1 求解 MDP 问题的迭代复杂度

给定以上公式,可以通过解决对应的 LP问题 (2.2)和 (2.3)来找到 MDP的最佳策略.那么,一个

自然的评估算法优劣度的指标就是迭代复杂度, 即单纯形法或内点法解决对应的 LP 问题所需要的迭

代次数. 第一个负面的结果 [17] 指出, 具有最小索引旋转规则的单纯形法在最坏的情形下需要指数时

间的迭代次数. 在讨论正面结果之前, 首先指出, MDP 的策略与其对应的 LP 问题的基可行解之间存

在一一的对应关系. LP 问题 (2.2) 的每个基可行解都对应着一个确定的 MDP 策略 π. 这可以通过以

下事实证明: 对于每个基可行解, 即基础变量, 都有且仅有一个变量来自每个 Ai, i = 1, . . . ,m. LP 问

题 (2.2)和 (2.3)的另一个重要特性是约束矩阵 A的 Leontief矩阵结构 [18]. 这两个特性是设计和分析

用于解决 MDP 问题的 LP 算法的关键.

基于以上的两个观察,已经能得到一些积极的结果. Ye [19] 指出组合内点法可以在 O(n1.5(log(1/(1

− γ)) + log n))次迭代下解决 MDP问题.文章给出了原始 LP问题 (2.2)的最优解的几种分析性质,包

括最优解的上界和基本变量的下界. 此外, 文章还提出了一个基于中心路径偏差量的排除规则, 即如

果决策变量偏离中心路径一定距离, 则它一定是最优解中的非基本变量. 其组合算法将此排除规则与

预测/校正、路径/跟踪内点法相结合 (参见文献 [20]),发现在每 O(n0.5(log(1/(1−γ))+log n))次预测 -

校正算法迭代后都有至少一个变量被排除, 因此, MDP 问题便可以在 O(n1.5(log(1/(1 − γ)) + log n))

次迭代内解决.

对于单纯形法, Ye [21] 指出, 与 Melekopoglou 和 Condon [17] 得到的负面结果相反, 使用 Dantzig

最负成本旋转规则的原始单纯形法是解决 MDP 问题的强多项式时间算法. Ye [21] 证明了单纯形法无

论初始解的取值为何,最多迭代 m(n−m)
1−γ · log m2

1−γ 次后终止,这个想法说明了 Leontief矩阵结构可确保

每次单纯形法的迭代都会在目标函数值上取得一个固定的减少. 具体来说, 在单纯形法的每次迭代中,

优化间隙 cTx− z∗ (其中 cT 为 c 转置, z∗ 是最优目标值) 将以 1 − 1−γ
m 的速率减小. 结合 (2.2) 中可

行解的有界性, Ye [21] 得出结论: 单纯形法最多终止于 m(n−m)
1−γ · log m2

1−γ 次迭代. 这个结果表明, 用于

MDP 的简单策略迭代算法是强多项式时间算法. 这个迭代法在每次迭代中根据单纯形方法的枢轴改

进 MDP 策略的一个状态, 这与经典的 Howard 策略迭代算法不同, 后者可以在每次迭代中同时对多

个状态进行枢轴转换. 值得注意的是, 上述工作所得到的复杂度均包含 1
1−γ . 而在很多实际的应用场

景中, 折现因子 γ 都十分接近于 1.

后续工作 (参见文献 [22]) 考虑了使用 Dantzig 规则的单纯形法下的确定性 MDP 问题. 在确定性

MDP 问题中, 如果给定了状态和动作, 则转移是确定性的; 在矩阵 P 的每一列中, 只有一个元素为 1,

其他元素为 0. 文献 [22] 表明, 如果折现率是一致的, 则单纯形法以 O(n3m2 log2 n) 次迭代终止; 如果

每个动作具有不同的折现率, 则迭代次数为 O(n5m3 log2 n). 尽管该文献所考虑的确定性设置比之前

的工作有更多的限制, 但它计算出了一种并不依赖折现率 γ 的迭代复杂度. 其证明具有更强的 “离散

的” 风格, 而文献 [19, 21] 则更多地依赖于 LP 算法的 “解析” 的一面. 具体来说, 每个 MDP 策略都

被视为一个有向图, 其中每个节点代表一个状态, 并且每个节点只有一条表示动作的边指向其他节点.

其分析就集中于 MDP 策略生成的路径和环.

2.2.2 两人回合制随机博弈

两人回合制随机博弈 (2-TBSG) 是对只有一个玩家/决策者的 MDP 问题的推广. 它广泛应用于

随机和对抗环境中长期决策序列的数学建模. Shapley [23] 首次提出了更通用的 2-TBSG 公式. 尽管在

计算机科学、经济学和运筹学领域, 2-TBSG已有很长的一段研究历史,但由于它与最近的多智能体强
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化学习 [24] 和生成式对抗网络 [25, 26] 的话题相关,可以给这些领域提供理论和算法方面的启示,因此仍

有很高的热度.

与 MDP问题类似, 2-TBSG问题中也存在着有限多的状态,并且每个状态都与有限数量的动作相

关联,由两个参与者之一控制.若给定在每个状态下所采取的动作,则这里的状态转移也是具有Markov

性的. 2-TBSG 与 MDP 问题最主要的区别在于, 2-TBSG 中第一个参与者的目的是使折现的累积成

本最大化, 而第二个参与者的目的是使折现的累积成本最小化. 详细的表述和符号参见文献 [27]. 不

同于 MDP 问题, 2-TBSG 问题通常无法再表述为线性规划问题. Jurdziński 和 Savani [28] 及 Gärtner

和 Rüst [29] 讨论了如何将二人零和二元折现博弈和简单随机博弈分别表述为线性互补问题 (linear

complementarity problem, LCP) 和广义 LCP 问题. 另外, 由于 2-TBSG 问题是 MDP 问题的推广, 故

2-TBSG 问题的迭代复杂度结果同样适用于 MDP 问题.

Hansen 等 [27] 表明了, 2-TBSG 问题的策略迭代算法在最多 O( mn
1−γ log( n

1−γ )) 次迭代后就终止.

Howard [30] 的策略迭代算法可以看作是 2-TBSG 的策略迭代算法的一种简化, 因此, 它最多进行

O( mn
1−γ log( n

1−γ )) 次迭代就可以解决 MDP 问题. 文献 [27] 推广了磁通矢量 ((2.2) 中的原决策变量

x) 的概念到 2-TBSG 问题中, 并得到了与文献 [19, 21] 中磁通矢量相似的界限. 基于磁通矢量的性

质, 文献 [27] 的主要思想是证明策略迭代算法 (strategy iteration method) 在目标值方面比值迭代算

法 (value iteration method)有更好的表现. 同时, 类似于 MDP问题值迭代算法的情形, 可以利用收缩

(contraction) 观点来确定 2-TBSG 的值迭代算法的收敛速度. 这样, 就可以在值迭代的范围里分析策

略迭代算法和 Howard 的策略迭代算法的迭代复杂度. Scherrer [31] 在这种收缩思想的基础上, 进一步

改进了迭代复杂度的上限. 对于一般的 MDP 问题, Scherrer [31] 将 Hansen 等 [27] 的复杂性结果改善了

O(logn) 的大小. 具体地说, Scherrer [31] 把 Hansen [27] 的复杂度里面的 log( n
1−γ ) 改进到 log( 1

1−γ ). 此

外, Scherrer [31] 确定了 (离开暂态的) 最大转移时间 τt 和重新访问常返态 τr 中状态的最大时间的度

量, 并以 τt 和 τr 表示了迭代的复杂度. 这推广了确定性 MDP 问题的与 γ 无关的复杂度结果 (参见

文献 [22]).

2.2.3 近似动态规划

MDP问题中的状态数 m有时可能过于庞大,这使得关联的 LP问题在计算上难以解决. 例如,在

一些应用情境中, 每个状态 i ∈ S 用一列状态变量的向量表示. 这样, 状态空间的基数 m = |S| 会随
着状态变量的数量增长呈指数增长. 因此, 为了解决 “维数灾难”, 一系列近似动态规划 (approximate

dynamic programming, ADP) 方法开始出现. 其中, Schweitzer 和 Seidmann [32] 提出了近似线性规划

(approximate linear programming, ALP)方法;然后, de Farias和 Van Roy [33], Hauskrecht和 Kveton [34],

Veatch 等 [35] 进一步改进了 ALP 方法. ALP 方法的思想是用预选的基向量 ϕ1, . . . , ϕk (k ≪ m) 来表

示对偶变量 y. 具体来说, 有 y = Φθ, 其中 Φ = (ϕ1, . . . , ϕk) ∈ Rm×k 和 θ ∈ Rk. 这样, 对偶 LP 问题

(2.3) 变为

max b⊤Φθ

s.t. c−A⊤Φθ > 0,
(2.4)

其中决策变量为 θ ∈ Rk. 在原公式 (2.3) 中, 代价函数 (向量 y) 上面没有任何限制, 所以, 它可以被理

解成一种非参的函数. 在 ALP公式 (2.4) 中, 代价函数被参数化为基函数的线性组合形式. 以上 ADP

的背景信息参见文献 [36], 线性表示的启发和示例参见文献 [37].
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de Farias 和 Van Roy [33] 在 ALP 问题 (2.4) 的最优解与使用基函数 (ϕ1, . . . , ϕk) 拟合对偶问题

(2.3) 的最优解 y∗ 之间建立了等价关系. 通过这种方式, 他们证明了通过解决 ALP 问题 (2.4) 来近

似地解决 MDP 问题的算法的合理性. 此外, 他们指出, 尽管在原本的 LP 问题 (2.3) 中选择不同的

系数 b > 0 得到的是相同的最优解, 但系数的选择可能同时会影响 ALP 方法理论上的界限和实际表

现. Petrik 和 Zilberstein [38] 讨论了由选择 b 引起的误差, 并提供了两种补救措施: 一种是适应性地

减少约束条件, 另一种则是将约束条件纳入目标函数. 我们知道 ALP 公式减少了 (2.3) 中决策变量

的数量, 约束的数量可能仍然非常大. 为了解决这个问题, de Farias 和 Van Roy [6] 随后提出了一种约

束采样法来求解 (2.4). 类似地, Lakshminarayanan 等 [7] 用 (2.4) 中原始约束的正线性组合构造新的

约束替换了原始约束. 此外, Desai 等 [39] 指出, 由于 ALP 公式本身是一种近似, 所以在 (2.4) 中添加

“硬” 约束条件可能并不是令人满意的. 因此, Desai 等 [39] 提出了另一种光滑化的版本, 即允许约束条

件 c − A⊤Φθ > 0 被违反, 并增加了一个约束在总的违反预算上. 这个光滑的版本给出了与 de Farias

和 Van Roy [33] 相似的逼近界限, 并且在实验结果中表现得更好. 为了处理 ALP 计算上的问题, 近期

的一些工作 [40, 41] 考虑了 ALP 问题的 Lagrange 形式, 并将约束作为惩罚项纳入目标函数中, 这样

ALP 的求解就简化为 (在线) 随机凸优化问题, 并提供了遗憾的边界.

2.2.4 其他工作

前面的部分中主要关注具有累积折现成本目标的有限状态 MDP/2-TBSG 问题. 这里展示一些最

近使用不同设置的 MDP 问题的结果. Lee 等 [42] 考虑了具有可数状态的 MDP 问题, 并设计了一个具

有可数无穷多决策变量和约束的关联 LP 问题. 一种具有对偶性和互补松弛性的单纯形法也随之被设

计出来. Ghate 和 Smith [43] 研究了一个非时齐的 MDP 问题 (这里非时齐指转移概率矩阵随时间变

化), 该问题也能转换为具有可数无穷多个决策变量和约束的 LP 问题. 针对与第 2.2.1 小节相同的折

现 MDP问题, Wang [44] 开发了一种随机 LP算法;直观地讲,该算法可以看作是基于 LP问题 (2.2)和

(2.3) 的 Lagrange 函数的随机梯度下降算法. 在 MDP 问题的设置下, 状态转移概率是已知的. 然而,

Wang [44] 中的算法仅需要根据转移概率所得到的随机采样,这是符合强化学习 (reinforcement learning,

RL) 问题的设置的. 类似地, 在这种采样的生成模型中解决 RL 问题或 MDP问题的样本复杂度/计算

复杂度的问题,已经有了一系列的相关著作.但由于这个系列不在 LP问题的范围内,因此感兴趣的读

者可参见文献 [45, 46] 及其中的参考文献.

另一类值得注意的是在线线性规划 (online linear programming, OLP)问题.此类问题是指在一种

在线的场景中来解决 LP 问题. 在过去的 20 年中, 计算机科学和运筹学界都对该问题进行了研究. 它

属于在线学习 (在线决策) 这个领域, 是这个领域一个有趣而被广泛讨论的问题. 在这类问题中, 数据

和信息逐次到达, 决策者对系统的学习和了解随着数据的生成不断进行. 与其他在线学习问题相比,

OLP 问题的特殊之处在于存在约束条件. OLP 问题的应用十分广泛, 从收益管理到资源分配, 从在线

广告到排班, 从拍卖市场到背包问题, 处处都离不开 OLP 问题. 我们将在下一节在线优化中对其展开

详细论述.

3 在线优化问题进展及应用概览

在传统的优化问题中, 一般人们假设数据和模型是已知的, 问题的目标是找到给定数据和模型下

的最优解. 以往优化领域的研究大量集中在这样的场景上. 即使在一些新的优化应用问题中, 例如,在
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机器学习或深度学习对应的优化问题中, 通常人们也是假设数据是已经产生的 (历史数据). 这些数据

可以是以往数据的沉淀 (例如, 判断某种疾病依据历史上确诊患者的数据), 也可以是通过反复的实验

积累的数据 (例如, AlphaGo Zero通过与自己对弈产生的数据). 而且建模的方式通常假设这些数据是

所谓 “稳定的 (stationary)”. 例如, 某个疾病的定义是不会发生改变的, 或是说围棋比赛结局的输赢是

根据一个不变的规则判断的. 而优化问题的目标是找到基于这样假设下最好的决策. 这样的优化问题

称作静态的优化问题.

但在很多实际问题中, 静态的优化问题不能完全刻画实际的情形. 具体而言, 很多实际场景缺乏

有效的历史数据 (例如, 一个新的销售策略在历史上从没有被尝试过), 因此, 模型的参数有不确定性,

而尝试积累数据的过程有可能会对未来的决策效果产生较大的影响 (例如, 使用了一个大的降价策略

之后可能会对消费者的行为产生影响). 另外, 数据往往不能满足 “稳定性” 的要求 (例如, 消费者的

需求和偏好会随时间改变). 在这种情形下, 一个关键的问题是, 如何能够得到一个动态的决策方案使

得其可以在决策的过程中积累最有用的数据从而对模型的参数有更深的了解,同时在整个的过程中获

得整体最优的回报, 并且可以适应环境的不断变化. 这个问题是一个极具挑战而又有重要实际意义的

问题.

这一类问题在近些年随着数据科学的发展逐渐地变得常见.通常称这一类的问题为在线优化 (on-

line optimization) 问题. 而处理这一类问题的算法通常被称为在线学习及优化 (online learning and

optimization) 算法. 这一类算法的特点即是不断地在决策中去学习, 在学习中去决策, 将学习和决策

的过程以最优的方式融为一体, 而达到整体的和长期的优化.

图 1 和 2 阐述了普通的数据分析 + 优化与在线优化的区别 (引自文献 [47]).

接下来, 简单地介绍几个经典的在线优化问题及相关的结论.

% %

% %

图 1 传统的数据分析 + 优化的过程

% %

% %

▲

图 2 在线优化问题的过程, 目标为长期的优化
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3.1 在线线性规划

在数学上, OLP 问题以标准线性规划为基本形式, 而约束矩阵随着线性目标函数的对应系数逐列

显示. 在每个时间节点中, 决策变量的取值根据过去的观测所确定, 并且此后不能更改. 目标是最大程

度地减小以在线方式求解得到的目标值与我们已经充分了解的 “线下”求解得到的最优值之间的差距

(标准定义为竞争比率或遗憾). 考虑下面的线性规划问题:

max
n∑

j=1

rjxj

s.t.
n∑

j=1

aijxj 6 bi, i = 1, . . . ,m,

0 6 xj 6 1, j = 1, . . . , n,

(3.1)

其中 rj ∈ R, aj = (a1j , . . . , amj) ∈ Rm, b = (b1, . . . , bm) ∈ Rm
+ . 在每个时刻 t, 系数 (rt,at) 都会显示出

来, 需要立即确定 xt 的值. 不同于 “线下” 的设置, 在时刻 t 处, 没有之后要显示的系数的信息. 一种

称为在线多维线性规划的更为通用的公式, 将 xt 视为凸集合 K (通常为 Rk 中的一个标准的单纯形)

中的向量. 换句话说, 在每个时刻 t, 都有一组决策变量需要被确定. 针对一维 OLP (3.1) 的算法及分

析, 通常都可以推广到多维情形 (参见文献 [48, 49]), 因此, 这里将主要讨论一维问题.

接下来, 首先讨论两种主要的模型, 它们主要的区别在于对系数列 (rj ,aj) 和约束右端系数 b 的

假设.

3.1.1 随机顺序模型

随机顺序模型假设总的决策变量数 n 已知, 且系数列以随机顺序到达, 即 (rj ,aj) 的到达顺序服

从均匀随机排序. 随机顺序模型下的文献主要关注 (3.1) 中的右端的 b 与约束数 m 之间的关系. OLP

问题随机顺序模型的目标通常是竞争比率. 具体来说, 一个算法 π 是 c- 竞争性的, 如果它满足

Eσ

[ n∑
j=1

rjxj

]
> c · OPT,

其中, 左手边表示在算法 π 的作用下, 对于所有排列方式求得的在线目标值的数学期望, OPT 表示线

下最优目标值. 一些早期的著作从各种生活情境中提炼出许多问题, 如多秘书问题 [50, 51]、在线匹配和

关键词广告问题 [52–57] 及在线包装问题 [58]. 其中的一些文献设计了独立于输入参数且能实现常数竞

争比率的算法 (参见文献 [54–57]). 另一些研究了 ε- 竞争性的 (接近最佳) OLP 算法存在性的关于 b

和 m 的充要条件. 这个问题最终被近期几项工作解决: 假设对所有 (i, j), 都有 aij ∈ [0, 1], 那么存在

一个 (1 − ε)- 竞争性的 OLP 算法当且仅当

B = min
i=1,...,m

bi > O

(
logm

ϵ2

)
. (3.2)

这个条件刻画了, 随着 m 的增大, 约束量 B 的充分必要的变化速率. 值得注意的是, 这个结论与 n 无

关, 是对于任意的固定的 n 都成立的. Agrawal 等 [48] 最坏的案例证明了定理的必要部分 (或下限). 而

对于充分性, 几种算法 (参见文献 [49, 59,60]) 已经被证明了在条件 (3.2) 下能达到 ε- 竞争性.

接下来, 简短地讨论几种典型随机顺序模型下的 OLP 算法及其竞争比率分析. 主要的一类算法

是对偶算法并利用 LP的最优条件设计具有动态更新对偶价格的阈值策略.该对偶算法在文献 [50,53]
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中被第一次提出. Agrawal等 [48] 进一步地探究了对偶算法并设计了一种动态学习算法,该算法可以只

在几何时间间隔上更新对偶价格.对于这类算法, 核心思想是用观测到的历史信息 (列与系数)建立一

个 LP 的缩放版本去估计 “线下的” 对偶最优解. 对于竞争比率的分析需依赖随机排列下的 Hoeffding

不等式, 并建立缩放的 LP 问题与原始线下问题的联系. 此外, 文献 [61] 将 OLP 问题解释为基于采样

对偶价格的列的线性分类. 随后, 由于受到概率近似正确 (probably approximately correct, PAC) 学习

框架的启发, 另一个对偶算法 (与文献 [48] 类似) 被提出.

对于这 3 个确立了条件 (3.2) 的充分性的算法, Agrawal 等 [48] 和 Gupta 和 Molinaro [59] 受到乘

法权重更新 (multiplicative weights update, MWU) 算法的启发, 设计出了对偶算法. 在随机顺序模型

下, 尽管订单的到达是随机的, 列和系数 (rj ,aj) 可以以一种对抗的方式被选择. 从这点来看, 被有效

应用于许多对抗性在线学习问题的 MWU算法似乎也是解决 OLP问题的一个自然的选择.与此同时,

Kesselheim 等 [49] 设计了一个无需利用对偶价格就可以决定决策变量值的方法. 对于每一个订单/需

求, 该算法求解一个原问题的缩放版本并对得到的非整数解随机取整以获得一个该订单/需求的整体

分配. 其分析与之前的基于对偶的算法有着相似的思想,是对 λ相关的随机变量采用 Chernoff型的集

中界限 (Chernoff-type concentration bound).

3.1.2 随机输入模型

随机输入模型假设列向量是独立同分布的随机变量, 换句话说, 列向量 (rj ,aj) 皆服从一个 (已知

或未知的) 分布 P. 此外, 另一个常见的假设是一个关于右侧 b 的线性增长条件, b = nd > 0, 其中 d

是决策者已知的量. 随机输入模型的想法来自一个运营管理的背景, 其中列向量 (rj ,aj) 代表一个客

户报价, 决策变量 xj 代表一个同意/拒绝此报价的决策. 在这一背景下, 关于顾客的独立同分布假设

便是自然的, 并且决策变量的个数 n 蕴含了顾客总数和市场规模. 当 n 增加时, 线性增长条件要求资

源/库存水平 b 和顾客数量 n 的比例保持在一个恒定的水平. 评估一个 OLP 算法 π 在随机输入模型

下的表现用遗憾来定义:

∆(π) = E

[ n∑
j=1

rjx
∗
j

]
− E

[ n∑
j=1

rjxj

]
,

其中,期望的取值与分布 P 有关,等号右侧第一项是线性规划问题 (3.1)的线下最优解,第二项是在线

算法 π 下的目标值. 具体来说, 线下最优解, 是指对于每一个随机生成出来的 LP 问题 {rj , aj}nj=1, 先

计算其最优解 x∗ = (x∗
1, . . . , x

∗
n), 然后再对

∑n
j=1 rjx

∗
j 求期望. 通常考虑对一分布族 P 取遗憾的最大

值作为最坏情形的保证. 在渐近的意义下,顾客数量 n不断增加,问题是在特定的 OLP算法下遗憾如

何关于 n 变化.

在随机输入模型下的 OLP的算法与分析通常是基于特定问题的,如网络收益管理问题.定价和收

益管理主要是研究消费者的购买行为以及企业针对消费者的购买行为进行合理的定价和制定销售策

略的领域.以往很多问题的研究都是假设已知消费者具有某种行为,决策者在此基础上进行优化;而在

实际中,消费者的行为方式往往在一开始是未知的,决策者需要通过一定时间的销售才可以得知. 在这

样的问题下,研究的重点就变成如何设计一类有效的算法,可以一边学习消费者的行为,一边进行决策,

最终达到销售目标的最大化. 在这个领域里近些年有很多研究, 一些相关内容可参见文献 [62–65]. 网

络收益管理问题从航空和酒店业的应用中产生. 该问题与 (3.1) 有相同的形式, 并且假设 (rj ,aj) 服从

一个具有有限取值的离散分布 P. 大部分文献也同样假设了分布 P 的信息.早期的工作 (参见文献 [66–

68]) 为问题的某些变体提供动态规划的视角, 并且提出算法实现 O(
√
n) 的遗憾. Reiman 和 Wang [69]

及 Jasin 和 Kumar [70] 改进了这些结果, 并分别得出 o(
√
n) 和 O(1) 的遗憾界限. 本质上, 上面文
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献中的算法利用对分布 P 的知识, 在每个时间节点上形成确定性线性规划问题 (deterministic linear

programming, DLP).过去的决策被动态地纳入 DLP (特别地, DLP的右侧被当前剩余资源决定),且未

来的决策基于 DLP 的解. 在这个背景设置中, P 的信息和动态控制机制是实现 O(1) 的关键之处. 在

随机顺序模型的算法中, DLP 实际上与缩放的 LP 扮演着相同的角色. 近期 Bumpensanti 和 Wang [71]

的工作进一步改进了算法, 并证明了无需频繁解 DLP 就可以实现有界遗憾. 尽管上面的工作都假设

知道了 P 的信息,但 Jasin [72] 研究了 P 的参数未知的问题.他提出了一种算法, 用过去的观测结果构

造 LP 来代替 DLP, 并证明了该算法有一个 O(log2 n) 上限.

再比如下文的秘书问题和资源分配问题, 其中多个设置也具有线性规划结构, 适用于随机输入

模型.

值得一提的是, 近期 Li 和 Ye [73] 研究了一个随机输入模型的一般形式. 文献 [73] 确定了对偶问

题最优解的收敛性, 并因此通过将 (3.1) 与随机规划问题相关联, 证明了在研究在线线性规划问题的

相关文献中的对偶算法的正确性. 接着, 该文献为有约束的在线学习问题建立了遗憾分析框架, 同时

得到了一般形式下 OLP 问题中遗憾的上下界. 基于这些结果, 该文献设计了一个基于历史决策的算

法, 使得可以实现 O(logn log log n) 的遗憾, 并且证明了对偶 OLP 算法实现的遗憾不会好于 O(logn).

3.2 秘书问题 (secretary problem)

这个问题由 Merrill M. Flood 在 1949 年提出, 通常被认为是在线优化领域最经典的问题之一. 其

问题描述如下: 一个公司要从 N 个秘书的应聘者中录用其中一个,应聘者按照随机的顺序来参加应聘

(每一个顺序的可能性都是相同的). 对每一个应聘者, 公司都需要在面试之后立即决定是拒绝还是录

用, 一旦决定录用某个应聘者, 立即停止之后的面试, 而一旦决定拒绝某一个应聘者, 则后面不可以再

录用这个面试者. 这些秘书的能力有一个严格的排序, 而这个公司的目标是以最大可能性录用所有应

聘者中能力最强的那位. 如果可以等到所有面试者都面试完再做决定, 则这个问题就变成简单地选取

最大值的问题. 但这个问题的特点是, 在做每一个决策时, 决策者只有部分信息 (只有历史到决策这个

时刻的信息), 而未来的信息还不确定, 因此决策者需要权衡现在已知的信息 (现有的应聘者情况) 和

未来的信息, 综合考虑做决策, 也即需要 “在线” 做决策.

针对秘书问题, 人们已经找到最优的策略 (参见文献 [74, 75]). 在最优的策略中, 人们首先将所有

N 个应聘者划分为两个部分, 探索 (exploration) 部分和利用 (exploitation) 部分. 其中探索部分占所

有应聘者的比例为 1/e (这个比例是当 N 足够大时的渐近比例). 在最优策略中, 决策者在探索部分拒

绝所有的应聘者, 在之后的利用部分一旦出现比探索部分都要优秀的应聘者则立刻录用 (如果面试到

最后一名应聘者则一定录用). 人们已经证明, 这样的策略可以以 1/e 的概率录取到最优的面试者, 并

且这个策略也被证明是对此问题最优的策略.

秘书问题有很多不同方式的延伸,包括决策从选取一名应聘者延伸到选取多名应聘者 [76],以及决

策目标为选取最优延伸到能够选择到前几名的概率 [77],等等. 多秘书问题可以看作一类只有单个约束

条件的线性规划问题. 该问题最初被 Kleinberg [50] 和 Babaioff 等 [51] 用随机订单模型进行研究. 近期,

Arlotto 和 Gurvich [78] 考虑了随机输入模型下的问题, 并采用遗憾作为表现评估手段. 他们提出了一

个预算比例算法, 其想法与网络收益管理问题中的动态控制机制和算法设计十分相似. 他们的另一个

贡献是它明确描述了自适应/动态控制的优点: 它表明非自适应决策的遗憾不会好于 O(
√
n). 一个后

续工作 (参见文献 [79]) 研究了一个单约束条件的背包问题并发展了相应的自适应算法.

与之相关的资源分配问题可以被视为多秘书问题的多约束推广. 一些最新的工作 (参见文献 [80–
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82]) 研究了以竞争比率作为表现评估的问题并提出了可达到常数竞争比率的算法. Jiang 等 [83] 提出

了一个自适应阈值策略并得到 O(
√
n)的遗憾.此外, Asadpour等 [84] 关注一类由长链设计衍生出的资

源分配问题, 并提出了一个带有有限遗憾的简单算法.

3.3 多臂老虎机问题 (multi-armed bandit problem)

在秘书问题得到较为完美的解决以后, 人们继续探索更加复杂的在线优化场景. 其中一个重要的

问题是多臂老虎机问题 (也称多臂赌博机问题). 多臂老虎机问题最初起源于赌场, 问题的背景也比较

简单: 赌场里有若干个老虎机,每一个老虎机可能有不同的赔率 (每摇一次, 不同老虎机所带来的收入

的分布不一样). 决策者希望找到一个策略, 目标是在连续摇动 T 次老虎机之后, 获得尽可能多的回

报. 在这个问题中, 由于不同老虎机有不同的回报的概率分布, 因此在决策过程中, 决策者需要用到观

测到的历史回报来指导后面的决策. 因此, 这里也涉及 “探索” 和 “利用” 的权衡. 一方面, 决策者希

望尽可能地去摇历史上平均回报较高的老虎机 (“利用”); 但另一方面, 对一些还没有尝试过的或者尝

试较少但回报一般的老虎机, 决策者希望能够进一步探查 (虽然目前回报一般, 但有可能是因为随机

原因, 需要进一步探查找到更精准的回报的估计, 也即需要进一步 “探索”). 这些信息对于之后的决策

将有所帮助. 因此, 这个决策问题的核心在于如何设计这样的权衡使得长期期望的回报最大.

具体而言, 考虑一个相对简单的情形. 假设有 N 个决策选项 (老虎机的摇臂). 每次选择第 i 个摇

臂时, 老虎机会产生期望为 µi 的 Bernoulli 分布作为回报. 在基础问题中, 假定每个阶段的回报是独

立的, 而最终的目标是最大化前 T 个时期的期望总回报 E[
∑T

t=1 µi(t)]. 如果决策者事先知道最优的老

虎机 (µi 权重最大的), 则显然 T 个时期总回报的最大值为 T · maxi µi. 因此也定义

R(T ) = T · max
i

µi − E

[ T∑
t=1

µi(t)

]
为其期望遗憾, 即由于事先信息不完全导致的损失. 决策者的目标也可以等价地理解成最小化其期望

遗憾.

针对多臂老虎机问题,人们经过了很长时间的研究,也提出了多种有效的解决方法,其中最为经典

的为信心上界算法 (upper confidence bound method, UCB 算法) 和 Thompson 抽样算法 (Thompson

sampling method). 在信心上界算法中, 决策者考虑每一个摇臂的历史平均收益和其不确定性, 以此作

为决策的参考. 例如, 在一种经典的 UCB 算法中 (一般称为 UCB1 算法, 参见文献 [85]), 在第 t 时刻,

决策者对每个摇臂 i 计算以下指标:

xi = r̄i +

√
2 log t

ki
,

其中 r̄i 为第 i 个摇臂历史上的平均回报, ki 为其历史上被选择的次数 (假设每个摇臂都从 1 开始计

次). 决策者选取此指标最大的摇臂作为此时刻的决策. 文献 [85]证明了当给定每一个臂的平均回报时

(即这些参数 µi 作为固定参数时), UCB1 算法在 T 个时期的遗憾 (称为问题相关的遗憾) 为 O(log T ).

如果希望考虑一个不依赖于每一个臂的平均收益这些参数的遗憾, 则文献 [85] 证明了 UCB1 算法的

遗憾 (人们称为问题独立的遗憾) 为 O(
√
NT logN), 其中 N 为摇臂的个数. 文献 [86] 证明了问题相

关的遗憾 O(log T ) 已经是此问题相关情形最优的渐近遗憾, 而对于问题独立的情形, 最优的渐近遗憾

为 O(
√
NT ). 对于这个 O(

√
NT ) 的遗憾, 文献 [87] 提出了一个基于 UCB1 算法的修正算法, 这个算

法对每一次计算的指标进行了一定的调整, 最终证明也可以达到 O(
√
NT ) 的遗憾. 除此以外, 人们还

提出了多种基于 UCB 算法的变种算法, 关于这些变种的算法, 可参见文献 [85, 86,88].
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对多臂老虎机问题, 另外的一个经典的算法是 Thompson 抽样算法. Thompson 抽样算法在 1933

年由 Thompson [89] 提出.在这个算法中,假设在 t时刻,第 i个摇臂已经被选取 Si 次并成功 Fi 次,则

首先对每个摇臂 i 产生服从以下分布的随机变量:

xi ∼ Beta(Si + 1, Fi + 1),

其中 Beta(x, y) 代表参数为 x 和 y 的 Beta 分布, 然后决策者选择所有摇臂中 xi 最大的摇臂作为这

个时刻的决策, 即选取 j = arg maxxi. 这个算法在实际中通常有很好的表现, 但在很长一段时间内,

没有人给出理论的保证. 近些年, 文献 [90] 证明了这个算法的问题相关 (认为每一个摇臂的期望回

报为一个常数) 的遗憾为 O(log T ), 也与文献 [86] 中给出的下界一致. 这个算法的问题独立的遗憾为

O(
√
NT logN), 与文献 [86] 中给出的下界只相差 O(

√
logN).

在以上的基础上, 人们发展了很多多臂老虎机问题的变种. 其中比较重要的一个是所谓的 “基于

情景的多臂老虎机问题 (contextual multi-armed bandit problems)”. 在这个问题里,每一个时间的回报

也会受到一些外部因素的影响 (例如, 在搜索引擎场景中, 每一个展示点击的概率与客户的背景可能

相关;在运营和收益管理中,每一天的销量与那一天的天气相关),因此,在学习和决策时也要考虑到每

个时间段额外的信息. 除此以外, 人们还会考虑到每个摇臂有不同的成本并且整体有成本约束的情形

(参见文献 [91, 92]), 考虑到分布可以由一个敌对方选取的情形 (参见文献 [93]). 另外还有考虑连续时

间 (表示决策不是离散时间的而是在连续时间上的) 或者连续空间上 (表示决策空间的选择可能是非

有限的或者非可数的)的多臂老虎机问题等. 总的来说, 人们对这个领域仍然在积极研究之中, 对新问

题和新算法的探索一直在持续发展.

除去以上 3个类型的在线优化问题,还有很多类的在线优化问题在过去的若干年里得到了人们的

重视, 关于在线优化更深入的一些总结, 可进一步参见文献 [94, 95] 中的一些介绍和讨论.

在实际中, 这些在线优化的算法在很多领域有很重要的应用, 尤其是在管理科学方面近期也发展

了很多的应用方向.特别地,在线优化算法在多个领域产生了很多应用的场景及研究的成果,如前文提

到的网络收益管理问题, 再比如如下的库存问题和匹配问题:

(1)库存问题.库存问题是运营管理中的经典问题之一.以往的研究通常是基于已知需求的分布研

究库存的策略.在实际问题中,需求的分布信息往往在开始是未知的,是需要通过不断的决策来学习的,

而库存的决策可能会导致学习的信息的不同 (有些损失的销量当库存决策很低时是观察不到的). 因此

在这样的情形下就产生了在线学习和优化的模型, 研究的重点为设计一系列算法, 一边学习需求的分

布, 一边进行决策. 关于这类问题, 在这个领域里近年有不少研究, 一些相关内容可参见文献 [96, 97].

关于库存问题的进一步论述可以参考后文相关章节.

(2) 匹配问题. 很多管理中的优化问题最终都可以转化成某一类的匹配问题. 例如, 最经典的任务

匹配问题, 共享经济里的供给与需求的匹配, 搜索引擎中的广告商与关键词的匹配. 在很多实际问题

中, 匹配两方的信息和匹配价值也是需要不断在线学习的. 因此也产生了一系列针对这一类问题的研

究. 关于这个方面的研究, 一些相关内容可参见文献 [98–100].

从以上的讨论中可以看出, 在在线优化领域中, 大家已经获得了一些结果. 与此同时, 在这个领域

里, 也有很多重要的问题还需要解决. 特别地, 一些重要的问题包括:

(1)决策的影响要通过一段时间才能体现—有时候,一个决策的反馈不是完全实时的,并且一个时

间段的反馈可能是由多个时间段的决策所决定的. 这样的场景在一些新兴的管理问题中, 如新零售场

景中,极为常见,例如,某个商家进行一次促销行为之后要经过一段时间才能完整地看到促销带来的效

果, 但决策者仍然希望通过在线学习的方法得到长期最优的策略. 这样的问题与以往的在线优化的模
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型有一定差异, 需要一些新的方法进行解决. 其中一些初步的尝试可以参见文献 [101, 102], 但还有很

多的问题需要研究.

(2) 数据中出现干扰或环境发生变化—即使在在线优化的问题中, 往往人们在模型上还是会做一

些假设, 例如, 数据的到来是随机的 (顺序是随机的), 或是某些方面上服从一定的规律. 在很多实际环

境中, 在线优化的环境会受到一些外界环境的干扰, 如一些异常事件的发生. 这些事件一方面会干扰

学习的过程, 另一方面会使得原策略可能表现不好. 因此, 一个研究问题是希望设计的算法可以做到

较强的鲁棒性 (robustness), 即当外界环境可能遇到一定干扰 (但是有限的干扰) 时, 此算法还能保证

有较好的表现. 这方面已有少量研究 (如文献 [103,104]), 但有更多的问题等待人们去进行探索.

(3) 高维、非线性环境下的优化—之前人们绝大多数对在线学习的研究都集中在一个线性的环境

下, 即最终的回报是每一次回报的线性函数 (例如, 每一次的回报代表了某一天的收入). 但在很多场

景中最终的目标函数是一个非线性的函数 (例如, 在零售中, 一个客户的回报是给予一个客户的推荐

次数的凹函数, 因为会产生递减的边际效应), 同时决策也可能是很高维的决策 (例如, 每一个用户都

要做一个高维的推荐、定价和营销决策). 这里高维的决策会带来一定的 “学习” 的困难, 因为决策的

空间将变得很大; 同时非线性也带来很大问题, 因为学习时要更加考虑到长久的影响 (而不能简单地

进行分解). 同样地, 这一块在学术界已经有少量研究 (如文献 [105]), 但仍然有大量的问题等待着被

探索.

以上的讨论仅仅覆盖了在线优化的一些基础部分, 但可以看出, 这个领域在过去的这些年来有着

快速的发展, 在学术界也吸引了很多研究者的目光. 随着应用场景的不断产生, 未来还会有更多有关

的问题等待着研究者去解决.

4 非线性优化概述

非线性优化研究具有下列形式的极值问题:

min f0(x)

s.t. fi(x) 6 0, i = 1, . . . ,m,

hj(x) = 0, j = 1, . . . , p,

其中目标函数和约束都可以是非线性的函数, 并且经常有可微性假设. 非线性规划在工程、管理、经

济、科研和军事等方面也同时得到广泛的应用. 1951 年, Kuhn 和 Tucker [106] 讨论了上述问题的最优

性条件 (现在称为 Karush-Kuhn-Tucker (KKT) 条件). 该项成果被认为是非线性规划正式诞生的一个

重要标志. 在这之后, 人们发展了梯度法和 Newton 法的多个变种、信赖域法、交替方向乘子法、序列

二次规划方法和高阶算法等求解算法, 并研究了流形上的优化、多项式优化和张量优化等多种带特殊

结构的非线性优化问题. 本节将对这些算法进行逐一介绍.

4.1 无约束优化问题的算法

4.1.1 一阶算法

一阶算法即用目标函数的一阶导数 (梯度) 进行迭代的算法, 是一类最简单而容易实现的优化方

法. 在所有一阶算法中, 梯度法是最易于实现并且最流行的算法. 其历史最早可以追溯到 Cauchy 在

1847 年提出的最速下降法. 当目标函数为强凸时, Akaike [107] 证明了最速下降法产生的函数值序列
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是 Q- 线性收敛的. 当目标函数为凸时, Nesterov [108] 对梯度法进行了加速, 得到了最优的一阶算法.

Barzilai 和 Borwein [109] 在 1988 年提出了一种两点步长梯度法, 即 BB (Barzilai-Borwein) 法, 其步

长根据前后两个迭代点及其梯度的信息计算, 并且在最小二乘意义下满足拟 Newton 方程. BB 法的

计算速度远快于最速下降法, 但对应收敛性的结果比较少. 共轭梯度法是介于梯度法与 Newton 法

之间的一类算法, 选取负梯度方向为初始方向, 之后每次迭代以负梯度方向和前一个方向的线性组合

为迭代方向. 因为其所需存储少, 计算速度快, 自提出之后就成为求解大规模优化问题的有效方法之

一. 共轭梯度类方法有 4 个主流的变种: HS (Hestenes-Stiefel) 方法、FR (Fletcher-Reeves) 方法、PRP

(Polak-Ribière-Polyak) 方法和 DY (Dai-Yuan) 方法. 其中 DY 方法由 Dai 和 Yuan [110] 在 1999 年提

出, 它只需要 Wolfe 搜索, 即可保证每步产生下降方向, 并且全局收敛.

4.1.2 二阶算法

Newton法 (又被称为 Newton-Raphson方法)是最为熟知的二阶算法,分别由 Newton和 Raphson

在 17 世纪近似求解方程的根时所独立提出, 因此其历史比最速下降法还要更为悠久. Newton 法的局

部收敛速度是由 Kantorovich [111] 于 1948 年给出的, 其具有比一阶算法更快的局部收敛速度, 但是每

步迭代需要计算 Hessian 矩阵的逆, 代价较大, 而且有时目标函数的 Hessian 矩阵无法保持正定, 从

而使得 Newton 法失效. 为了克服这两个问题, Davidon 于 1959 年提出了拟 Newton 法, 并稍后因为

Fletcher 和 Powell 的工作使得这个算法开始流行起来. 其基本思想是, 不用二阶偏导数而构造出可以

近似 Hessian 矩阵 (或 Hessian 矩阵的逆) 的正定对称阵. 不同的构造方法就产生了不同的拟 Newton

法, 其中被认为最有效的拟 Newton 法是由 Broyden、Fletcher、Goldfarb 和 Shanno 在 1970 年分别独

立提出的 BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) 方法 [112–115]. 在 BFGS 中, 需要用到一个 N 阶

矩阵, 当 N 很大时, 存储这个矩阵将消耗大量计算机资源. 为了解决这个问题, 减少 BFGS 迭代过程

中所需的内存开销, Liu 和 Nocedal [116] 提出了 L-BFGS (limited-memory BFGS) 方法.

另一方面, Newton法并不具有全局收敛的性质, Nesterov和 Polyak [117]提出了 3次正则化 Newton

法, 并证明了它的全局收敛性质. Cartis 等 [118,119] 提出了自适应的 3 次正则化 Newton 法, 并研究

了对应子问题的有效求解, 使得该方法成为求解无约束优化问题的主流方法之一. 当目标函数为凸时,

Nesterov [120] 又进一步对该算法进行了加速. 一个很自然的问题是加速后的 3 次正则化 Newton 法是

否是一个最优的二阶算法. Monteiro和 Svaiter [121] 给出了否定的答案.他们提出了一个加速混合邻近

外梯度方法 (accelerated hybrid proximal extra-gradient method),并证明了其对应的某个二阶变种具有

更快的收敛速度. 最近, Arjevani 等 [122] 通过构造一系列 “困难” 函数建立了二阶算法的下界, 并且此

下界与文献 [112] 中算法的收敛速度一致, 从而证明了 Monteiro 和 Svaiter 的算法是最优的二阶算法.

信赖域方法也是求解非线性优化问题的一类重要方法. 与其他算法所沿用的先确定搜索方向然后

选择适当的步长不同, 信赖域方法是先确定信赖域半径的大小, 然后在以当前迭代点为中心的信赖域

中寻找最好的试探步. Powell [123] (也可参见文献 [124])于 1970年对算法的收敛性作了一些先驱性的工

作. Yuan [125] 研究了非光滑优化的信赖域方法. 在信赖域方法中, 信赖域子问题的有效求解至关重要.

一些与子问题结构相关的良好性质已被发现 (参见文献 [126–128]), 并被用于子问题的快速求解算法.

4.1.3 高阶算法

高阶优化算法是利用目标函数的高阶导数信息进行优化迭代的算法. 与经典的一阶、二阶算法相

比, 研究发现高阶算法具有迭代复杂度更低的特点, 从而吸引了越来越多学者的目光来研究迭代复杂
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度到底与可用的导数阶数有着怎样的依赖关系.当目标函数为凸时, Baes [129]和 Nesterov [130]将加速三

次正则化 Newton 方法推广为一般的高阶形式, 被称之为加速张量方法. 但是该算法的收敛速度高于

已有的算法的下界 [122,131]. 在最近的 3个独立工作中, Gasnikov等 [132]、Jiang等 [133]和 Bubeck等 [134]

均在 Monteiro 和 Svaiter [121] 的算法框架下提出了类似的高阶算法, 并证明了其迭代复杂度与下界一

致, 因此是最优的高阶算法.

另一方面,当目标函数为非凸时,人们发现类似的现象,即在算法中引入高阶导数信息仍然可以有

效降低其迭代复杂度. Birgin等 [135] 提出了基于 p阶导数信息的 ARp (adaptive regularized p-th order)

算法来寻找一阶稳定点. Cartis 等 [136] 对 ARp 算法进行了修改, 使其能收敛到一个同时近似满足一

阶和二阶最优性条件的稳定解. 对于非凸优化问题来说, 高阶算法的另一个优点是可以被用来找到一

个 “质量” 更好的解. 具体来说, 非凸问题的稳定点里面除了局部最优点之外, 还包括鞍点. 怎样 “逃

离” 非凸问题的鞍点是机器学习,特别是深度学习中一个最为热门的课题.但是人们发现, 对很多具体

问题, 鞍点数量会随着问题规模的增大呈现指数级增长. Anandkumar 和 Ge [137] 及 Cartis 等 [138] 研

究了非凸优化问题的高阶最优性条件. 满足这些条件的点被称为高阶稳定点, 能够天然地排斥一些低

阶的鞍点. Anandkumar 和 Ge [137] 提出了一种基于 Newton 3 次正则化方法和目标函数 3 次导数信

息的算法, 且该算法可以保证收敛到问题的 3 阶稳定点. Cartis 等 [138] 提出了任意阶数稳定点对应的

临界指标, 并基于信赖域算法提出了一个能寻找 p 阶近似稳定点的算法.

4.2 带约束的优化问题

4.2.1 带一般非线性约束的优化问题

序列二次规划 (sequential quadratic programming)方法是目前认为求解非凸约束最优化问题最有

效的方法之一, 它最早由 Wilson [139] 在 1963 年提出, 然后由 Han [140] 和 Powell [141,142] 在 20 世纪 70

年代做出了重要的发展,所以该方法也曾被称为 Han-Powell-Wilson方法. 其基本思路是用 Newton法

去求解一阶 KKT 条件所对应的非线性方程组的解. 在每次迭代时, 它需要求解一个带线性约束的二

次优化问题. 而拟 Newton 法中近似 Hessian 矩阵的技术 (如 BFGS 方法) 也可以用来构造每步迭代

中的二次子问题.但是此方法可能会导致严重的病态情形的缺点也在 Powell [143] 的数值实验中有所暴

露. 序列二次规划方法是以罚函数作为效益函数, Fletcher 和 Leyffer [144] 首创的滤子方法能很好地选

择初始罚参数从而实现算法的全局收敛. Gould 和 Toint [145] 在 2010 年对等式约束的最优化问题提

出了不使用罚函数或滤子技术的信赖域序列二次规划方法, 并建立了其全局收敛性理论. 在此基础上,

Liu 和 Yuan [146] 进一步提出了结合线搜索的序列二次规划方法并建立其全局和局部收敛性理论.

4.2.2 线性约束的优化问题

下面考虑约束中仅存在线性约束的优化问题:

min f(x)

s.t. Ax = b,

其对应的增广 Lagrange 函数为

Lρ(x, λ) = f(x) + λT(Ax− b) +

(
ρ

2

)
∥Ax− b∥2.
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能处理一般非线性约束的乘子法在 20 世纪 60 年代末分别由 Hestenes [147] 和 Powell [148] 提出, 当应

用于带线性约束的问题时, 其具体迭代格式如下:

xk+1 = argminxLρ(x, λk),

λk+1 = λk + ρ(Axk+1 − b)1).

上述算法可能的难点在于更新 xk+1 的子问题比较难求解. 若求解的问题具有如下分块结构:

min f(x) + g(y)

s.t. Ax + By = c,

其对应的增广 Lagrange 函数变为

Lρ(x, y, λ) = f(x) + g(y) + λT(Ax + By − c) +

(
ρ

2

)
∥Ax + By − c∥2.

由于其具有分块结构, 因此可以修改乘子法的迭代格式得到如下形式:

xk+1 = argminxLρ(x, yk, λk),

yk+1 = argminyLρ(xk+1, y, λk),

λk+1 = λk + ρ(Axk+1 + Byk+1 − c).

这就是著名的交替方向乘子法 (ADMM). 其主要思想在于将更新原始变量的子问题求解分解成两个

相对容易的问题.交替方向乘子法最早由 Glowinski和 Marroco [149] 及 Gabay和 Mercier [150] 提出.虽

然其收敛性可以直接由 Douglas-Rachford 算子分裂法的收敛性得到 [151,152], 但是其收敛速度在最近

几年才被建立 [153,154]. 值得注意的是, Chen 等 [155] 通过巧妙构造反例说明了当交替方向乘子法应用

到三分块问题时有可能会发散. 近年来, 众多学者们提出并发展了交替方向乘子法的多个变种, 如随

机交替方向乘子法、并行交替方向乘子法和在线交替方向乘子法等. Hong 等 [156] 及 Li 和 Pong [157]

也提出用交替方向乘子法去求解一些非凸的问题并证明了其收敛性.

4.2.3 带流形约束的优化问题

流形优化是指带流形约束的非线性优化问题:

min f(x)

s.t. x ∈ M,

其中 M 是某种 Riemann 流形. 正交矩阵组成的 Stiefel 流形或 Grassmann 流形是一种常见的矩阵

流形. 近年来人们发现计算和应用数学、机器学习、数据科学和材料科学等领域的许多重要问题如

Bose-Einstein 凝聚问题、低温电子显微镜、相位恢复、深度学习、特征值的计算和电子结构计算等问

题都可以描述为一个流形约束的优化问题, 因而受到广泛的关注.

从求解的角度来说, 经典的非线性优化算法都可以求解流形的优化问题, 并应用在维数更高的

Euclid 空间中进行更新迭代. 但是这种做法并未利用流形的内在结构, 效率不高. 而专门针对流形的

1) 比较实用的增广 Lagrange方法的罚因子 ρ在每一步也要动态更新,例如, ρk+1 = max{tρk, ∥λk+1∥1+τ}或者 ρk+1 =
min{tρk, ρmax}, 其中 τ > 0, t > 1 为参数, ρmax 为给定的上界.
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优化算法保证每一步的迭代点都是在维数较低的流形上, 因而在实际中往往更有效. Absil 等 [158] 提

出了向量移动算子等概念并把收缩算子的概念应用到算法设计中来,研究并分析了流形上的线搜索方

法、Newton 法和信赖域算法等方法. 近年来, 学者们进一步探索了一些更高效的流形优化算法. 文

献 [159]利用 Cayley变换提出了保正交约束的算法格式,得到一种可行的算法. 但是对一般流形来说,

投影算子的存在性和唯一性不能得到保证. 文献 [160]证明了当流形满足某种性质时,投影算子是局部

存在的, 并指出这样的局部投影算子也是一种收缩算子. 基于此, 文献 [161] 提出了一种流形上的自适

应梯度法. 当目标函数非光滑时, 文献 [162] 提出了流形上的邻近梯度法. 文献 [163] 给出了流形上的

加速梯度法并从理论和数值上展示了其有效性. Zhang 等 [164] 也研究了用 ADMM 算法去求解带流形

约束的优化问题.在二阶算法方面, Riemann信赖域算法是一个常用的方法. 最近,文献 [161]提出了流

形上的自适应正则化 Newton算法,文献 [165,166]将 3次正则化方法推广到了流形优化中,文献 [167]

对正交约束问题设计了一种结构拟 Newton 算法.

4.3 特殊形式的非线性优化问题

4.3.1 多项式优化

多项式优化是指目标函数与约束皆为多项式的优化问题, 一个多元的高次多项式可表示为∑
α

fαx
α,

其中 xα = xα1
1 · · ·xαn

n . 在理论上与代数几何、交换代数和矩阵理论等纯数学领域一脉相连, 其应用包

括了航天器脉冲交汇最优燃料问题、传感器定位、模拟电路设计、稳定性分析与控制、电力系统中的

最优潮流和水网络中的阀门设置等问题.

平方和 (sum of squares, SOS) 多项式指的是可以写为多个多项式平方之和的多项式, 是多项式优

化理论与算法的基础. SOS多项式与非负多项式息息相关,对它们之间关系的探索最早可追溯到 1888

年. Hilbert 研究了 n 维实空间 2d 次非负多项式与 d 次 SOS 多项式之间的关系, 并证明了有且只有

在 (n = 1), (d = 1), (n = 3, d = 2) 这 3 种情形下两者是等价的. 那么进一步的问题就是非负多项式能

否写成若干有理多项式 (即多项式的比)的平方和,这就是著名的 Hilbert 23个问题中的第 17个问题.

关于该问题的历史进展详见 Reznick 2000 年的综述 [168].

在多项式优化的求解方面, 2001 年, Lasserre [169] 提出了现在被称为 Lasserre 层级 (Lasserre’s

hierarchies) SOS松弛方法. 具体来说, 该方法通过求解一系列半定规划问题来找到多项式优化问题的

最优解. 而其中每个半定优化问题都是原优化问题的一个下界, 随着半定规划的规模越来越大, 该下

界收敛到多项式优化的最优值. Nie 等 [170] 在 2006 年构造了新的 SOS 松弛逼近方法, 并在原多项式

问题最优值可以取到的假设下证明了新方法下界的收敛性. 特别地, 如果进一步假设梯度理想是根理

想, Nie 等证明了该算法的有限步终止性. 此成果被认为是该领域中的突破性代表工作.

另一方面, 寻求多项式优化问题的近似算法也是一个研究热点, 目前对一些具有特殊约束的高次

多项式能在理论上证明一些近似比. 2010 年, Luo 和 Zhang [171] 考虑了多个椭球约束的 4 次多项式优

化问题,将其松弛成二次半定规划问题并通过线性化方法建立了有效算法. 2010年, He等 [172] 对带多

个二次约束的任意次齐次多项式优化建立了基于张量松弛方法的近似算法. 2011 年 So [173] 采取计算

几何与张量松弛相结合的方法, 对同一问题提出了新的改进的近似算法. He 等 [174] 于 2014 年基于概

率不等式提出了一个易于实现的近似算法.
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4.3.2 张量优化

张量是指高维数据的一种排列方式,也是向量和矩阵的推广. 在数学上一个m阶 n1×n2×· · ·×nm

维张量可表示为 H = (hi1i2...im), ∀ ij ∈ {1, 2, . . . , nj}, ∀ j ∈ {1, 2, . . . ,m}. 其在微分几何、广义相对论、

弹性力学和固体力学等领域有重要应用. 从数据科学的角度来看,张量是一种具有特殊结构的大数据,

因此受到了越来越多的关注. 张量优化是指以张量分析为基本研究工具的优化问题,包含了张量分解、

张量最佳低秩逼近、张量低秩恢复、张量回归问题和张量特征值优化等.

张量分解最早由 Hitchcock [175] 提出, 该分解现在被称为 CANDECOMP/PARAFAC (CP) 分解.

20 世纪 60 年代, Tucker [176] 提出了另一种分解的概念, 现在称为 “Tucker 分解”. Kolda 和 Bader [177]

详细介绍了张量分解的发展历史、理论与方法. 基于张量 CP 分解与 Tucker 分解, 我们可以定义两

种不同的张量秩, 它们被分别称作 CP 秩和 Tucker 秩. 张量最佳低秩逼近能够使问题的维数有效地

降低, 已经被广泛地应用于求解很多实际的大规模问题. 基于 CP 秩的最佳秩 -r 逼近是最流行的模型

之一, 特别地, 当 r = 1 时, 该模型归结为最佳秩 -1 逼近, 是最简单但非常重要的一类最佳逼近问题.

高阶幂方法 [131] 是求解这类问题的主要方法之一, 具有良好的数值效果. 基于 Tucker 分解的最佳秩

-(r1, r2, . . . , rm) 逼近是另一个流行的模型, 高阶幂方法 [178] 也是求解这类模型的常用方法之一. 另外,

矩阵低秩 (稀疏) 恢复的问题也被自然地推广到了张量情形 (参见文献 [179]), 并被称为张量低秩恢复

问题. Hermite矩阵也找到了张量形式的推广 (参见文献 [180]), 其对应的秩和秩 -1逼近也有学者进行

了研究 (参见文献 [181]).

在统计中, 当学习的样本是张量数据、以张量为待估回归系数、响应变量和预测变量都是张量时,

Zhou等 [182] 提出了张量回归模型. 该模型为经典的线性回归和矩阵回归等模型提供了统一的框架,且

具有更为广泛的实际应用背景. 张量特征值的概念由 Qi [183] 和 Lim [184] 各自独立提出.在过去的十多

年里, 张量特征值的理论、算法和应用得到了快速发展, 详情可参见文献 [185,186].

5 机器学习中的优化算法

机器学习是一门高速发展的学科, 它的兴起与数学优化密不可分. 从最早 Rumelhart 等 [187] 用

反向传播优化神经网络, 到支持向量机的序列最小化法 [188,189], 再到当前一阶算法在人工智能软件中

不可替代的位置 (参见文献 [190–192]), 一部机器学习的发展史也是一部机器学习与数学优化的交互

史. 随着大数据时代的到来, 优化算法更是成为决定机器学习模型能否在生产实践中落地的一个关键

因素.本节旨在介绍机器学习中优化算法的新进展,包括凸优化和非凸优化中的一些重要结果,强调算

法的复杂性分析.

5.1 梯度法与次梯度法

首先, 以机器学习中的监督学习 (supervised learning) 为例. 从最优化角度来看, 可以将监督学习

描述成正则风险最小化问题. 该问题具体形式如下:

min
x

f(x) =
1

n

n∑
i=1

l(ξi, x) + ω(x). (5.1)

在上式中, {ξi}为训练数据, x为待优化的模型参数,风险 (损失)函数 l(ξ, x)用来衡量模型的好坏.例

如,在线性回归模型中, l((a, b), x) = 1
2∥b−aTx∥2. 在支持向量机模型中, l((a, b), x) = max{1−b⟨a, x⟩, 0}.
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ω(x)为关于模型复杂度的惩罚函数 (正则项).例如,在岭回归模型中,采用 ω(x) = λ
2 ∥w∥

2
2;在 Lasso模

型中, 采用 ω(x) = λ∥w∥1. 当 ω(x) ≡ 0 时, 问题 (5.1) 一般被称为经验风险最小化问题.

当模型目标函数 f(x)光滑时,机器学习中最常用的优化方法是梯度下降 (gradient descent)法,梯

度下降的一种最基本迭代形式为

xk+1 = xk − 1

L
∇f(xk),

其中 L为 f(x)的光滑系数. 首先介绍梯度下降法的一些理论结果.对于一般的光滑函数优化问题,梯

度法并不能直接保证迭代点序列的收敛. 当 f(x) 是光滑凸函数时, 我们可以用函数值误差来刻画求

解的精度. 令 f∗ 为最优值, 可以证明为了达到 f(xK) − f∗ 6 ε 的误差, 梯度下降法所需要的迭代步

数为 K = O(L/ε). 当 f(x) 具备强凸性时, 令 µ 为 f(x) 的强凸系数, 梯度法的迭代复杂度可以改进

至 O((L/µ) log(1/ε)). 若 f(x) 不是凸函数, 一般情形下无法保证收敛到最优函数值, 只能保证一些必

要最优性条件 (如 ∇f(x) = 0), 因此需要采用其他的标准来刻画非凸优化中的复杂度. 一个很自然的

想法是用迭代点梯度模平方 ∥∇f(xk)∥2 来度量收敛到一阶稳定点的误差. 可以证明, 为了得到一个 ε-

稳定点 (即满足 mink ∥∇f(xk)∥2 6 ε), 梯度下降法的迭代复杂度为 O(L/ε).

当问题 (5.1)具有光滑复合结构时,其损失函数 g(x) = 1
n

∑n
i=1 l(ξi, x)为一光滑函数而罚函数 ω(x)

为一结构简单的非光滑函数, 可采用更加一般的邻近梯度法去求解 xk+1 = proxγω(xk − γ∇g(xk)), 其

中, 邻近映射定义为

proxγω(x) = argminy

{
1

2γ
∥y − x∥2 + ω(y)

}
.

邻近梯度法的思想是先按照梯度步更新至过渡点 xk − γ∇g(xk),再从该点计算邻近映射得到 xk+1. 在

很多机器学习问题中, 尽管 ω(x) 非光滑, 但与之相关的邻近映射可以很快地算出. 例如, 在稀疏学习

中常常采用 ω(x) = λ∥x∥1, 其邻近映射可以由软阈值 (soft thresholding) 函数给出. 值得一提的是, 邻

近梯度法有很强的表达能力, 例如, 令 ω(x) 为集合 C 的指示函数: ω(x) = δC(x) 2). 邻近梯度法的迭代

可以表述为 xk+1 = argminy∈C∥y − (xk − γ∇g(xk))∥, 该方法也被称为投影梯度法. 理论分析表明 (参

见文献 [193]), 邻近梯度法的复杂度与梯度下降法同阶.

5.1.1 次梯度法

在机器学习的一些其他重要模型当中, 损失函数并不连续可导, 这一类模型包括常见的分位数回

归和支持向量机. 次梯度法 [194,195] 是解决这类优化问题的一种常见方法. 从复杂性角度看, 由于并不

假设函数的光滑性, 次梯度法的收敛速率一般比梯度法要慢. 对于一般 Lipschitz 凸函数, 次梯度法的

复杂度为 O(M2/ε2) (参见文献 [193]), 其中 M 为目标函数的 Lipschitz 系数. 当目标函数为 µ- 强凸

函数时 (µ > 0), 文献 [196] 通过加权平均的技术可以将复杂度改进至 O(M2/(µε)).

尽管次梯度法主要应用在凸问题中, 近年的研究表明, 次梯度法在非凸问题上也有理论保证. 最

近的一些工作 [197–199] 证明了次梯度法在较为广泛的非凸模型 (包括神经网络) 能渐近收敛到稳定

点. 在大规模非光滑非凸优化中, 文献 [200] 在邻近点算法里嵌套 (随机) 邻近次梯度法去近似求解子

问题, 提出了邻近 - 指导次梯度法并分析了该算法的收敛复杂度. 之后文献 [201] 进一步简化了分析,

证明了直接使用 (随机)次梯度法也能在该问题上得到同样的复杂度.值得注意的是,在分析复杂度时,

2) 指示函数定义为 δC(x) =

0, 若 x ∈ C,

+∞, 其他.
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邻近次梯度法和邻近梯度的收敛准则不同. 由于函数并不光滑, 次梯度法并不能保证迭代点是近似稳

定点, 仅能保证迭代点收敛到近似稳定点邻域内的速率.

5.1.2 Nesterov 加速算法

我们很自然会问, 梯度法是否是最优的一阶算法? 如果不是, 那是否存在更好的一阶算法, 以及

最优的迭代复杂度是多少? 在凸优化中, Nesterov [108,202] 开创性地提出了加速梯度法, 并证明了其在

光滑凸问题中的迭代复杂度是 O(
√
L/ε), 而在强凸光滑问题中的复杂度为 O(

√
L/µ log(1/ε)). 在这两

类问题中, Nesterov 加速算法都达到了专著 [203] 指出的一阶算法在黑盒模型下的复杂度下界, 因此

也被认为是凸优化中的一类最优算法. 进入 21 世纪后, Nesterov 加速算法的发展有许多重大突破. 文

献 [204] 在一类有结构特征的非光滑问题上提出了基于加速算法的光滑逼近算法, 得到了比次梯度法

更优的收敛速度. 进一步地, 文献 [205, 206] 将加速算法拓展到形如 f(x) = g(x) + ω(x) 的复合函数优

化问题上, 其中 g(x) 为光滑凸函数, ω(x) 为形式简单的惩罚函数, 被用来增强问题解的某些特性. 例

如, 在机器学习和信号处理中, 很重要的稀疏学习和压缩感知会采用基于 1- 范数的罚函数.

尽管 Nesterov 加速算法获得了巨大的成功, 但在很长一段时间内, 其算法机理并未被理解清楚.

因此, 近年来的不少工作试图对加速算法给予更直观的解释并提出改进. 这些工作包括基于半正定规

划的加速算法 [207]、基于几何方法的加速算法 [208]、基于二次逼近的加速算法 [209]、基于离散和连续动

态系统的加速算法 [210,211] 及与常微分方程建立联系的新型加速算法 [212].

在非凸优化中, 文献 [213]将 Nesterov加速算法拓展到非凸形式的随机和复合问题上,紧接着,文

献 [214] 将其推广到两项都非凸的复合函数优化问题中. 在非凸问题上直接使用加速算法, 得到的复

杂度的主项与一般梯度法的复杂度同阶, 因此改进的效果并不明显. 如果要进一步提升算法的速率,

可能需要挖掘问题更多的结构信息. 关于这一点, 在后文邻近点算法会有更多探讨.

5.2 条件梯度法

条件梯度法, 又称 Frank-Wolfe 算法, 在 20 世纪 50 年代由 Frank 和 Wolfe [215] 提出并用于求解

二次规划问题, 之后被推广到更一般的带约束非线性优化问题 minx∈C f(x). 这里假设 f(x) 为一光滑

凸函数, 而可行域 C 为一有界凸集. 条件梯度法的迭代形式如下:

yk = argminx∈C⟨∇f(xk), x⟩, (5.2)

xk+1 = (1 − γk)xk + γky
k. (5.3)

与投影梯度法不同, 条件梯度法的关键步骤 (5.2) 是通过求解一个线性优化问题去寻找下降方向 yk.

虽然条件梯度法的迭代复杂度 O(L/ε)并不是最优的, 但它也有不少独特优点. 特别地, 条件梯度法适

用于一些线性优化简单但投影计算复杂的问题. 例如, 在一类关于矩阵变量 X 的优化问题中, 约束集

为关于核范数的球约束 C = {X : ∥X∥∗ 6 k}. 投影到集合 C 需要做完整的奇异值分解, 而在该集合上

求解线性问题只需算出最大奇异值和对应的左右奇异向量, 从而将计算量大大减少. 因此, 条件梯度

法相比投影算法来说运行时间可以大大降低. 此外, 条件梯度法也能保证解的稀疏性, 特别是在可行

域是点集 A 的凸包时 (C = conv(A)) 的一类约束优化中. 在这类问题中, 线性子问题 (5.2) 的解可以

在凸包的顶点处 (即 A中)取到,而迭代解 xk 可以看成是初始点 x0 与 A中选定元素的凸组合.例如,

当可行域为 ℓ1 范数约束时, C = {∥x∥1 6 τ}, 可将 A 作为 Euclid 空间标准正交基组成的集合. 因此,

xk+1 相较 xk 最多只增加一个非零元. 取 x0 为零向量, 经过 O(1/ε) 次迭代之后, 条件梯度法的函数

920



中国科学 : 数学 第 50 卷 第 7 期

误差为 O(ε) 而解的稀疏度控制在 O(1/ε) 的数量级. 关于条件梯度法更多的理论性质和应用场景, 参

见文献 [216].

由于应用潜力巨大,条件梯度法成为机器学习优化中的一个重要课题.文献 [217]提出了条件梯度

滑动法,利用条件梯度法去求解加速算法的子问题,可以在保证迭代复杂度为 O(1/ε)的同时将梯度计

算量降至 O(1/
√
ε). 但一般来说, 条件梯度法的收敛速度很难进一步提升, 只有在一些更强的假设下,

才能达到线性速度 (参见文献 [218]). 文献 [219] 提出了坐标 Frank-Wolfe 算法, 用于求解结构支持向

量机的对偶问题, 它的算法复杂度与随机次梯度法同阶, 但因步长可以优化, 实际效果要好于后者. 文

献 [220] 证明了条件梯度法与次梯度法在一些更一般的强凸复合问题上的等价性. 近年来, 条件梯度

法被进一步推广到随机问题和非凸优化问题 (参见文献 [83, 221–223]).

5.3 随机优化法

用确定型 (deterministic)算法 (如梯度法)去优化机器学习模型,每次计算一阶信息需要遍历所有

数据. 当面临大数据问题时, 算法的迭代过程会变得非常耗时. 相较而言, 随机 (次) 梯度法每次迭代

只用随机选取的数据去估计 (次) 梯度, 因此有很高的运行效率, 是处理大规模优化问题时最常用的方

法. 随机优化的思想早在 20世纪 50年代 (参见文献 [224])已经被提出,但直到大数据时代,它才引起

机器学习社区的广泛兴趣, 其中最具代表性的是 Nemirovski 等的工作 [225]. 该文献提出了随机镜下

降法并研究了期望形式的随机凸函数优化问题:

min
x∈C

f(x) = EξF (x, ξ), (5.4)

其中 ξ是随机向量,而对于给定的 ξ, F (x, ξ)是关于 x的凸函数. 该文献是后续很多研究的基础,得到了

优化与机器学习领域的极大关注. 截至 2020年 1月 10日,该文献在SIAM Journal on Optimization十

年内下载量排行第一.逐渐地,随机优化问题成为机器学习与优化交叉领域的一大研究热点. 文献 [226]

将 Nesterov加速法成功应用在含光滑和非光滑两部分的复合函数优化中,将随机梯度法的复杂度改进

为 O(L/ε+ (M + σ)2/ε2),其中 L为光滑部分的光滑系数, M 为非光滑部分的 Lipschitz系数, σ2 为随

机梯度的方差. 在强凸非光滑问题上, 文献 [196] 将随机次梯度法的复杂度改进至 O((M + σ)2/(µε)).

在复合问题上, 文献 [227] 得到了最优复杂度 O(
√
L/µ log(L/ε) + (M + σ)2/(µε)). 由于迭代时间远小

于梯度法, 因此, 随机梯度法可以很快获得近似最优解. 但由以上理论结果也可以看出, 最坏情形下随

机算法的收敛速度为次线性. 如果求解的是有限和问题, 则确定型算法在足够长的运行时间之后很可

能会比随机算法得到精度更好的解.

近年来, 许多机器学习的研究工作又回到具有有限和形式问题 (5.1) 并研究强凸形式的目标函

数. 文献 [228] 在随机梯度法迭代中不断更新梯度的估计, 可以在总体上获得线性收敛速度的同时保

证随机梯度的快速迭代. 文献 [229] 提出了随机方差缩减梯度 (stochastic variance reduction gradient,

SVRG)法,在随机梯度算法中每隔一段时间计算一次完整的梯度 Ḡ,并用这个梯度来构造方差更小的

随机梯度 Gk = ∇lik(xk−1) − ∇lik(x̃) + Ḡ. 如果将随机梯度的计算次数作为比较标准, SVRG 达到了

O((n + L/µ) log(1/ε)) 的复杂度, 好于梯度算法的 O((nL/µ) log(1/ε)), 其中 n 是训练样本的个数. 进

一步地, 通过与加速算法结合, 随机梯度算法复杂度可以减少至 O((n +
√
nL/µ) log(1/ε)). 因此, 当 n

相对 L/µ 较小时, 加速算法比非加速算法有一定的优势 (参见文献 [230, 231]). 最近, 文献 [232] 研究

了统一的加速随机方差缩减法 (variance-reduced accelerated gradient, VARAG), 在 n 与 L/µ 不同的

相对大小时都取得了最优收敛率, 并且只需要更弱的强凸性假设.
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在非凸问题上, 文献 [213] 首次分析了随机梯度法的收敛性质, 并证明为了达到某种 ε- 近似稳定

点3), 该算法的迭代复杂度为 O(σ2/ε2). 在非凸有限和问题上, 文献 [233, 234] 分别推导出非凸 SVRG

算法, 获得了比梯度下降法更优的复杂度. 在方差缩减技术的基础上, 后续工作 [235–237] 等进一步降

低了随机算法的收敛复杂度.

5.4 坐标下降法

坐标下降法将模型变量根据坐标块划分, 每次只沿着部分坐标的方向更新. 当变量是通过计算坐

标梯度步来更新时, 我们也将这种方法称作坐标梯度法. 由于子问题的规模和维度相对较小, 较梯度

法而言,坐标下降法能够更快地迭代,是另一种求解大规模优化问题的有效方法,并被广泛运用在统计

和机器学习中 (如文献 [238,239]). 按照坐标遍历的顺序, 可将坐标下降法分为循环坐标法和随机坐标

法, 前者是按照给定的顺序循环更新变量, 而后者是按照随机方式选取变量进行更新. 尽管坐标下降

法历史悠久,早期的研究更多分析循环坐标法及其渐近收敛性 (如文献 [240–242]), 直到 21世纪,坐标

下降法的算法复杂性才开始得到重视. 一个重要的突破是 Nesterov [243] 和 Strohmer 和 Vershynin [244]

发展的随机坐标梯度法. 相较于循环坐标法, 随机坐标梯度法的复杂性更容易分析, 技术也更容易拓

展.在此之后, Richtárik和 Takáč [245,246] 的一系列工作将随机坐标下降法拓展到复合优化问题和并行

计算中. 文献 [247,248] 将坐标梯度用在风险最小化的对偶形式上, 取得了好于随机梯度法的表现. 近

年来,循环坐标下降法的分析也有不少进展.文献 [249]证明了循环坐标下降法的复杂度并提出了加速

循环坐标法. 尽管在该理论下循环坐标法复杂度不如随机坐标法, 但实验显示两种方法实际性能很接

近. 近期的一项工作 [250] 构造出了二次函数例子, 证实了在最坏情形下, 循环坐标法要比随机坐标法

慢 O(d2) 倍, 其中 d 为坐标个数.

值得一提的是, Nesterov [243] 在其工作中也推导了加速版本的随机坐标法. 尽管该方法迭代复杂

度比一般坐标梯度法有所改进, 但并不被认为在实际应用中有很大优势, 主要原因是该加速法每次迭

代需要更新所有变量, 计算量过大. 之后的工作 [251] 观察到可以通过变量替换避免一次更新所有坐

标, 从而将加速坐标梯度法运行时间大大缩减, 使之在实际中有效. 文献 [252] 研究了加速并行坐标梯

度法在复合问题上的效率. 文献 [253] 将加速坐标梯度法拓展到强凸的复合问题上. 之后的一系列工

作 [254–256] 改进了采样方式, 进一步减小了加速坐标梯度法对于 Lipschitz 系数的依赖.

近年来, 非凸机器学习成为坐标下降法的一个主要应用场景. 文献 [257–259] 等一系列工作将坐

标下降法运用在稀疏学习、矩阵和张量分解等一系列重要的机器学习问题上. 文献 [260–262] 分别研

究了非凸随机问题、带线性约束的非凸问题和非凸非光滑问题中坐标下降法收敛至近似稳定点的迭

代复杂度. 需要注意的是, 一般的收敛性分析至多只能保证迭代子序列的收敛. 如果要得到全序列的

收敛性, 需要借助一些额外条件, 如 Kurdyka- Lojasiewicz 性质 (参见文献 [258,263]).

5.5 邻近点算法

邻近点算法 (proximal point method) 是另一种求解大规模机器学习优化问题的重要方法. 与邻

近梯度法相比,邻近点法最大的不同是它并不直接利用目标函数 f(x)的梯度信息,而是通过增加二次

项, 将原问题转化为一系列子问题去求解. 给定点 xk, 邻近点法定义 xk+1 为以下邻近子问题的解:

min
x

f(x) +
1

2ν
∥x− xk∥22, (5.5)

3) 满足 E∥∇f(x̄)∥2 6 ε, 其中 x̄ 为根据某种概率分布随机选取的历史迭代点.
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其中 ν > 0为某选定的参数. 根据之前定义的邻近映射,可将邻近点法的迭代式写为 xk+1 = proxνf (xk).

相比直接优化 f(x), 子问题 (5.5) 增加的二次项使得其目标函数的凸性更强, 条件数更小, 从而更有利

于迭代算法去求解. 在凸优化问题中,文献 [230,264]分别提出了催化剂法和加速近似邻近点法去求解

问题 (5.1). 这类方法可以利用常见的方差缩减梯度法和坐标梯度法等一阶算法当成黑盒去求解邻近

子问题, 并能达到最优的迭代复杂度. 其关键技术是在邻近点法的基础上采用 Nesterov 加速技术并调

整合适的子问题求解精度, 从而在理论上提升算法的收敛速度.

另一方面, 邻近点法也为非凸优化提供了解决思路. 文献 [265] 拓展了催化剂算法的框架, 将邻近

点算法运用在非凸问题, 并能自动适应问题的非凸性. 之后的一些重要工作着重解决了一类病态的弱

凸问题. 为简单起见, 我们分析 f(x) 是光滑函数的情形. 如果存在 µ > 0 使得

f(x) > f(y) + ⟨∇f(y), x− y⟩ − µ

2
∥x− y∥2,

则称 f(x)是 µ-弱凸函数,而 µ为其弱凸系数. 由上述定义不难看出,如果 f(x)是 L-光滑函数,则它

必然有弱凸系数 L. 一个更有趣的场景是 µ 远小于光滑系数: µ ≪ L, 此时称函数 f(x) 是病态的. 因

为病态非凸函数形式上已经非常接近凸函数, 一种合理的直觉是此时通过 Nesterov 加速技术可以进

一步加快算法收敛. 例如, 文献 [266] 将邻近点算法与加速随机梯度法结合求解有限和问题, 如果将随

机梯度计算次数作为标准, 该方法取得了 O(µ(n +
√
nL/µ)/ε2) 的复杂度, 在病态问题上远好于随机

方差缩减算法的复杂度 O((n2/3L)/ε2). 在带线性约束的非凸问题上, 文献 [267] 提出了基于二次罚函

数的广义非精确邻近点法,用加速复合算法去求解带罚函数的邻近点子问题.文献 [262]将加速坐标梯

度法与邻近点算法结合去求解非凸光滑和复合问题,在病态的非凸问题上得到了比坐标下降法更好的

收敛速度. 由以上研究可以看出, 将邻近点算法与加速算法结合可以大大加快一些非凸问题的求解.

5.6 内点法和 Newton 法

二阶算法由于需要求解线性系统, 常常被认为不适于大数据问题. 尽管当前机器学习中主要的优

化工具是基于一阶算法, 然而在一些有结构的问题当中, Newton 法和内点法等二阶算法也有巨大应

用潜力. 文献 [268] 分析了 Newton 法在复合问题上的收敛性, 并验证了 Newton 法在一些机器学习

问题中比一阶算法更有优势. 文献 [269] 将支持向量机转成对偶形式并用内点法去求解. 在内点法或

Newton 法中, 构造正则方程或计算 Hessian 矩阵复杂度为 O(nd2), 而计算方程组的复杂度为 O(d3).

当训练数据量远大于特征维度时 (n ≫ d),算法的复杂度为 O(nd2),因此,计算瓶颈在于构造线性系统

而并不是求解该系统. 之后的不少研究工作试图进一步减少二阶算法的时间. 一种主要的思路是利用

随机方法去估计二阶信息,在不损失过多精度的前提下降低运行时间. 例如,在 Newton法中可以通过

随机投影或随机采样 (参见文献 [270,271]) 的方式估算 Hessian 矩阵.

5.7 一些非凸优化问题

5.7.1 低秩矩阵优化

在一类矩阵优化问题中, 希望从一些有噪声或不完全的观测中恢复低秩矩阵. 问题描述如下:

min
M∈Rn×m

f(M)

s.t. rank(M) 6 r,
(5.6)
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其中 r 为远小于 m 和 n 的整数, f(M) 为在观测数据上的损失函数. 低秩优化的应用包括矩阵补全、

相位恢复、盲反卷积和鲁棒主成分分析等. 由于秩约束在优化上较难处理,需要对约束进一步处理. 第

一种方法是凸松弛技术,将秩约束松弛成核范数的约束或惩罚项,在一定的假设下,凸松弛的问题有很

好的统计性质, 如鲁棒性, 接近最优样本复杂度, 而且可以利用较为成熟的凸优化算法去逼近最优解

(参见文献 [272, 273]). 求解核范数的问题常常需要投影梯度法或者邻近梯度法 (参见文献 [274, 275]),

迭代时需要完整的 SVD (singular value decomposition) 分解, 因此在问题规模大时收敛非常缓慢. 另

一种方法是前文提到的条件梯度法 [276], 通过求解线性子程序来避免完整 SVD 分解. 然而, 尽管凸优

化方法有很好的理论性质, 但凸松弛技术有一定的不足之处, 一个最大的难点是松弛问题中通常需要

维护完整的高维矩阵, 因此, 算法的计算和存储空间开销非常大. 解决这个难点的一个有趣的思路是

采用随机草图 (sketch) 技术做解的低秩近似, 通过牺牲一定精度来节省计算资源 (参见文献 [277]).

另一种低秩问题的方法是直接进行非凸优化. 这样做的一大好处是计算效率的提升. 例如, 可将

秩约束替换为对矩阵 M 的因子分解: M = XY T, X ∈ Rn×r, Y ∈ Rm×r, 进而把原问题转变为对因子

变量的优化问题. 由于 X 和 Y 相对规模较小, 计算和内存的开销比凸松弛模型会显著下降. 另一方

面,尽管非凸优化仍然是 NP难,但现实中的数据一般都有些统计和结构信息可以利用,使得问题往往

更容易求解. 一种分析思路是证明问题的局部收敛性. 文献 [278–281] 证明了在一定的假设下, 模型的

全局最优解附近存在一个足够大的吸引域, 只要初始点选取到该区域, 迭代过程可以稳定收敛到该最

优解. 另一种研究思路是基于损失函数的全局性质分析, 虽然空间被鞍点划分为许多局部区域, 但在

一些假设下 (如足够多的数据),可以证明局部最优往往就是全局最优 (参见文献 [282–284]). 关于低秩

问题的非凸优化算法, 可参见近期的综述文献 [285].

5.7.2 跳出鞍点

由于很多重要的非凸问题已被证明不存在虚假的局部最优解, 只要能够在优化过程中逃离鞍点,

就能保证收敛至全局最优解. 因此, 研究优化算法能否以及如何有效逃离鞍点成为当前一个热点问题.

Lee 等 [286] 证明了在一些宽泛的条件下, 对梯度法、坐标梯度法、邻近点法和镜下降法等一阶算法来

说,几乎所有的初始点都能保证解跳出严格鞍点. 之后的工作 [287]在非凸二次问题上证明了重球法和

加速算法能以比梯度法更快的速度逃离鞍点. 此外, 一些工作分析了一阶算法跳出鞍点的复杂度. 文

献 [288] 指出, 在最坏情形下, 梯度算法需要指数时间才能逃离鞍点. 文献 [289, 290] 为了探索负曲率

搜索方向, 在梯度算法中加入了随机噪声, 从而更有效地逃离了鞍点. 与此同时, 一些工作证明通过利

用二阶信息可以比一阶算法更有效地收敛到一阶稳定点, 甚至可以逼近二阶稳定点. 例如, 文献 [291]

用一阶算法近似求解三次正则化法 [117] 的子问题,避免了构造 Hessian矩阵和矩阵求逆. 文献 [292]在

梯度下降中检查负曲率信息, 在函数接近凸函数时利用邻近点算法和加速算法加快收敛.

5.7.3 深度学习中的优化

深度学习是当前机器学习最重要的研究热点. 深度神经网络一般被认为是层次较深、结构复杂的

人工神经网络, Hinton [293] 用 “深度” 这一称谓来区别于传统的 “浅层” 模型, 而后者常指感知机和支

持向量机等传统模型. 在工业和开源软件中, 人们通常用随机梯度法来求解神经网络模型, 因为随机

梯度法每次迭代的运行速度快, 有极高的效率. 相较之下, 尽管复杂的算法 (如方差缩减梯度法或者二

阶算法) 理论性质更优, 但其实际效果有待更深入的研究. 接下来将着重关注深度学习中优化算法的

进展.
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一般的随机梯度法仅利用当前梯度信息下降, 因而很容易陷入局部最优解. 改进随机算法的第一

种思路是引入动量. 与梯度法不同的是, 动量法迭代利用了历史所有梯度信息, 能较为鲁棒地抵抗噪

声和局部陷阱. 加拿大 Hinton 团队的工作 [294] 分析比较了传统随机梯度法、动量法和 Nesterov 加

速算法, 并将加速法看成是一种加入了校正因子的动量法. 该项工作在一些深度自编码器和递归神经

网络的例子中证实了动量的有效性及 Nesterov 算法的巨大优势.

神经网络训练的另一个突破是自适应算法的应用. 自适应梯度法 (adaptive gradient, AdaGrad)由

文献 [295] 提出, 主要处理一些稀疏数据和不平衡的数据集. AdaGrad 的思想是利用历史梯度的二阶

矩均值, 给不同参数提供不同的步长 (学习率), 从而更有效地利用优化过程的局部特征. AdaGrad 的

不足之处是历史的梯度权重相同, 而对于非凸模型, 很可能更邻近的迭代点信息更多, 需要更多权重.

之后的一些工作采用加权平均的自适应步长, 并用于求解深度学习模型 (参见文献 [296–299]). 尽管在

实际中广受欢迎,但自适应法并未得到学界一致肯定. 文献 [300]在一些图像问题中观测到自适应法的

泛化能力显著弱于随机梯度法,从而认为自适应法的价值有限.另一方面,也有工作 (如文献 [301,302])

指出自适应算法在一些模型中 (如强化学习、生成对抗网络)比随机梯度效果好.深度学习结构非常复

杂,算法的性能不仅受到参数调整的影响,也与具体的问题相关.如何公平地评估深度学习算法性能仍

是一个有待研究的问题 (参见文献 [303,304]).

尽管随机梯度法是神经网络优化的最主要选择,但也有不少工作试图采用其他算法去训练神经网

络. 文献 [305] 采用邻近坐标梯度法分层训练神经网络, 该算法比随机梯度能收敛更快且易于并行, 但

代价是需要用更多的内存维护中间变量. 文献 [306] 将神经网络目标函数部分线性化并利用 Frank-

Wolfe 法去求解子问题, 由于 Frank-Wolfe 算法步长可以直接优化, 因此, 该方法比随机梯度调参更加

方便, 在训练时间更短的情形下取得了与随机梯度接近的测试效果.

深度学习的优化是一个比较庞大的研究领域, 除了以上提及的算法应用, 也有不少理论研究新进

展, 例如, 神经网络的全局蓝图分析 [307] 和过参数化神经网络 [308,309] 等. 限于篇幅, 本节无法涉及深

度学习理论的各个方面. 关于深度学习中优化的更多进展, 可以参见近期的综述文献 [310].

5.8 小结

本节介绍了一些在机器学习中的主要优化算法和重要研究问题.随着大数据和人工智能时代的到

来,数学优化在机器学习中的应用越发广泛而深入,而机器学习也为数学优化带来了更大的挑战.纵观

全节, 我们认为近年来机器学习中的数学优化发展有几个特点. 首先, 尽管很多问题的最坏情形算法

复杂度早已给出, 但现实中的问题往往并不是最坏情形, 通过利用更多的数据信息和模型结构, 高效

的算法不断被提出, 一定程度上在不断打破之前的认知. 而随着机器学习与优化的不断交互, 越来越

多的传统优化算法重新焕发生命, 在新的场景下有了新的意义. 其次, 机器学习研究重点由线性模型

演变为复合结构模型, 而优化问题也由凸优化变为更为复杂的非凸优化. 图灵奖得主 Yann LeCun 十

多年前曾做过报告 “Who is afraid of non-convex loss functions?”, 认为凸模型虽然很好优化, 但非凸模

型在实际中更为有用. 因此, 他强烈呼吁当时的学界不要惧怕 NP 难问题, 要去迎接非凸模型的挑战.

如今, 如何更好地优化非凸模型已成为一个最重要的研究热点, 如深度神经网络的优化问题.

6 组合问题中的优化算法

在传统的组合问题研究中, 人们一般通过观察问题的特点, 设计出针对性的组合算法. 在理论计

算机及组合数学领域, 针对这些问题已经有大量表现优良的各种算法. 随着线性规划等标准优化模型
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求解算法的成熟及算法包的开发, 诸多研究者开始尝试利用优化模型和算法解决组合问题, 并提出了

一些系统性的解决方案. 本篇综述旨在通过一些经典的简单例子, 针对领域内的主要方法做一个简略

的介绍. 由于篇幅有限并且组合问题的模型类型极为丰富, 因此对各种组合问题及其变种, 以及对应

的最新成果和各种复杂算法不做展开.

6.1 基于线性规划的组合问题优化算法

大量的组合问题都可以表示成 (混合)整数线性规划问题,并可以采用分支定界 -割平面等方法进

行求解,但是这些方法普遍难以进行理论分析.本节主要介绍如何将整数线性规划问题中的整数约束松

弛成线性约束,并从松弛问题 (线性规划)的解出发构建原问题的解. 通过分析松弛问题及其对偶问题

的结构, 利用对偶拟合等技术框架设计算法并进行近似率的理论分析. 本节的主要内容参见文献 [311]

及相关学术论文.

6.1.1 基于线性松弛问题解结构的算法

在经典的最大二分匹配问题、运输问题和最大流问题中, 整数规划的线性松弛问题本身一定存

在满足整数约束的最优解, 因此, 这个松弛问题的最优解也是原问题的最优解. 特别地, 通过单纯

形法求解线性松弛问题一定可以得到这样的最优解. 以最大整数流问题为例, 给定无圈的单向网络

G = (V,E),其中 V 为网络的顶点集合, E 为有向边的集合.有向边 e = (i → j)的起点定义为 o(e) = i,

终点定义为 d(e) = j. 定义 xe 为有向边 e 上的流量, 流量必须为非负整数且不可超过最大流量 ce. 我

们将不可行的边 (i → j) /∈ E (包括虚拟边 (i → i)) 上的最大流量设成 cij = 0. 那么从起点 O 到终点

D 的最大整数流量可以表达为整数线性规划问题:

max
∑
j∈V

xOj

s.t.
∑
j∈V

xvj =
∑
i∈V

xiv, 对所有的 v ∈ V/{O,D},

0 6 xij 6 cij , 对所有的 i, j ∈ V,

xij ∈ Z, 对所有的 i, j ∈ V.

(6.1)

其线性松弛问题为

max
∑
j∈V

xOj

s.t.
∑
j∈V

xvj −
∑
i∈V

xiv = 0, 对所有的 v ∈ V/{O,D},

0 6 xij 6 cij , 对所有的 i, j ∈ V.

(6.2)

这个线性规划问题的每个自变量 xij 除了自身的上下界约束之外, 最多只出现在 i 和 j 对应的两个

约束中, 其系数分别为 1 和 −1. 进一步地, 可以证明约束中的系数矩阵是一个全幺模矩阵 (totally

unimodular matrix), 即矩阵的任意方阵子矩阵的行列式为 1、−1 或者 0. 由线性规划的基础可行解定

义可知下面的定理:

定理 6.1 标准线性规划问题

max{cTx | Ax 6 b, x > 0}
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中的矩阵 A 如果是全幺模矩阵, 且约束变量 b 是整数变量, 那么其所有基础可行解都是整数解. 因此,

单纯形法所求得的最优解 (除非无解或无界) 一定也是整数解.

判定全幺模矩阵的方法可参见文献 [312]. 具体地, 对最大整数流问题可利用以下判定方法:

定理 6.2 (Ghouila-Houri) 如果一个 n × m 的矩阵 A = (Aij) 中的全部元素 Aij 都是 0、1 或

−1, 并且存在一个行 (列) 集合的分割 R = R1 ∪R2 使得对任何一行 j, 有∑
i∈R1

aij −
∑
i∈R2

aij ∈ {−1, 0,+1},

那么这个矩阵一定是全幺模矩阵.

针对另一些问题, 虽然其数学规划问题的系数矩阵不是全幺模矩阵, 但是其线性松弛问题的解存

在特殊的结构. 一般在这类问题中, 自变量除了自身上下界约束最多出现在两个约束条件中, 或每个

约束条件最多出现两个自变量. 举例而言, 在边覆盖问题中, 需要选取最小费用的顶点集合, 以保证图

的每个边上至少有一个顶点被覆盖. 设 ci 为顶点 i 上的费用, 决策变量 xi = 1 (0) 代表选取 (不选取)

顶点 i. 其整数规划问题的线性松弛问题为

min
∑
i∈V

cixi

s.t. xi + xj > 1, 对所有的 (i, j) ∈ E,

0 6 xi 6 1, 对所有的 i ∈ V.

(6.3)

对于上述线性规划问题的任意一个基础可行解, 考虑进入基的边约束集合 ES 和顶点约束集合 VS

(xi = 0 和 xi = 1 不可能同时出现). 构建这些边 ES 构成的图 G′, 每条边都对应约束 xi + xj = 1. 考

虑图 G′ 的连通分支, 每个连通分支中, 如果存在某个顶点对应的约束进入基, 那么由于 G′ 边上的约

束 xi + xj = 1, 此连通分支上所有的顶点 i 都有 xi = 0 或 xi = 1. 如果每个连通分支中不存在某个顶

点对应的约束进入基, 那么由基的特性, 决定 m 个变量需要 m 个约束, 即这个图有 m 条边. 一个边

数等于顶点数的连通图被称为 “伪树”, 其必定是某个树加上一条边, 并且有唯一的一个圈. 由于基中

的约束必须线性无关, 所以圈的长度必定是奇数. 对奇数长度的圈, 所有的 xi = 1/2 才能保证边约束

xi + xj = 1 的成立. 因此, 这个连通分支上所有的 xi 都等于 1/2.

定理 6.3 线性规划问题 (6.3) 的任何基础可行解中 xi 一定取值 0、1 或者 1/2.

类似地, 考虑无关平行机排序的最小最大处理时间问题 (makespan). 有 N 个机器 M 个任务, 任

务 i 在机器 j 上的工作时间 pij 各不相同. 需要确定工作的安排以保证每个任务均被安排到某台机器

上完成; 以及一个最小工作时长 T , 使得每台机器均可以在时间 T 内完成工作. 这个问题的整数规划

形式中, 每个变量出现在最多两个约束中, 因此考虑主基础可行解的基变量集合. 主基础可行解中基

变量集合所对应的图存在类似的伪森林结构 (每个连通分支都是树或者伪树). Lenstra 等 [313] 利用这

个伪树结构, 从基础可行解出发, 构建出简单的调整算法将连续解转变为整数解, 保证在每台机器上

比连续解多工作一个工序的时间.

定理 6.4 如果工作 i 在机器 j 上的工作时长 pij 存在统一上界 t, 并且线性规划问题

min

{
T

∣∣∣∣对所有的机器 j 有
M∑
i=1

pijxij 6 T, 对所有的工作 i 有
N∑
j=1

xij = 1, x > 0

}
的最优值为 T ∗, 那么存在一个工作安排使得所有机器均在 T ∗ + t 时间内完成全部工作.

具体算法及分析细节可参见文献 [311,313].
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6.1.2 基于线性松弛解的随机算法

由线性松弛解生成整数解的最常见思路是,将线性松弛问题的连续解的取整余数看作随机概率从

而执行随机策略. 特别地, 覆盖 (满足) 及指派类型的问题天然比较适用此类算法.

对于覆盖 (满足) 类别的约束, 我们以经典的最大可满足性 (maximum satisfiability) 问题为例. 此

问题需要寻找 Bool 变量 b1, . . . , bn 的最优设置, 使得子句集合 C 中被满足的子句权重最大. 每个子句

c = (
∨

i∈S+
c
bi) ∨ (

∨
i∈S−

c
bi) 被满足当且仅当对某个 i ∈ S+

c , 有 bi = 1; 或对某个 i ∈ S−
c , 有 bi = 0. 其

线性松弛问题为

max
∑
c∈C

wcyc

s.t.
∑
i∈S+

c

xi +
∑
i∈S−

c

(1 − xi) > yc, 对所有的 c ∈ C,

0 6 xi, yc 6 1, 对所有的 i ∈ N, c ∈ C.

(6.4)

给定此问题的任意解 (x, y), 取 bi 为均值 xi 的独立 Bernoulli 分布. 此时子句 c ∈ C 被满足的概率为

1 −
∏
i∈S+

c

(1 − xi) ×
∏
i∈S−

c

xi > 1 − e
−

∑
i∈S

+
c

xi−
∑

i∈S
−
c
(1−xi) > 1 − e−yc > (1 − e−1)yc.

因此, 基于线性规划的独立随机算法可取得 1 − e−1 的逼近率. 文献 [314, 315] 将此方法与经典算法结

合, 将最大可满足性问题的逼近率提升至 3/4.

在牵涉指派变量的问题 (如平行机排程问题) 中, 其指派约束条件
∑

j xij = 1, x > 0 天然对应随

机指派策略, 即将工作 i 以概率 xij 安排到机器 j 上. 如果各个工作之间采取独立随机策略, 那么机

器 j 上随机完成时间期望值为
∑

i pijxij , 协方差为

√∑
i

p2ijxij(1 − xij) 6
√∑

i

p2ijxij .

一个常见的思路是将工作时长的约束转换为线性或二次锥约束, 利用概率不等式保证约束 (如机器的

最大工作时长) 被大概率满足. 常用概率不等式包括 Markov 不等式 (一般用来控制软约束的松弛倍

数), Chebyshev 不等式 (一般用来转换为二次锥问题) 和 Hoeffding 不等式 (一般用来松弛成线性问题

并保证大概率满足约束). 此外, 对于目标函数或单个关键约束, He 等 [316] 证明了随机变量在均值一

侧的概率至少是

P(ξ > E[ξ]) > 1 − 1

2
√

3 + 3

1

κξ + 3
,

其中 κξ 是随机变量 ξ 的峰度 (kurtosis), κξ 对大部分分布是一个较小常数.

对于一些应用场景, 独立随机的算法设计无法很好地满足问题需求. 例如, 在组合指派问题中, 一

组物品 J (假设每个物品只有一个) 需要被分配给一组参与者 N . 参与者 i 的满意程度 Vi(Si) 取决于

其所得组合 Si, 其只有得到足够多的产品时才会满意. 用 xji = 1 (或 xji = 0) 代表将物品 j 指派 (或
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不指派) 给参与者 i, 在价值函数满足超模性质时, 问题可以建模并松弛成以下线性规划问题:

max
∑

i∈N,S⊆2J

Vi(S)yi(S)

s.t. xji > yi(S), 对所有的 i ∈ N, j ∈ S ⊆ 2J ,∑
i∈N

xji = 1, 对所有的 j ∈ J,

xji > 0, 对所有的 i ∈ N, j ∈ J.

(6.5)

在这类问题中需要强化一组随机事件同时发生的概率, 因此需要采用非独立随机算法. Kleinberg 和

Tardos [317] 利用线性规划最优解值的大小关系设计出随机算法, 算法中不同物品被随机安排到同一个

参与者手中的概率高度强相关. Ge等 [318] 通过将指派约束理解成单纯形中的一个点,并且通过单纯形

随机切割建立了几何随机算法. 此算法也可以理解成独立指数分布的投影变换, 因此对很多较为复杂

的随机结构可以给出简单的理论分析. 几何随机算法和 Kleinberg 等的相关随机算法在绝大多数问题

上逼近率一致.

此外, Ageev 和 Sviridenko [319] 设计了 Pipage Rounding 算法. 此算法针对一般性整数问题

max{L(x) | x ∈ X}, 其中可行域 X 是整数集合, L(x) 是定义在整数集合上的简单函数 (如线性函

数). 然后, 算法在松弛可行域 X ′ 内寻找原目标函数 L(x) 的松弛最优解 xL, 然后从 xL 出发逐步生

成函数值更好并且整数分量个数严格多的连续可行解, 并保证某个 L 的凸 (或沿 dx 方向凸) 的近似

函数 F 的值的提升. 具体来说, 需要对任何非整数解 x 找到一个方向 dx, 使得向 x + tdx 正向及负

向调整时均可找到一个比 x 整数分量严格多的 (松弛) 可行点. F (x + tdx) 对 t 的凸性保证了这两个

点中至少有一个点比 x 更好 (整数分量更多并且 F 的值不差). 算法只在 xALG 为整数解时停止, 并

且 F (xALG) > F (xL). 由于 F 是 L 的近似函数, 我们保证了 xALG 是 L 函数的一个高质量的近似解.

Pipage Rounding 算法在一般指派问题 [320]、带费用限制的最大覆盖 [321] 等诸多问题中取得了非常好

的效果. 特别地, 在次模优化领域, 由于多重线性扩张函数是天然的逼近函数 F , 这个算法已经成为领

域内的主流算法之一 (参见文献 [322,323]).

6.1.3 对偶填充算法

另一类算法是利用线性松弛问题及其对偶问题的结构, 从松弛问题的一组主问题初始整数 (不)

可行 - 对偶 (可行) 不可行解出发, 逐步构建一组主问题整数可行 - 对偶可行的解. 由弱对偶定理, 对

偶可行解对应对偶目标值是原问题最优值的界,因此只需要对比最终主问题整数可行解和对偶可行解

之间的比例即可得到算法的近似比. 针对集合覆盖问题, Goemans 和 Williamson [324] 给出了基于对偶

填充法的算法和基于互补松弛条件的分析思路. 集合覆盖问题的目标是寻找一组费用最小的集合覆

盖所有的元素. 定义集合 S 的费用为 CS , 决策变量 xS = 1 (或 xS = 0) 代表选取 (或不选取) 集合 S.

其整数规划可松弛为线性规划:

min
∑
S⊆S

CSxS

s.t.
∑
S:i∈S

xS > 1, 对所有的元素 i,

xS > 0, 对所有的 S ⊆ S.

(6.6)
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其对偶问题为

max
∑
i∈N

yi

s.t.
∑
i:i∈S

yi 6 CS , 对所有的 S ⊆ S,

yi > 0, 对所有的元素 i.

(6.7)

算法将集合 S 看作容量为 CS 的池子, y 作为开关持续打开的时间, 并且如果打开元素 i的开关, 则以

匀速向所有包含 i的池子 S 注水 (即 yi 以同样的匀速增长). 从 x = 0和 y = 0开始,首先打开所有的

开关, 这时所有 yi 都匀速增长. 当某个池子 S 的容量被注满后, 关闭所有 i ∈ S 的开关, 并设 xS = 1.

当所有的开关都被关闭后, 算法停止.算法保证了对偶解 y 的可行性. 进一步地, 线性规划的强对偶松

弛条件中的主松弛条件被满足, 即 xS ̸= 0 当且仅当
∑

i:i∈S yi = CS . 注意到每个开关 i 必定是因为某

个池子被注满而关闭, 所以,
∑

S:i∈S xS > 1, 即这个元素 i 被某个被选取的集合覆盖. 进一步地, 对偶

松弛条件不被满足, 但是有 ye ̸= 0, 则
∑

S:i∈S xS 6 fi 6 f , 这里 fi 是元素 i 的频度 (出现的集合次

数), 而 f = maxi fi 被定义为集合簇的频度. 根据如下定理, 此算法的近似比不超过 f :

定理 6.5 如果标准线性规划问题

OPT = min{cTx | Ax > b, x > 0}

及其对偶问题

OPT = max{bTy | ATy 6 c, y > 0}

存在一组可行解 (x, y) 同时满足如下条件:

(1) 主互补松弛条件. xj > 0 当且仅当

cj 6 α
m∑
i=1

Aijyi;

(2) 对偶互补松弛条件. yi > 0 当且仅当

βbi >
n∑

j=1

Aijxj ,

则 αβbTy > cTx, 并且

cTx 6 αβOPT, bTy > 1

αβ
OPT.

对偶填充算法的近似比还可以利用所谓的参量揭示线性规划 (factor-revealing LP) 进行分析, 例

如, Jain 等 [325,326] 用此给出了选址问题的对偶填充算法的近似比上界. 此方法将问题的一些参量及

算法中间生成变量设为待定参数, 将算法的规则和参数的关系转化为这些待定参数线性约束, 而近似

比则被某个线性或分数线性目标函数所揭示. 因此, 最大近似比问题被转化为一个线性规划问题, 可

以直接通过数值求解此线性规划问题得到问题近似比的上界. 参量揭示线性规划对于对偶填充算法和

大量的类似算法都是非常行之有效的理论分析工具, 在多个领域内被广泛应用.
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6.2 基于半正定松弛和锥松弛的组合优化算法

随着半正定规划等锥优化方法的发展,大家开始尝试用这些非线性优化模型去松弛组合问题的整

数模型. Goemans 和 Williamson [327] 首先利用半正定规划松弛大幅改进了尘封近半个世纪的最大割

问题近似比. 类似方法被 Feige 和 Goemans [328] 等用来改进了最大满足问题 (Max-SAT) 和最大有向

割问题的近似比.

假设无向图 G = (V,E) 中的每条边 (i, j) ∈ E 有非负权重 Wij , 最大割问题目标是将图的顶点集

合 V 分为两部分并最大化被分割的边的总权重. Goemans 和 Williamson [327] 采用 xi = 1 或 xi = −1,

表达顶点 i 被分割到的部分, 并建模成二次模型:

W2 = max
∑

(i,j)∈E

wij
1 − xixj

2

s.t. x2
i = 1, 对所有的 i.

(6.8)

然后他们将整数约束松弛成半正定规划问题:

WSD
2 = max

∑
(i,j)∈E

wij
1 −Xij

2

s.t. Xii = 1, 对所有的 i,

X ≽ 0.

(6.9)

(6.9) 是凸的半正定规划问题, 可以求解出其最优解 X∗. 将半正定矩阵 X 看成随机变量的协方差矩

阵, 生成整体随机变量 ξ ∼ N(0, X), 然后令 xi = sign(ξi). Goemans 和 Williamson [327] 证明了下面的

定理:

定理 6.6 存在常数 α, 对于任意的边 (i, j) ∈ E, 此算法生成的解满足

E

(
1 − xixj

2

)
=

1

π
arccos(Xij) > α

1 −Xij

2
,

这里的常数取值大约为 α ≃ 0.878577.

此近似比在 UGC (unique game conjecture) 猜想为真时是紧的. 此算法和结论存在一个直观的理

解. 由于矩阵 X 是半正定矩阵, 因此存在实矩阵 U 使得 X = UTU . 定义矩阵 U 的第 i 列为 ui, 由

于 uT
i ui = Xii = 1, 因此所有的 ui 都是单位向量. 将 ui 看成单位球上的向量, ξi 可以看成某 (球面

上均匀分布) 随机方向 v 和 ui 的内积, 而 xi 是代表以方向 v 切割后被切割到的集合. 两个夹角为

θij = arccos(ui · uj) = arccos(Xij) 的向量被切割的概率为
1
π arccos(Xij).

最大割的一个推广为最大 K 割, 即如何将图切割成 K 份以最大化切割边的总权重. 对于最大 K

割问题,可以采用 K− 1维空间中以原点为中心的 K 个顶点的单纯形的顶点作为分割集合的表征,得

到松弛问题:

WSD
K = max

∑
(i,j)∈E

wij
K − 1

K
(1 −Xij)

s.t. Xii = 1, 对所有的 i,

Xij > − 1

k − 1
, 对所有的 i 和 j,

X ≽ 0.

(6.10)
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也可以采用复数形式进行建模, 例如, K = 3 时顶点 j 被切割至集合 k 当且仅当 zi = e
k
3 2πi. 两个顶点

i 和 j 如果被切割至同一集合, 则 zi · zj = 1; 否则 Rezi = −1
2 . 因此, 问题可以建模成:

W3 = max
∑

(i,j)∈E

Wij
2

3
(1 − Rezizj)

s.t. zi ∈ {1, e
2
3πi, e

4
3πi}, 对所有的 i.

(6.11)

然后松弛成半正定规划问题:

WSD
3 = max

∑
(i,j)∈E

wij
2

3
(1 − ReZij)

s.t. Zii = 1, 对所有的 i,

ReZij > −1

2
, 对所有的 i 和 j,

Z ≽ 0, 即 Z 是 Hermite 矩阵.

(6.12)

根据半正定矩阵 ReZ 可生成实数随机变量 ξ ∼ N(0, Z), 然后做随机切割 (投影至二维平面再均匀切

割) [329], 即可得到 0.836 的近似比:

E(1 − zizj) > 0.836008(1 − Zij).

进一步地, 在最大等分割 (max-bisection) 和最大平衡割 (max-balanced-cut) 问题中, 对切割集合

的大小存在一定平衡约束. 对这类问题, Frieze 和 Jerrum [330] 在约束中加上 (eTx)2 6 c 以控制切割

集合大小, 对应在松弛问题中采用 eTXe 6 c2 即可. 算法中首先从半正定矩阵解 X∗ 生成一个权重较

好的割, 然后通过随机调整 (或贪婪调整) 策略平衡切割集合的大小. 之后, Ye [331] 给出了分析平衡对

近似比影响的关键步骤并将近似比改进到 0.699, Raghavendra 和 Tan [332] 利用添加线性割约束的技

巧 (Lasserre lift-and-project system) 将近似比改进到 0.85, Austrin 等 [333] 进一步地将近似比改进到

0.8776. 此近似比在 UGC 猜想为真时是紧的.

近年来, 随着全正定和协正定优化方法的兴起, 研究者们开始尝试采用将整数模型转化 (松弛)成

此类模型求解,并设计相应算法. 例如, Natarajan等 [334] 将一类随机组合问题转化为全正定优化问题,

Kong 等 [335] 利用协正定优化模型处理随机预约问题, 均取得了良好的效果.

6.3 次模优化及拟阵优化

在传统营销中, 不同的营销渠道会触达不同的顾客群体. 考虑营销渠道集合 S 所触达的顾客群体

总人数, 记为函数 F (S). 一个直观的观察是随着已投放广告数目的增长, 新的广告所能够触达的新顾

客的人数越来越少. 在实践中, 大量的离散函数具有类似的差分单调减性质, 这类函数被称为次模函

数. 类似于连续优化领域的凸函数,分离性定理和对偶理论对离散定义域 (格点集合)中的次模函数成

立 (参见文献 [336]), 其 Lovász 扩张等价于凸扩张, 因此可以利用凸优化方法帮助求解此类目标函数

的最小化问题.此外,其差分单调减性质又类似于凹函数的特性,因此对于最大化问题往往可以利用此

性质构造出高质量的近似最优算法. 在动态决策领域特别是库存管理领域, 往往可以递归证明价值函

数满足类似于次模的离散凸性质, 并且以此为依据可以构造出高效的动态决策算法. Vondrák [337] 提

供了利用离散凸性构建组合算法的综述, Topkis [338] 给出了大量的应用问题及次模优化理论在实践中

的应用, Murota [336] 介绍了大量的离散凸函数性质及相应的理论基础. 接下来简短地介绍次模函数的

基本性质及相关优化算法:
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6.3.1 次模函数定义及基础性质

格点集 (约束集合): 对空间内的任意两个点 x 和 y, 定义 “或” 和 “与” 运算, 分别代表在空间

每个维度取最大 (最小) 值:

(x ∨ y)i = max{xi, yi}, (x ∧ y)i = min{xi, yi}.

格点集定义为一个集合 X, 使得集合 X 内的 “或” 和 “与” 运算结果还在集合 X 内, 一般情形下只考

虑格点集合内的离散凸优化问题. 整数点集合, 或者任意全序集合 (如一维集合) 显然都是格点集合.

关于格点集合有几个重要的事实: 一是格点集合的交或者 Cartesian 积还是格点集合, 二是任意紧的

格点集合 X 都存在一个最大点 x和一个最小点 x, 三是集合 {(x, y) : ax− by > c} 在 a 和 b同号时是

格点集合.

目标函数 (次模函数): 在格点集定义域 X 内, 次模函数定义为对任意 x, y ∈ X, 有

f(x) + f(y) > f(x ∨ y) + f(x ∧ y).

也可以采用等价条件, 如果 u, v > 0, 并且 u 与 v 相互垂直, 那么

f(x + u) − f(x) > f(x + u + v) − f(x + v).

对二次函数而言, 次模性等价于 Hessian 矩阵 A 的非对角元素全部非正.

Lovász 扩张: 次模函数 f(x) : {0, 1}N → R 的 Lovász 扩张将 fL(x) = Eξf({i : xi > ξ}) 函数从

离散定义域 {0, 1}N 拓展到连续定义域 [0, 1]N ,其中 ξ 为 [0, 1]之间的均匀分布.在离散定义域 {0, 1}N

上, fL ≡ f . 由于 Lovász扩张的定义方式 (期望值),其最小值和最大值一定可以在可行域 [0, 1]N 的边

界上取到. 一般最小化时采用 Lovász 扩张的这个性质, 即

min{f(x) | x ∈ {0, 1}N} = min{fL(x) | x ∈ [0, 1]N}.

此外, 对任意的给定 x ∈ [0, 1]N , 其 Lovász 扩张只需要计算原函数在最多 N + 1 个集合上的取值 (按

xi 的大小进行排序) 即可.

多重线性扩张: 次模函数 f(x) : {0, 1}N → R 的多重线性扩张为

fM (x) =
∑
S⊆N

f(S)
∏
i∈S

xi

∏
i/∈S

(1 − xi),

此处每个 N 的子集合 S 对应整数特征变量 1S , 因此, 可以将函数 f 等价转换为集合函数 f . 这个函

数在每个维度是线性的 (如果固定其他维度的变量). 由于多重线性扩张的定义方式 (期望值), 其最小

值和最大值一定可以在可行域 [0, 1]N 的边界上取到, 一般最大化时采用多重线性扩张的这个性质, 即

max{fM (x) | x ∈ [0, 1]N} = max{f(x) | x ∈ {0, 1}N}.

对于次模函数, 有以下重要结论:

(1) (Lovász 扩张的凸性) 次模函数 f(x) : {0, 1}N → R 的 Lovász 扩张是凸扩张 (在离散定义域

{0, 1}N 上不超过 f 的最大凸函数).

(2) (分离性定理)如果函数 f 和 g 是格点集合 X = {0, 1}N 上的次模函数,并且对任意 x ∈ X,有

f(x) > −g(x), 则存在仿射线性函数 L(x) 使得对任意 x ∈ X, 有 f(x) > L(x) > −g(x).
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(3) (解的单调性) 如果函数 f(x, t) : S → R 是定义在格点集合 S ⊆ X × T 上的次模函数, 并且 X

和 T 都是格点集, 那么对于任意的给定 t, 最优解集合 X∗(t) = argmin{f(x, t) : (x, t) ∈ S} 是格点集
合, 并且是关于 t 单调增的, 而且 F (t) = min{f(x, t) : (x, t) ∈ S} 是格点集合 {x : ∃ (x, t) ∈ S} 上的次
模函数.

6.3.2 次模集合函数极小化和极大化

次模集合函数极小化: 对于次模集合函数 f(x) : {0, 1}N → R, 由于其 Lovász 扩张 fL 是 [0, 1]N

上的凸函数, 因此可以求出其在 [0, 1]N 上的最小值. 由 Lovász 扩张性质

min{f(x) | x ∈ {0, 1}N} = min{fL(x) | x ∈ [0, 1]N},

此最小值就是原函数 f 在 {0, 1}N 上的最小值. 值得注意的是, 函数 fL 不可微, 但是由其定义在每个

点都可以迅速给出具体的函数值及次梯度,因此可以用经典的投影梯度法快速求解 fL 的近似极小值.

求解精确的极小值及最优解则相对比较困难, Schrijver [339] 给出的精确算法需要 O(n5)步迭代、O(n7)

次函数估值和 O(n8) 次四则运算 [340], 之后的 Iwata-Fleischeer-Fugishige 算法 [341] 改进到 O(n7 lnn)

次函数估值及四则运算. Hochbaum [342] 进一步地确定如果可行域是 {0, 1}N 的子格点集合, 则次模函

数最小化问题存在强多项式时间算法.

次模集合函数极大化: 一个典型的问题是最大 K 覆盖 (max-K-cover) 问题, 给定全集 S 和一组

集合 {S1, . . . , SN}, 寻找其中的 K 个使得所覆盖的元素个数最多. 采用 xi = 1 或 xi = 0 表达集合 Si

被选取或不被选取, 则目标函数 F : {0, 1}N → R 为集合族 A 所覆盖的元素个数 F (A) = |
∪

i∈A Si|.
注意到 F 是秩函数 (归零化的单调次模函数). 对于秩函数最大化问题 max{f(A) | |A| 6 K,A ⊆ N},

逐步贪婪法 (逐步添加贡献最大的元素) 的近似比 (参见文献 [343]) 是 1 − (1 − 1
K )K > 1 − 1

e . 除非

P = NP , 这个近似比 1 − 1
e 是紧的 (参见文献 [344]). 如果函数 F 是非负次模函数 (但是非单调),

Buchbinder等 [345] 设计的前向 -后向双贪婪搜索算法可达到 1
2 的近似比, 并且这个近似比是紧的 (参

见文献 [346]). 更一般的问题是拟阵 (matroid) 约束下的次模最大化问题 max{f(S) : S ∈ I}. 拟阵 I

定义为全集合 N 的子集构成的集合族 (独立集), 需要满足如下条件: (1) 空集为独立集; (2) 独立集

的子集为独立集; (3) 扩张性质 (独立集 A 比独立集 B 元素多, 则存在 A 中的一个元素, 将其添加

至 B 得到更大的独立集). 当函数 f 是秩函数时, Vondrák [337] 首先用连续贪婪算法 (本质上是梯度

法) 得到 f 的多重线性扩张函数 fM 的一个 1 − 1
e − ϵ 近似最优解, 然后对 fM 进行 Pipage Rounding

改进解的整数性从而得到同样的近似比. 很多组合问题都可以被转化为拟阵约束下的次模最大化问

题. 例如, (次模) 资源配置最大化问题, 有 m 个玩家 (集合 P ) 和 I 种资源 (假设每种一个, 资源集合

记为 L). 玩家 i 得到资源集合 Si 的收益函数 Wi(Si) 是秩函数. 目标是寻找社会收益
∑m

i=1 Wi(Si)

最大化的资源分配方案. 其转化的主要技巧是对每个资源 j 做 m 个备份 (i, j), 将每种资源配置方案

{S1, S2, . . . , Sm} 映射到集合 M(S) =
∪m

i=1{(i, j) | j ∈ Si}. 拟阵 M 的基础集为 X = P × L, 独立集为

I = {S ⊆ X | |S ∩ {P × {j}}| 6 1, j ∈ L}. 类似地, 一般指派问题也可以用类似方法转化为拟阵约束下

的秩函数最大化问题.因此,次模资源配置最大化问题和一般指派问题均存在 1− 1
e 的近似比. 如果函

数 F 满足 (γ, β)- 费用分配机制, 则资源配置最大化存在 1−1/e
βγ 近似比 (参见文献 [347]).

拓展: 虽然次模函数本身可以定义在一般的格点集合上, 但是在组合优化领域一般只适用于集合

相关的组合问题 (定义域包含于 {0, 1}N ). 在更广的整数格点集中需要更强的离散凸性, 如 L♯- 凸性.

集合 D 被称为 L♯-凸当且仅当集合 L(D) = {(x, t) | x− te ∈ D, t ∈ Z+}是格点集合,这里 e是全 1向
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量. 定义在 L♯- 凸集合 D 上的函数 f 被称为 L♯- 凸函数当且仅当 g(x, t) = f(x− te) 是 L(D) 上的次

模函数. 特别地, 当 D = ZN 条件等价于

f(x) + f(y) > f

(⌊
x + y

2

⌋)
+ f

(⌈
x + y

2

⌉)
.

L♯-凸函数 f 在 L♯-凸集合 D 中的局部最小值一定是整体最小值. Lovász扩张 fL 等价于函数的凸扩

张, 因此在整数 L♯- 凸集合 D 中的最小值一定等于在 D 的凸包中 Lovász 扩张 fL 的最小值. 在动态

规划模型

Vt(x, y) = min{F (x, y) + αVt+1(y) | (x, y) ∈ X}

中, 如果函数 F (x, y) 是 L♯- 凸函数, X 是 L♯- 凸集合, 则可以递归证明 Vt(x) 是 L♯- 凸函数. 此性质

在动态库存管理等多个应用领域起到了至关重要的作用.

此外, 一个需要特别提及的研究方向是 Onn [348] 关于组合凸规划的系列工作, 其一般形式考虑

图的边集合 E 上的 d 维权重函数 W、边集合的子集族 S 和凸函数 C : Rd → R, 并考虑问题

max{
∑

e∈F C(W (e)) | F ⊆ S}. 他们证明了权重维度 d 较小的情形下, 拟阵约束下的组合凸规划问

题均是强多项式时间可解的, 具体来说, 很多分割问题 (如向量分割问题)、聚类问题还有凸的二次指

派问题等都是多项式时间可解的.

7 整数优化问题与算法

整数优化 (混合整数规划)模型泛指优化问题中决策变量 (部分决策变量)只能取整数值的优化问

题. 整数型决策变量的引入大大提升了数学模型的建模能力, 它在经济、管理、交通和工程中有众多

应用 (参见文献 [349–352]). 例如, 在决策问题中, 0-1 型整数变量可以描述是否采取某种决策, 一般的

整数变量可以描述带有不可分割属性的决策变量. 在提升建模能力的同时, 整数变量的引入对优化问

题的求解带来了新的挑战. 与连续凸优化问题不同, 即使结构非常简单的线性整数规划问题也可能是

NP难的, 在理论上不存在对一般整数优化问题都有效的多项式时间求解算法. 因此, 求解整数优化问

题的算法设计和求解效率与每种问题的特殊结构密切相关.

7.1 求解整数优化问题的一般算法

求解整数优化问题精确解的一般性算法框架主要包括穷举算法 (包括分支 - 定界算法和隐式

穷举)、基于刻画可行区域凸包的算法 (包括各种割平面算法和凸化可行集算法) 和分解算法 (列生

成、Lagrange分解和 Benders分解等). 除了上述基于数学规划的算法外, 还有一大类算法基于交换代

数中的 Gröbner 基多项式来构造整数优化问题的求解算法 (如文献 [353]). 本小节只针对数学规划的

方法做简要回顾.

穷举算法可以确保找到整数优化问题的全局最优点解. 由于穷举法的计算效率非常低, 在现实应

用中更为切实可行的算法是被称作 “分支 - 定界” 的隐式穷举算法 (branch and bound algorithm). 分

支 -定界算法是求解任何整数优化问题精确解的一般算法框架 (参见文献 [351]). 它的主要思想是把优

化问题的可行区域逐步分解为小的子集 (分支), 然后分别求解这些子集上经过松弛的子问题, 求解松

弛问题提供了每个分支的上界或者下界. 算法通过比较不同分支的上界或者下界的大小来控制是否进

一步对子集进行分割,从而避免了穷举所有可行解,以达到加速求解的效果.用一个线性整数优化问题

minx{cTx | Ax 6 b, x ∈ Zn} 来简要说明求解过程, 其中 Zn 表示整数集合. 在此问题中, 忽略整数约束
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后构成松弛问题 minx{cTx | Ax 6 b}. 任何情形下,求解松弛问题总是构成了原问题的一个下界. 假设

求解松弛问题后得到的实数解为 x0 = (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n);可以选择其中一个非整数变量 x0

i 进行分支: 将

原来的可行解区域分解为 xi 6 ⌊x0
i ⌋和 xi > ⌊x0

i ⌋+ 1,其中 ⌊y⌋表示小于等于 y 的最大整数. 算法分别

对每个子问题再进行松弛问题的求解, 例如, 分支 xi 6 ⌊x0
i ⌋ 对应的子问题为 {cx | Ax 6 b, xi 6 ⌊x0

i ⌋}.

在对不同子问题的松弛问题的求解过程中, 如果恰好得到一个整数解 x̂, 则这个可行解构成了原问题

目标函数的上界 cTx̂. 在其他分支松弛问题的求解过程中, 如果某个分支的松弛问题返回的最优解为

x̄, 且目标函数满足 cTx̄ > cTx̂, 那么这个分支就被停止了. 则这个过程也被成为 “剪枝”. 通过剪枝过

程可以有效地减少搜索的复杂度. 分支 - 定界算法只是一个框架性的算法, 其求解效率还取决于几个

因素: (i)每个子问题松弛问题产生下界 (上界)的质量, 即逼近子问题真实解的质量. 松弛问题提供的

下界或者上界的质量越高就越有可能尽早剪枝, 删除不必被探索的分支. (ii) 松弛问题求解的速度. 松

弛问题的求解效率决定了算法在有限时间内可以探索分支 (节点)的数量. 在求解松弛问题时,往往还

需要设计有效的 “热启动” 方法: 使用父节点的解的信息来加速子问题松弛问题的求解过程. 上述两

点往往是矛盾的, 质量较高的松弛方法通常需要更长的计算时间. (iii) 选择需要分支的变量顺序和探

索分支的顺序.在算法完成剪枝后,变量的分支顺序和探索分支的顺序对整体算法效率有很大影响.常

用的探索分支策略有深度优先搜索、广度优先搜索和下界优先搜索等方法. 专著 [349–351]对分支 -定

界算法有比较全面的描述. Achterberg 等 [354] 对比了各种分支算法的特点, 并提出了可靠的分支的新

方法. Morrison 等 [355] 较为全面地总结了分支 - 定界算法中分支策略及节点的探索策略和选择策略.

Ostrowski 等 [356] 针对具有对称属性的混合整数线性优化问题提出了新的分支 - 定界算法并取得了

较好的计算效果. 文献 [357] 介绍了商业级整数规划求解器在设计分支 - 定界算法中使用的各种加速

方法.

刻画整数可行解集合形成的凸包是线性整数优化问题的另一大类算法. 其中, 割平面 (cutting

plane method) 算法在求解某些线性整数规划问题中最为有效. 割平面算法的主要思想是, 在原问题

中, 通过添加线性不等式约束, 使得松弛问题的最优解逼近整数解. 割平面也被称作有效不等式, 其本

质是刻画由整数可行点组成的凸包. 例如, 考虑一个 0-1 规划问题的可行区域

{x ∈ {0, 1}5 | 2x1 − 5x2 + x3 − 3x4 + x5 6 −3}.

当 x2 = 0 和 x4 = 0 时, 这个不等式左边变为 2x1 + x3 + x5. 由于右端为 −3, 显然, 在这种情形下不

存在可行解, 因此可以加入不等式 x2 + x4 > 1 作为割平面 (有效不等式) 来保证 x2 和 x4 不同时取

0. 研究如何自动产生割平面的方法是整数规划研究的一个重要分支. 其中产生割平面最常用的方法

是 Chvátal-Gomory (CG) 方法 (参见文献 [350]). 考虑一个整数集合 {x ∈ Zn
+ |

∑n
i=1 aixi = b}, 其中

ai ∈ R 和 b ∈ R 都是实数. 使用 CG 方法可以得到有效不等式
∑n

i=1⌊ai⌋xi 6 ⌊bi⌋, 这个割平面被称作
Gomory 割平面. 结合原有约束

∑n
i=1 aixi = b, 可以得到不等式

n∑
i=1

(ai − ⌊ai⌋)xi > bi − ⌊bi⌋,

这个不等式也被称为 Gomory分数割平面. 基于上述产生割平面的方法, Gomory指出,在松弛问题中

不断加入 CG 割平面, 最终算法会收敛到整数解 (参见文献 [351]). 对于混合整数优化问题, 使用 CG

方法不一定能得到有效不等式. 因此需要考虑另一类被称作混合割平面 (mixed-integer rounding cut)

的方法. 使用二维空间作为例子, 考虑集合 A = {(x, y) ∈ R+ × Z | y + x > b} 和集合 B = {(x, y) ∈
R+ × Z | y − x 6 b}. 如果 f = b− ⌊b⌋ > 0, 则不等式 x > f(⌈b⌉ − y) 是集合 A 的有效不等式, 不等式
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y 6 ⌊b⌋ + x
1−f 是集合 B 的有效不等式. 上述构造混合割平面的方法可以推广到更一般的 n 维空间中

(参见文献 [351]). 现代割平面算法基于多面体和强有效不等式理论, Jünger 等 [358] 总结了可以使用割

平面算法高效求解的混合整数规划模型. 割平面算法中加入其他的技巧可以大大提升该方法的效率

(如文献 [359]). 在现代求解整数优化方法中,割平面一般结合到分支定界中使用,被称作分支 -割平面

算法. 该算法最成功的应用之一是能有效求解旅行商问题 (traveling salesman problem). Grötschel 和

Holland [360] 总结了分支 - 割平面算法在求解旅行商问题中的各种应用. 在分支 - 割平面算法中, 比较

常用的割平面还包括提升割平面 (lifting cut)和析取割平面 (disjunctive cutting plane). 提升割平面构

造的主要思想是, 在更高维度的空间来表示整数解集的凸包, 然后采用投影和线性化的方式构造割平

面 (参见文献 [361]). 构造提升割平面的方法与在 0-1优化问题中的多面体的锥表示有密切的关系 (参

见文献 [362]). Gu 等 [363] 研究了构造序列提升割平面的方法. Chen 和 Dai [364] 研究了使用序列提升

割平面在给定最小覆盖结构下的计算复杂度问题,证明了该问题仍然是 NP难的. Ceria等 [365] 讨论了

提升割平面在一般整数优化问题中的应用. 在实际使用该算法时, 子问题中加入了多个割平面不等式

后问题的规模会变大, 有研究提出可以结合内点算法加快求解速度 (如文献 [366]). 在使用割平面时,

通常会产生多个备选的割平面, 如何选择合适的割平面与求解效率有密切关系. Dey 和 Molinaro [367]

比较了各种割平面算法针对不同问题的表现, 并讨论了选择割平面的方法和一些理论结果.

总体来看, 目前对线性 (混合线性) 整数优化的研究和应用已趋于成熟. 在理论方面, 利用现代

格点 (lattice) 理论、群论和交换代数等工具已发展出比较深刻的结论. 其中比较有代表性的工作是

Lenstra [368] 提出的方法, 证明了维数固定的线性整数规划问题是多项式时间可求解的. 随着计算机性

能的飞速提升, 整合了多种整数规划算法的通用求解器的求解性能有了飞速发展. 其中最著名的代表

有 GUROBI、CPLEX 和 FICO XPRESS 等商用求解器. 以往在实际应用中无法在有效时间内求解的

模型, 现在可以在合理时间内求解 (参见文献 [369] 对各种优化求解器的性能的对比). 与此同时, 不断

涌现的新模型和实际应用的需求给求解大规模整数优化问题提出了新的挑战,如超大规模的整数规划

问题 (包括航空调度、电力调度) 和在线求解的需求 (参数在线变化, 在较短时间内求解; 模型中包含

随机参数; 模型中包含众多非线性函数等). 这些需求和挑战为整数优化研究提供了新的领域和方向.

7.2 非线性整数优化

非线性整数优化问题是指目标函数或者约束包含非线性函数的整数优化问题.非线性整数优化问

题的研究主要由各种实际应用驱动,在化工合成、分子结构设计、机械制造、工业生产计划、经济规模

问题和生产制造等领域的诸多应用都可以用非线性整数优化形式建模和求解 (如文献 [352, 370]). 对

这些问题的研究催生了基于 Lagrange 对偶理论的次梯度搜索算法、外逼近算法、广义 Bender 分解、

非线性割平面算法和各种凸化算法的发展 (参见文献 [370–372]). 然而, 非线性整数优化理论的系统性

和完整性及实际算法的有效性都与线性整数优化问题还有很大差距. 非线性整数优化问题的研究更依

赖于问题本身的特殊结构,针对不同的问题,其求解算法也不同.尽管分支 -定界的算法框架仍然适用

于非线性整数优化问题,针对不同的问题构造松弛问题的算法也不同.例如,非凸整数优化问题的连续

松弛问题仍然是一个连续非凸问题,其本身就是一个难以求解的问题.文献 [373]对非线性整数优化问

题做了系统回顾. 在理论层面, Hemmecke等的综述文献 [374]对非线性整数优化的基础理论做了系统

梳理, 特别是对固定维数整数规划的计算复杂度做了系统分类. 文献 [375] 提出使用不动点映射迭代

的方法求解整数优化问题,开辟了研究的新思路. 文献 [352,370]系统介绍了求解非线性整数规划的各

种算法和技巧. 20 世纪 90 年代, 锥优化理论和内点算法的发展给非线性规划的求解带来新的思路和
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方法. 本小节主要回顾几类可以用凸锥优化技术构造求解的特殊的非线性优化问题.

决策变量是 0-1 型整数变量的二次优化问题是具有最简单结构的非线性整数优化问题, 它在许多

领域有广泛应用 (参见文献 [352,370]). 无约束的 0-1 二次优化问题可以表示为

(01QP) min
y

{yTQy | y ∈ {0, 1}n},

其中 Q 是一个对称矩阵. 在许多应用中, 决策变量取值为 {−1, 1}, 可以通过变换 yi = 1
2 (xi + 1),

xi ∈ {−1, 1}, 将上述 0-1 二次型优化问题等价变换为

(BQP) min
x

{xTQx + cTx | x ∈ {−1, 1}n},

其中 c ∈ Rn. 尽管一般的 0-1 型二次优化问题是 NP 难的, 当矩阵 Q 具有特殊形式时, 该问题存在多

项式时间复杂度的求解算法. 例如, 当 Q 的非主对角元都是非正实数, 或者当 Q 的秩是定值, 或者矩

阵 Q 是三对角矩阵时, 对应的 0-1 无约束二次优化问题都可以被有效求解. Li 等 [376] 总结了可以多

项式时间求解的 (BQP) 问题. 通常整数优化问题的最优性条件是难以刻画的, 但是针对问题 (BQP),

Beck 和 Teboulle [377] 提出了刻画其最优解的充分必要条件. 对于一般的 0-1 二次优化问题, 学者们提

出了求解精确解的多种方法, 包括基于代数的方法、线性化方法、割平面算法和分支定界算法等. 文

献 [370,378] 对这些方法做了详细总结. 在分支 - 定界算法框架中, 需要构造松弛问题以求解下界. 针

对问题 (BQP), 半正定规划 (和二阶锥) 松弛为该问题提供了比连续松弛 (连续松弛是把 xi ∈ {−1, 1}
放松为 xi ∈ [−1, 1]) 更紧的松弛方法 (参见文献 [362, 379, 380]). 问题 (BQP) 的半定规划松弛可以通

过多种方式得到. 考虑齐次形式的 (BQP) 问题 (不失一般性, 可以忽略线性项), 将 xi ∈ {−1, 1} 等价
替换为 x2

i = 1, 问题 (BQP) 可以看成是一个带有二次型约束的二次优化问题. 该问题的凸化逼近 (也

被称作 Shor 松弛), 可以由 Lagrange 对偶理论得到:

max
y∈Rn

{eTy | Q− diag(y) ≽ 0, y ∈ Rn},

其中 diag(y) 表示对角元素为向量 y 的对角矩阵, e 表示全 1 向量. 上述半定规划形式的对偶问题是

min
X∈S

{X •Q | Xii = 1, i = 1, . . . , n;X ≽ 0}.

如果令 X = xxT,则其中 x ∈ {0, 1}n 等价于 X ≽ 0, Xii = 1且 X 的秩为 1. 可以看出上述半定规划松

弛是放松了秩为 1 的要求. 在组合优化部分已经提及 Goemans 和 Williamson [327] 使用上述半定规划

松弛给出最大割问题 0.8756的近似界. 因为最大割问题中,边的权重都是非负数,所以,最大割问题比

上述 (BQP) 问题更特殊. 对于一般性的 (BQP) 问题, Nesterov [381] 给出了 2
π ≈ 0.637 的近似界. 在实

际应用半定规划方法中,文献 [379]研究了松弛问题和原问题对偶间隙的估计问题. Sun等 [380] 提出通

过胞元枚举 (cell enumeration)的算法可以减小半定规划产生的对偶间隙,从而提升由半定规划得到可

行解的质量. 由于求解半定规划的代价较大, Kim 和 Kojima [382] 研究了使用二阶锥优化放松 (BQP)

问题的模型. 在求解精确解的算法设计上, Helmberg 和 Rendl [383] 以及 Rendl 等 [384] 使用 Bundle 方

法求解半定规划松弛问题,并结合分支 -定界算法实现了求解大规模 (BQP)问题的高速算法. 基于该

算法的开源求解器 Big-Mac 是目前求解该类问题最有效的求解器.

值得一提的是 0-1 二次型优化问题可通过引入辅助变量将原问题等价变换为线性混合整数优化

问题.考虑上述 0-1 二次优化问题 (01QP),引入辅助决策变量 yij = yiyj (i ̸= j)和 yii = y2i = yi. 该问
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题可以等价变换为

min
yij

n∑
i=1

n∑
j=1

Qijyij

s.t. yij 6 yi, yij 6 yj , yi + yj − 1 6 yij , ∀ i ̸= j,

0 6 yij 6 1, yi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n.

这种变换虽然去掉了非线性, 但是要引入 O(n2) 数量的辅助决策变量和 O(n2) 数量的约束. 因此在实

际应用中, 该方法计算效率并不高. 文献 [385] 提出了一种全新型的线性化方法. 该方法只需要引入

O(n)数量的辅助决策变量和 O(n)数量的线性约束, 该方法被证明在求解 0-1二次优化问题时有较好

的鲁棒性.

针对 0-1 二次整数优化问题另一个有意义的研究是将此问题与协正优化建立了联系. Burer [386]

提出该问题可以等价地转换为一个基于协正锥的优化问题, 开拓了研究整数优化的新方向. 记协正锥

为 Cn := {Q ∈ S | xTQx > 0,∀x ∈ Rn
+}. 考虑如下 0-1 整数优化问题:

min
x

{xTQx + 2qTx | Ax = b, x > 0, x ∈ {0, 1}n},

其中, A = (a1, a2, . . . , am), b = (b1, . . . , bm). Burer [386] 指出该问题的最优解等价于如下协正锥优化

问题:

min
X

Q •X + 2qTx

∣∣∣∣∣Ax = b, aTj Xaj = bj , xj = Xjj , j = 1, . . . , n,

1 xT

x X

 ∈ C∗
n

 ,

其中, C∗
n 是协正锥 Cn 的对偶锥.尽管协正锥优化是一个凸优化问题,协正锥的表达形式没有改变求解

原问题的难度, 但是新的表达形式为探索新的逼近方法提供了思路. 协正锥优化问题的难度主要来自

于对协正锥的刻画. 一般情形 (矩阵维度大于 5) 下验证一个矩阵是否属于协正锥或者它的对偶锥是

否属于全正锥是 NP-完全的问题.为了刻画协正锥,文献 [387,388]利用非负多项式的平方和松弛来构

造协正锥的半定规划的层次逼近.有关协正锥逼近的进一步工作还包括文献 [389]. 尽管有很多整数规

划问题可以等价表示为协正锥优化问题,但是对协正锥的优化的算法研究还处在发展阶段, Bomze [388]

总结了协正锥优化的进展.

带有半连续变量和基数约束的二次型优化问题是另一类在实践中有重要应用的模型. 半连续变

量是指变量是否取非零值取决于一个 “阈值”, 即决策变量 x ∈ R 满足 xi = 0 或者 li 6 xi 6 ui,

0 < li < ui. 基数约束是指决策向量 x 的非零元素的个数受到限制, 这类约束也被称作稀疏约束. 此

类优化问题可以表述为

min
x

{f(x) | xi ∈ {0} ∪ [li, ui], i = 1, . . . , n, ∥x∥0 6 K,x ∈ X},

其中 x = (x1, . . . , xn)T, f(x)是一个凸函数, ∥x∥0 表示 x的非零分量的个数, K 是小于 n的整数,表示

自由变量的上限, X 表示 x 的可行域. 该模型描述了现实中带有 “启动费用” 的决策问题, 例如, 在投

资组合管理中, 购买一定数量的风险资产需要固定交易费用 (参见文献 [390]). 在电力行业, 当发电机

组启动时,需要额外的能量和费用 (该问题称为单位费用 (unit commitment)问题,参见文献 [391]). 为

求解全局最优解, 可以在该问题中引入 0-1 型整数变量 zi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n, 并将原有约束替换为

−zili 6 xi 6 ziui,
∑n

i=1 zi 6 K,原问题等价地变为一个混合整数优化问题.即使 f(x)是线性函数或者
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凸二次函数, 此类问题也是 NP 难的优化问题. 采用连续松弛和分支 - 定界算法求解该混合整数优化

问题的效率比较低 (参见文献 [390,392]). Frangioni 等 [391] 提出使用透视松弛 (perspective relaxation)

的方法大幅提高松弛问题的逼近效果并在电力系统优化中得到成功应用. 文献 [393, 394] 将该方法应

用于不同问题, 数值实验表明加入透视松弛可以显著提升混合整数优化模型的求解效率. 当目标函数

f(x) 为二次凸函数时, Bienstock [392] 提出了基于各种割平面算法的求解框架. 针对投资组合优化应

用, 文献 [390] 利用凸二次函数的几何性质构造了有效的半定规划和二阶锥近似方法, 并将该方法结

合到分支 -定界算法中. 数值实验表明该方法在投资组合优化模型中求解效率优于商用整数优化求解

器. 近期 Kim等 [395] 研究了带有基数约束的大规模线性优化问题,并采用割平面算法求解给出了较为

有效的算法. 带有半连续变量和基数约束的优化问题在工业生产中有较为广泛的应用 (如文献 [352]).

目前理论研究的求解方法主要针对形式比较简单的问题,设计算法求解带有大量非线性约束和非连续

变量的模型是此类模型应用需要解决的问题.

7.3 机器学习与整数优化

随着机器学习算法的广泛应用,运筹与优化领域开始尝试借助机器学习算法提升整数优化模型求

解效率 (参见文献 [396]). 机器学习对求解整数优化 (混合整数优化和组合优化) 的帮助主要分为两个

方面: 一方面, 可以帮助启发式算法根据数据选择求解策略, 例如, 在分支 - 定界算法中可以帮助求解

器选择最优分支变量; 另一方面, 使用强化学习策略等方法可以提升多阶段问题 (网络相关问题和背

包问题等) 算法的有效性. 在求解整数优化问题的众多算法中, 分支 - 定界算法扮演了基础性算法框

架的角色. 几乎所有的整数优化求解器都是基于此框架, 并加入割平面和分解算法等其他方法提升性

能. 在前文中已经提及影响分支 - 定界算法效率的几个因素, 包括分支变量的顺序选择、松弛问题的

选择 (cheap or tight bound)和探索分支的顺序选择等. 这些选择有很强数据依赖的特性. 在现实应用

中, 如果采用人工调整参数的方式其效率会非常低下. 近几年, 随着机器学习算法的不断成熟, 有学者

将机器学习用于分支 - 定界算法中的各种策略的选择问题. Khalil 等 [397] 利用决策树设计了一个使用

机器学习算法学习分支的策略, 其表现超过商用求解器中的表现. Alvarez 等 [398] 提出了基于机器学

习的强分支逼近. 现代分支 - 割平面算法在迭代过程中要产生大量不同种类的割平面. 在算法中加入

太多割平面虽然会提升寻找整数点的效率, 但同时也会降低单次求解的速度. 机器学习算法可以有效

解决割平面的选择问题. Tang 等 [399] 设计了一个深度强化学习框架, 用于智能地选择切割平面. 除了

分支和割平面选择,机器学习算法还可以对模型的近似结构进行选择. Bonami等 [400] 研究了在混合整

数优化算法中有效选择是否将目标函数做线性化处理的问题. 他们将此问题转换为一个分类问题. 经

过实际数据训练后, 其表现要优于目前最先进的商用求解器. Kruber 等 [401] 使用相同的思想, 研究了

各种分解算法的选择问题. 第二类使用机器学习算法的方式是将问题看作一个多阶段的决策问题, 从

而采用强化学习来提升求解效率. 适用于这个框架的问题包括背包类型的问题 (knapsack-like) 或者是

可以分解为多阶段决策的网络问题. 文献 [402] 受到了学界的广泛关注. 该文献结合强化学习和图嵌

入方法来学习贪婪式启发式算法的构造, 以解决图上的多个优化问题. Li 等 [403] 训练了一个图卷积网

络以估计图的顶点出现在最优解中的可能性. 以上这些研究对模型拓扑结构稳定, 并且存有多次优化

历史数据的模型表现出了较好的效果. 使用支持向量机 (supporting vector machine, SVM)、深度网络

(deep network)或者强化学习 (reinforcement learning)等方法对优化模型的历史求解数据加以学习,从

而训练出针对整数优化算法参数和策略的智能选择器. 面对新的问题, 智能选择器可以自动根据训练

好的参数智能选择分支方式、松弛方式或者分解方式. 除了上述使用机器学习算法训练启发式算法策
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略的研究外, 还有学者直接将在机器学习中常用的交替方向乘子法用于求解整数优化问题的局部解.

这些算法在一些有特殊结构的整数优化问题中表现出了较好的特性 (参见文献 [404, 405]). 将机器学

习整合到整数优化算法中的研究还处在探索阶段, 目前文献报告的各种方法还有很大的探索空间. 另

一方面, 由于机器学习算法大多是由数据驱动的, 研究这些数据驱动方式提升整数优化算法背后的理

论也是值得关注的问题.

8 机制设计

机制设计是经济与管理研究中的一个重要研究领域. 其研究目的是设计出某个规则或系统, 使得

分散的个体决策人的自由决策符合机制设计者的预期. 最早期的研究来自于经济学中市场机制理论,

在交换市场 (物 - 钱交换的 Fisher 市场, 以及物物交换的 Arrow-Debreu 市场) 中存在隐形的手 (市

场价格调节机制) 引导市场中的个体交易者交易, 最终达成整体最优资源配置. 机制设计者希望在一

般场景中达成类似效果, 通过政策/机制引导个体做出决策, 自动 (近似) 最大化系统的整体资源配置

效率或系统利润, 甚至在决定最优配置核心参数是个体决策人不被分享的私密信息时依然如此. 机制

需要满足的最重要的基本性质是激励相容 (incentive compatibility), 即个体会按照自身真实的偏好竞

价,不会为了获取更大利益故意扭曲需要揭示的相关信息.根据买家可获得的信息完备度,或决策的时

间点 (ex-post or ex-ante),激励相容分为占优激励相容 (dominant-strategy incentive-compatible, DSIC)

和 Bayes 激励相容 (Bayesian incentive-compatible, BIC) 两大类. 占优激励相容指的是报出自己的真

实价值函数是占优策略, 即无论其他买家如何报价, 每个人都会报出自己的真实价值, 例如, 第二高价

拍卖就是这样一个机制. Bayes 激励相容中一般买家不知道其他买家的价值函数, 但知道他们的一个

先验分布并可以根据当前报价和先验分布对其他买家的价值函数进行 Bayes 推断. 如果任意一个买

家在知道其他买家当前报价时愿意按自己的真实价值函数进行报价, 则机制被称为 Bayes 激励相容.

在很多研究中, 合理机制的设计以及给定机制的分析都依赖于将问题转化为优化模型. 一个通用

技巧是采用参量揭示数学规划, 例如, 在拍卖中将价值函数 v 和竞价 b 作为下标, 将决策函数 x(b, v)

(价值为 v 时叫价 b 的概率) 作为参量. 针对这些无穷维线性规划问题, 强对偶条件往往依然成立. 任

意可行解代表一个可行机制,而任意对偶可行解均可给出策略的上界, 并由此分析机制的 (近似)整体

有效性.

8.1 拍卖中的机制设计

拍卖机制是机制设计研究最为丰富的子领域. 拍卖方的目标一般是最大化整体资源配置效率 (类

似于政府机构)或最大化拍卖方收益 (商业机构). 从最大化资源配置的角度,单物品拍卖中第二高价拍

卖是占优激励相容机制.对一般的多物品组合拍卖,最著名的经典理论是所谓的 Vickrey-Clarke-Groves

(VCG)拍卖机制 [406–408]. 此机制将个体决策者的外部性 (个体参与博弈对系统造成的影响)作为奖惩

函数, 以改变个体的行为, 从而有效地保证了个体利益与整体利益的一致性并确保了激励相容性. 虽

然此机制是占优激励相容的, 但是机制的实施过于复杂, 计算困难. 特别是 VCG 机制不满足费用平衡

性 (balanced budget), 在很多时候甚至需要拍卖方进行大幅补贴才可以实行, 因此在现实中存在一定

的实现困难. Pekeč 和 Rothkopf [409] 对组合拍卖问题中需要考虑的各种问题提供了完整的综述.

从最大化拍卖人收益的角度, Myerson 在获诺贝尔经济学奖的最优拍卖机制设计理论 [410] 中, 提

出了著名的揭示原则 (the revealing principle), 对任意拍卖机制都存在一个可行直接机制, 两者中拍卖
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人与任意一个买家的期望收益都是一样的, 因此只需要分析较为简单的可行直接拍卖机制. 对于可行

拍卖机制,拍卖人决定的物品分配机制和买家的胜率是所有买家竞价向量 b = (b1, . . . , bn)的可行空间

上的概率函数 P , 而买家期望付款额和拍卖人期望收益是竞价向量 b 和赢家 i 的函数. 将价值 v 和竞

价 b 看作指标, Pi(v, b) 看作参量, 拍卖人和每个买家的期望收益都是参量 P 的线性函数, 因此可以用

参量揭示线性规划, 将问题转化为一个无穷维线性规划问题. Myerson 由此构建了从买家叫价到真实

价值的映射, 建立了单产品占优激励相容的最优拍卖机制. 如果买家分布是独立同正则 (单调损失率)

分布, 此机制等价于带保留价的第二高价竞拍. Vohra [411] 首先通过构建从买家叫价到真实价值的映

射, 建立了单产品 Bayes 激励相容拍卖机制. 而多产品的激励相容机制非常复杂, 文献 [412] 对此项研

究进行了较为完善的综述. Cai 等 [413–415] 利用优化模型及对偶理论给出了最优机制的数学刻画.

由于最优机制理论上很难计算与实现, 在大多数情形下只能寻找简单可行的机制. 文献 [416] 开

始尝试寻找最优性与可行性直接的平衡, 并估算出可行策略与最优策略直接的收益损失. 此领域的综

述可参见文献 [417]. 此外,针对实践中的信息不完备性和不确定性,研究中开始考虑鲁棒机制设计,并

逐渐成为领域中的一个研究热点. 例如, Carroll [418] 研究了相关性的鲁棒性, 此结果随后被 Gravin 和

Lu [419] 改进. Chen 等 [420] 证明了存在一个与分布无关的拍卖机制竞争比是 2.42, 达到此前的理论上

界, 完全解决了这个十多年的研究课题. 文献 [421, 422] 研究了单物品拍卖的分布无关鲁棒问题. 相关

综述可参见文献 [423].

8.2 交通及其他管理问题中的机制设计

在交通网络中, 交通参与者自由决策会造成系统通行效率的下降. Papadimitriou [424] 提出了用

自由代价刻画均衡状态下系统效率的损失, Roughgarden [425] 之后建立了交通网络自由代价的上界 4
3 .

Papadimitriou 和 Valiant [426] 证明可以通过一个价格策略机制使得交通参与者自发选择系统最优策

略. 更一般地, Sandholm [427] 指出所有的人口博弈都可以通过一个价格策略机制转化为一个所有参与

者自发优化整体目标的势博弈 (potential game).

在其他管理领域, 文献 [428, 429] 研究了匹配问题中的机制设计, 文献 [430, 431] 研究了合同问题

中的机制设计.针对联合库存管理问题, He等 [432] 发现虽然均分采购设置费用的机制理论上的效率上

界 (自由代价和稳定代价) 很差 (分别是
√
n 和

√
lnn), 但理论反例中的参与者费用参数差距过大, 在

实践中不可能发生. 大量的仿真研究和部分理论成果显示, 在较为实际的参数设置条件下, 机制的社

会效益与整体最优相差无几 (误差经常不超过 1%).

9 优化方法在库存管理中的应用

库存管理是供应链解决方案中最重要的模块之一,它在促进企业降本增效和供需匹配中发挥着关

键作用. 自 20 世纪初至今, 优化方法在库存管理中得到了广泛的应用. 库存管理的优化模型可以追

溯到 Harris [433] 在 1913 年提出的经济订货批量 (economic order quantity, EOQ) 模型, 并自 1950 年

前后开始快速发展. 库存管理的基本问题是如何针对企业特定的业务场景, 决策每个商品是否需要补

货、补货量多少, 来尽可能防止超储和缺货. 学界一般将该问题建模为最小化 (期望) 订货、存储和缺

货等成本, 同时需满足相应业务约束的优化问题, 并通过分析和求解优化问题得出相应的库存管理策

略. 本文将主要讨论需求不确定环境下的库存管理问题.

随机库存管理的最基本模型被称为报童模型, 由 Arrow 等 [434] 在 1951 年提出. 具体来说, 报童
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模型考虑的是一个报童每天早晨要批发多少报纸来卖的问题. 如果他没有批发足够多的报纸, 一部分

顾客就买不到报纸, 报童就会失去这部分销售所能带来的利润; 反之, 如果他批发了过多的报纸, 则

一部分报纸将无法销售出去, 他只能自己为这部分报纸买单. 对于该问题, 可以建立如下的数学优化

模型:

min
q>0

cq + E[h(q −D)+ + p(D − q)+],

其中 q 是进的报纸数量; D 是当天报纸的需求量, 是一个随机变量; c 是单位订货成本; h 是报纸的单

位超储成本 (损失的进货成本); p 是单位缺货成本 (损失的利润); x+ = max {x, 0}. 在上述优化模型

中, cq 是订货成本, 而如果订货量 q 超过需求量 D, 则超出的每单位商品产生 h 的超储成本; 反之如

果需求量 D 超过订货量 q, 则每单位缺货产生 p 的缺货成本. 众所周知, 对于该问题, 如果随机需求

的分布函数已知, 将其记为 F (·), 那么问题的最优解 Q∗ 满足 F (Q∗) = p−c
h+p , 即最优订货量刚好使得需

求满足率等于 p−c
p+h .

随机库存管理研究领域基本上以报童模型为基础,针对实际中库存管理可能面临的各种业务场景,

发展出了各类优化模型. 接下来, 本节围绕下面几个方面介绍随机库存管理的一些研究工作:

(1) Markov 决策过程在库存管理中的应用. 这一类问题是随机库存管理领域最早研究的问题, 其

核心科学问题是刻画和证明库存系统最优策略的结构性质.

(2) 库存系统的近似策略设计与优化.

(3) 鲁棒优化在库存管理中的应用.

(4) 在线学习与优化方法在库存管理中的应用.

9.1 MDP 在库存管理中的应用

在报童模型中, 一个隐含的假设是当天的报纸只在当天销售, 因此考虑的是单期的库存模型. 但

是对于大部分商品而言,其库存具有可存储性,即当期没有销售出去的商品可以在下一期继续销售.所

以,库存管理问题往往是动态的多周期决策问题,要将一段时间的库存决策联合起来优化. 因此, MDP

一直是研究库存管理问题的重要方法. 要解决的核心科学问题是证明某种函数结构性质在 MDP的迭

代优化过程中可以被保留, 从而得出最优值函数 (optimal value function) 的某种结构性质, 进而刻画

出最优订货策略的结构性质 (structural properties). 基于最优策略的结构性质, 库存策略的优化就转

变为策略参数的优化, 这可以大大提高库存策略优化的效率.

Scarf 及其合作者在 1960 年发表的两篇论文是将 MDP 应用到库存管理问题中的开创性工作 (参

见文献 [435, 436]). 它们在随机库存管理研究领域具有重要意义. Scarf [435] 研究的是有固定订货成本

(fixed order cost) 的多周期随机库存管理问题. 与报童问题相比, 该模型假设当期的库存在未来同样

可售, 并且订货会产生一个与订货数量无关的固定成本, 如行政管理成本和运输过程中的处理费用等.

问题的具体描述是这样的: 考虑长度为 T 的库存计划周期. 第 t 期期初, 决策者根据当前的可用库存

决定订货量 qt,假设 qt 可以即时到货;然后,决策者观察到市场需求 (在期初订货之前,它是随机变量,

记为 Dt),并用现货库存尽量地满足市场需求; 如果需求不能被完全满足 (需求超过了可用库存),则未

被满足的需求将产生每单位 p 的缺货成本并等待后续的库存来满足 (backorder); 反之, 如果期末有剩

余库存, 则它们将产生每单位 h 的持货成本. 决策者的目标是最小化系统 T 期的期望总成本:

min
q1,...,qT>0

E

[ T∑
t=1

[K1qt>0 + cqt + h(xt + qt −Dt)
+ + p(Dt − xt − qt)

+]

]
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s.t. xt+1 = xt + qt −Dt, t = 1, . . . , T − 1,

其中, K 为固定订货成本; 1qt>0 是指示函数: qt > 0 时其值为 1, 否则其值为 0; xt 表示第 t 期期初的

可用库存, 这里初始库存 x1 是给定的, 对于 t > 1, xt 需要满足优化模型约束中的动态方程; 其他参数

和变量的定义与报童问题类似, 但要注意的是在上述优化目标中, xt 和 Dt 都具有随机性.

接下来, 本文运用 MDP的框架对上述优化问题进行建模. 定义最优值函数 Ft(x)为:给定当前在

第 t 期的初始库存为 x 的情形下, 从第 t 期到第 T 期的最小期望总成本, 它满足如下最优方程:

Ft(x) = −cx + min
{
Gt(x),min

y>x
[K + Gt(y)]

}
, t = 1, . . . , T − 1,

FT (x) = −cx,

其中

Gt(y) = cy + E[h(y −D)+ + p(D − y)+ + Ft+1(y −D)].

在上述模型中, 如果固定订货成本 K = 0, 那么对于任意的 t = 1, . . . , T , 最优值函数 Ft(x) 是凸

函数, 因为边界条件 FT (x) 是凸函数, 并且凸性在上面最优方程的迭代优化中可以一直被保留. 基于

Ft(x) 的凸性, 可以证明对于任意周期 t, 都存在一个目标水平 St, 最优的订货策略就是, 如果期初可

用库存低于 St, 则订货使得库存水平到达 St, 否则不订货. 该策略一般被称为基库存策略 (base-stock

policy). 然而,如果固定订货成本不为 0,则可以证明最优值函数 Ft(x)不再是凸函数. 为了分析 Ft(x)

的结构性质, Scarf [435] 定义了一种新的比凸函数更一般的函数概念—K 凸 (K-convex) 函数, 其中

K > 0 是定义函数性质的一个参数. 特别地, 一个凸函数必然是 K 凸函数, 反之不然. 论文证明了 K

凸的性质在上述最优方程的迭代优化中可以被保留, 即对任意周期 t, 最优值函数 Ft(x) 是 K 凸函数.

论文进而刻画出最优订货策略是一类 (s, S) 策略: 对于任意周期 t, 存在一个补货点 st 和目标库存水

平 St,当该期的初始可用库存低于补货点 st 时,订货将库存水平提升至目标库存水平 St,否则就不订

货. (s, S) 策略也是业界应用最广泛的库存策略之一.

Clark 和 Scarf [436] 在 1960 年发表的另外一篇文献研究的是随机需求环境下多级链式库存系统

(multi-echelon serial inventory system) 的最优订货策略. 该文献考虑一个 N 级链式的库存系统: 最上

级的仓库从系统外部的供应商补货, 中间的仓库从其上级仓库补货并满足其下级仓库的需求, 最下级

的仓库则响应市场的随机需求. 仓库之间的运输需要一定的时间 (提前期), 商品在各个仓库中存储

会产生相应的存储成本, 最下级仓库如果不能及时满足顾客的需求将产生相应的缺货成本. 问题的优

化目标是确定系统每个仓库每个周期的最优订货量来最小化系统一段时间的期望总成本. 该文运用

MDP对该问题进行建模,定义了级库存水平 (echelon inventory position)的概念,从而对优化问题进行

分解, 把一个高维的优化问题转化为一系列嵌套的一维优化问题来分析, 并最终证明了系统的最优补

货策略是级 -基库存策略 (echelon-base-stock policy). 值得一提的是,该文献在 2004年被Management

Science 评为创刊 50 周年以来的 10 大经典论文之一.

自 Scarf 的两篇文献之后, 很多学者开始将 MDP 应用到其他一些库存管理问题中. 例如, 文

献 [437,438]研究了双源补货 (dual-sourcing)的库存问题,证明了当两个渠道的补货提前期只差 1周期

时,系统的最优策略是简单的由两个目标库存水平决定的基库存策略.文献 [439–441]研究了有固定生

命周期的易腐生鲜品 (perishable products)的库存管理问题.由于不同订货批次库存的过期日不同,相

应MDP模型的状态变量是高维的,因此,文献只是部分地刻画了最优库存策略的结构性质. 文献 [442,

443]考虑有批量订货 (batch ordering)约束的多级随机库存管理问题,刻画了系统的最优库存策略.文
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献 [444–448] 研究了库存与定价的联合决策问题. 在这类问题中, 需求不是完全外生给定, 而会受到决

策变量价格影响. 基于 K 凹和对称 K 凹的函数结构性质, 这些研究刻画了最优策略的结构性质. 文

献 [449] 研究了再制造库存问题的最优库存策略的结构性质. 针对一些相应 MDP 模型状态变量维度

较高的库存问题, 文献 [450–453] 利用 L#- 凸和多模函数的概念刻画了最优订货量对不同维度状态变

量的单调性和灵敏度.文献 [454]考虑其中的两类库存问题,基于它们最优值函数是 L#-凸的性质, 利

用近似动态规划的方法给出了这两类库存问题的近似策略.

9.2 库存系统的近似策略设计与优化

一般来说, 能够清晰刻画出最优策略结构性质的库存问题都需要相应 MDP 模型的状态空间维度

较低或者可以被降维. 而对于那些状态空间维度较高的问题, 清晰刻画其最优策略的结构性质是比较

困难的. 一些经典的状态空间是高维 MDP 模型的库存问题包括: 有补货提前期 (positive lead time)

并且缺货丢失 (lost sales) 的库存问题, 其中补货提前期指订货与到货之间的时间间隔, 缺货丢失指当

需求超过可用库存时,超出的需求将丢失;一般补货提前期下的双源补货库存问题;一般生命周期下的

易腐生鲜品的库存问题; 供应具有随机性 (随机产出、不确定产能约束) 的库存问题等. 由于动态规划

的维数灾难 (curse of dimensionality) 问题, 计算这些问题的最优库存策略非常困难. 因此有很多学者

致力于为这样一些高维状态空间且无法被降维的库存问题设计易于实施并且有效的近似策略.这方面

的研究成果是十分丰硕的. 接下来, 本文介绍两类近几年学界比较关注的近似策略. 第一类策略是平

衡策略 (balancing policy), 第二类策略是常量订货策略 (constant ordering policy).

平衡策略最早由 Levi 等 [455] 在 2006 年提出, 考虑的是一个多周期缺货候补的库存问题. 特别地,

模型中的需求过程可以是一个预测过程 (如时间序列), 不需要假设不同周期的需求是独立同分布的.

平衡策略的设计主要基于一种新的边际成本的核算方法. 在以往的多周期库存管理的文献中, 成本都

是以时间周期为单位来核算的: 计算每一周期的成本然后进行加总. 而文献 [455] 提出的边际成本核

算方法以决策为核心, 将成本与造成该成本的决策联系起来. 具体而言, 对于任意一个周期, 给定当前

的库存状态,当期订货量对应的边际超储和缺货成本分别是它们在到货周期及之后周期可能产生的总

持货成本的期望和到货周期的期望缺货成本. 平衡策略在每一周期都以刚好使得边际超储成本和缺

货成本相等的订货量来进行补货, 这也是为什么该策略被称为平衡策略的原因. 这个策略的优势在于,

尽管模型的最优策略很难刻画和计算, 但可以从理论上证明该策略的绩效最差不会超过最优策略的 2

倍, 并且其计算简单. 由于平衡策略具有良好的通用性和绩效保证, 随后, 一些学者将平衡策略的思想

应用到了其他一些库存问题中. Levi 等 [456] 将平衡策略应用到有补货提前期的缺货丢失的库存问题

中. Levi 等 [457] 引入了一种强制缺货成本 (forced backlogging cost) 的概念, 将修正的平衡策略应用到

了有容量约束的库存问题中. Levi 和 Shi [458] 将平衡策略应用到有固定订货成本的库存问题. Tao 和

Zhou [459] 将平衡策略应用到再制造的库存问题中. Levi 等 [460] 将平衡策略应用到多级链式的库存问

题. Chao 等 [461] 研究易腐生鲜品的库存管理问题, 提出了两类比例平衡策略 (proportional-balancing

policy), 并刻画了策略的最坏绩效保证. Chao 等 [462] 进一步将比例平衡策略应用到有补货提前期和

订货容量约束的易腐生鲜品库存问题中.

常量订货策略是另一类近期在随机库存管理研究领域比较受关注的策略. 顾名思义, 常量订货策

略指每一周期都订购相同数量的货物. 这一策略形式看起来非常简单, 但有意思的是它却被证明对于

一些复杂的库存问题是渐近最优的. Goldberg等 [463] 首先从理论上证明了常量订货策略对于有补货提

前期且缺货丢失的库存问题,随着补货提前期的增大是渐近最优的. 如前所述,有补货提前期且缺货丢
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失的库存问题是一个典型的最优库存策略, 依赖于高维状态变量且不易于计算的库存问题, 并且补货

提前期越长, 问题的状态空间维度越高, 其最优策略越复杂. 但文献 [463] 的结果却表明, 当补货提前

期很长时, 采用最简单的常量订货策略就可以达到几乎最优的效果. 更重要的是, Xin 和 Goldberg [464]

进一步证明了随着补货提前期的增加,常量订货策略的绩效是以指数级的速度收敛到最优策略绩效的,

也就是说补货提前期不需要太长, 常量订货策略的绩效就可以接近最优了, 这大大增加了该策略在实

际问题中的适用范围. Xin 和 Goldberg [465] 将类似的想法应用到一般提前期下的双源补货问题中, 考

虑了一类 TBS (tailored base-surge) 策略: 对于提前期较长的货源, 采用常量订货策略; 对于提前期较

短的货源, 采用基库存策略. 他们证明了该策略的绩效将随着两种货源的补货提前期的差的增加收敛

到最优策略的绩效. Bu 等 [466] 将常量订货策略应用到了供应具有随机性的库存问题并证明了策略的

渐近最优性.

9.3 鲁棒优化 (robust optimization) 在库存管理中的应用

在上述两类问题中, 未来的需求一般通过外生的随机变量或者随机过程刻画, 库存管理策略是在

充分了解未来需求的随机分布下给出的. 然而,对不确定性进行预测一直是供应链管理中的一个难点.

例如, 对于一个零售商来说, 其很大一部分商品都是所谓的长尾商品 (慢流品), 即那些零零星星在售

的商品. 长尾商品的需求预测一直是困扰零售企业的难题. 对于那些预测准确性难以提高的商品, 或

者那些很难用已知的随机分布来刻画其需求波动的商品,一些学者将鲁棒优化的方法应用到其库存管

理中. 相较于随机优化模型, 鲁棒优化的优势在于一般只在某个不确定集上考虑最差目标函数的最优

解, 这往往可以大大提升模型的计算效率, 同时还能保证决策的稳健性.

Scarf [467] 研究了下面的鲁棒优化模型:

min
q>0

max
F∈Ω(µ,σ)

{cq + EF [h(q −D)+ + p(D − q)+]},

其中,

Ω(µ, σ) = {F : EF [D] = µ, EF [D2] = µ2 + σ2}.

该模型假设已知需求分布的均值和方差,决策的目标是最小化满足给定均值和方差的最差分布下的期

望成本. 对于上面的优化问题, 他证明了给定任意的订货量 q, 最大化期望成本 (最差的) 需求分布刚

好是一个两点分布, 进而得出了最优订货量的计算公式.

考虑到上述模型只针对最差分布进行优化, 它的解可能过于保守, Yue 等 [468] 考虑了最小化最大

遗憾的决策模型; 刻画了给定任意订货量情形下, 需求分布信息的最大价值,即给定需求分布一、二阶

矩信息下最坏需求分布下的期望成本与已知需求分布的完全信息下的最小期望成本的差;还给出了最

小化最大需求分布信息价值的订货量的计算方法. Zhu 等 [469] 将最大 “遗憾” 定义为给定需求分布矩

信息或者取值范围信息时最坏需求分布下的期望成本与已知需求分布完全信息下的最小期望成本的

比, 并给出了最小化最大 “遗憾” 的订货量的计算公式. Delage 和 Ye [470] 将上述已知需求分布部分信

息的鲁棒优化模型命名为分布鲁棒优化 (distributionally robust optimization) 模型, 并进一步在模型

中考虑需求分布矩信息的不确定性. Han等 [471] 将文献 [467]的模型推广到了风险规避下的报童模型.

与上述分布鲁棒优化模型不同, 一般鲁棒优化模型考虑如何在模型参数的可能区间 (不确定集)

内保证可行性, 并最小化最差情形下的可能成本. 假设只知道不确定参数 θ 的取值范围, 鲁棒优化模

型考虑如下优化问题:

min
x

max
θ∈Π

f(x, θ).
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Bertsimas 和 Thiele [472] 建立了一个多周期库存控制问题的鲁棒优化模型, 证明了最优鲁棒策略

类似于最优随机策略—基库存策略. 利用分解的技术, Bienstock 和 Özbay [473] 为更一般的不确定集

下的优化模型提供了求解算法. Adida 和 Perakis [474] 研究了鲁棒的动态定价和库存控制问题. See 和

Sim [475] 考虑了一类基于因子的需求模型来刻画需求的时变趋势、季节性和周期性等, 并通过求解一

个确定优化问题的二阶锥优化形式, 得到了补货策略的参数. Solyalı 等 [476] 为具有固定订货成本的库

存问题建立了一种易于实施的新鲁棒公式,指出在移动时间窗下的启发式方法比早先的鲁棒公式表现

效果要好. Mamani等 [477] 结合中心极限定理提出了一种特殊的不确定集—CLT (center limit theorem)

不确定集, 并将其应用到库存管理问题中, 考虑了静态和移动时间窗的单货源库存问题, 并给出了其

闭式订货策略. Sun 和 Van Mieghem [478] 将他们的工作推广到具有非零提前期的双源补货的情形, 给

出了具有更广参数范围的不确定集下的闭式鲁棒双货源策略.

9.4 在线优化 (online optimization) 在库存管理中的应用

在实际中, 当一个新品上市时, 由于缺乏历史销量数据, 它的需求分布往往是未知的, 因此需要通

过不断地收集观测到的销量数据来不断地学习和更新需求分布. 在缺货顾客丢失的情形下, 一旦发生

缺货, 销量与需求量是不等价的, 有一部分需求并没有在销量中体现, 因此, 观测到的销量数据实际上

是截断的需求数据 (censored demand data). 一些学者将在线学习和优化的方法应用到了这样一些库

存管理问题中. 他们要解决的核心科学问题是如何设计出一边学习需求分布、一边进行库存决策的算

法, 使得算法的绩效随着问题规模 (或者决策周期) 的增加是渐近最优的.

Burnetas和 Smith [479] 研究需求分布未知情形下的易腐产品的定价与补货问题,零售商需要根据

被截断的需求数据进行决策, 提出了一种自适应的联合定价和补货策略, 并证明了其平均利润以概率

1 收敛到已知需求分布情形下的最优值. Huh 和 Rusmevichientong [480] 研究需求分布未知情形下的缺

货丢失和即时补货的库存管理问题. 零售商每一周期仅基于历史销售数据 (被截断的需求数据) 做出

补货决策. 作者基于在线梯度下降算法提出非参数的自适应库存策略,并证明了 T 周期平均期望成本

与已知需求分布情形下的最低预期成本之间的渐近误差 (当 T 趋于无穷) 至多为 O(1/T 0.5). Besbes

和 Muharremoglu [481] 阐明了在连续需求情形下需求截断对于学习算法探索 - 发现权衡带来影响, 在

离散需求情形下有着根本的不同, 而在后一种情形下, 主动探索扮演着更加重要的角色. Huh 等 [482]

利用统计学中的 Kaplan-Meier估计量提出了一类新的非参数自适应库存管理策略. Shi等 [483] 研究了

库存容量受限的多产品库存管理问题, 并基于在线梯度下降方法提出了一种非参数学习算法. Zhang

等 [97] 为周期盘货的易腐品库存系统开发了一个非参数学习算法. 如前所述, 对于易腐品库存管理问

题, 其最优策略不具有简单的结构, 因此作者致力于设计一个在线学习算法去逼近最优的基库存策略.

Zhang 等 [96] 研究了有提前期的缺货丢失库存系统, 并提出了一种新的非参数算法, 称为模拟周期更

新策略, 并证明了策略的渐近最优性.

10 优化方法在收益管理中的应用

除库存管理以外, 收益管理是运营管理领域中近些年来发展很快的一个分支. 收益管理主要研究

企业销售中的策略, 目的是能够给正确的客户在正确的时间以正确的价格提供正确的商品, 最终达到

给消费者提供最好的服务的同时给企业带来最大的收益.随着信息技术的高速发展和数据的不断积累,

收益管理方向在实际中的价值越来越大, 应用也越来越广. 很多企业都希望利用收益管理的方法为其
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增加更多效益. 优化方法在收益管理问题中起到核心的作用. 通常来说, 收益管理问题中会有一个基

础模型来刻画消费者的购买行为,然后决策者建立一个优化模型在考虑消费者行为方式的前提下选择

决策来优化某一目标 (通常是企业的收入或者利润). 而在第二个步骤中, 通常会涉及优化的方法. 以

下就将针对几个例子来说明优化在这一类问题中的应用.

10.1 动态资源分配和定价问题

收益管理中最经典的问题来源于航空公司的动态定价问题. 某种意义上, 这个问题的研究创造了

收益管理这门学科 (参见文献 [484–486]). 在动态定价问题中, 航空公司把自己的机票分为几个不同的

价格档次 (fare class). 顾客按照某种随机的方式到来,航空公司根据剩余时间和剩余座位决定开启/关

闭哪些价格档次, 从结果上看就是机票的动态定价. 早期对这个问题解决的方式跟库存管理问题类

似—可以看作几个价格档次的库存问题, 最终通过随机优化的方式得到最优策略, 此类策略在很长一

段时间内是处理此类问题的经典策略 (参见文献 [487,488]).

在实际中, 消费者的到来是动态的、实时的, 并且资源也是高维的. 随着信息技术发展, 决策者希

望能够更加动态地进行资源分配和定价. 因此, 学术界也产生了大量的基于动态分配问题的模型. 一

种比较通用的刻画这类问题的形式如下.

假设一共有 m 种资源 (可以认为是 m 个航段), 每种资源 i 的总量为 Ci. 有 n 种客户, 每一种

客户 j 都希望购买某一种资源的组合 Aj (Aj 为一个列向量, 代表第 j 类型客户所希望购买的资源组

合), 并且愿意支付 pj 的价格. 在每一个时刻 t, 客户 j 的到达概率为 qj (还有 1 −
∑

qj 的概率没有客

户到来),决策者要决定在每一个时刻,根据剩余的资源情形 x,决定如果一个第 j 类型客户到达,是否

接受这个客户 (也即是否能够对这种类型的需求开放对应价格的票). 如果用 Vt(x)表示在 t时刻资源

还剩余 x 的情形下决策者的期望收益, 用 ui(t,x) ∈ {0, 1} 表示在 t 时刻资源还剩余 x 的情形下是否

接受第 j 类型客户, 那么可以将这个问题写成一个动态规划的形式

Vt(x) = max
u(t,x)∈U(x)

[ n∑
j=1

qj(pjuj(t,x) + Vt+1(x−Ajuj(t,x))) +

(
1 −

n∑
j=1

qj

)
Vt+1(x)

]
,

其中

U(x) = {u : Ajuj 6 x, ∀ j},

并且加以对应的边界条件.

这个动态规划问题维度较高, 直接求解通常会比较困难, 因此, 人们设计了大量的针对这一类问

题的算法, 包括如下几种类型.

(1) 静态优化问题的近似: 一种解决以上问题的方法是考虑所谓的静态对应 (deterministic coun-

terpart) 问题, 也即用其期望值来近似用户到达的不确定性, 并通过求解静态问题来获得一个对动态

问题的策略, 包括给予每种类型需求一定配额, 或用资源的对偶价格来指导分配. 一些经典的用静态

优化模型方法求解以上问题的研究参见文献 [66, 67,489–491].

(2) 用近似动态规划求解. 静态近似的方法虽然简单, 但是解的质量有时候会不尽如人意. 为了更

好地对原问题进行分析, 人们提出了用近似动态规划的方法求解. 在近似动态规划的方法中, 人们用

一个带特定结构的函数 (如关于剩余资源和时间线性的函数) 来近似价值函数 V , 并用这个近似的价

值函数来指导决策. 一些使用近似动态规划方法求解以上问题的研究参见文献 [492–494].
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除了以上的基础问题以外, 人们也还考虑了很多此类问题的变化, 包括考虑消费者可以在多个航

班之间做出选择 (参见文献 [494–496]), 还包括考虑当消费者需求不确定时的在线学习问题 (参见在线

优化一节). 这一类问题的研究仍然在收益管理领域十分活跃.

10.2 在选择模型下定价和选品的优化问题

收益管理问题中建模的基础是对消费者的行为的刻画, 特别地, 当消费者面临多个商品 (且每个

商品有不同特性)时, 刻画其如何做选择是收益管理模型中核心的部分. 在此, 一种常用的方法是所谓

的选择模型—选择模型的目的是刻画当消费者面临多种选择的时候最终选择每一个选项的概率.从最

广泛的角度来讲, 选择模型可以用以下的形式来表达:

qi(p, S),

其中 p表示所有商品的价格, S 表示给消费者选择的集合, qi(p, S)表示消费者在此价格和商品集下选

择商品 i ∈ S 的概率. 例如, 在最经典的多态逻辑模型 (multi-nomial logit model, 简写为 MNL 模型,

参见文献 [497]) 中, qi(p, S) 的形式可以表达成

qi(p, S) =
exp(ai − bipi)

1 +
∑

j∈S exp (aj − bjpj)
, ∀ i ∈ S,

这里, 消费者还有

q0(p, S) =
1

1 +
∑

j∈S exp(aj − bjpj)

的概率选择不购买任何商品 (或者看作选择了外界的商品). 在这一类模型下就会产生大量的优化有

关的问题, 例如,

(1) 多品联合定价问题. 在多品联合定价问题中, 人们假设 S 为给定的 (也即提供的商品是给定

的), 决策变量在于每个商品的价格, 最终的优化问题形式为

max
p

∑
i∈S

piqi(p, S).

这类优化问题往往面临着目标函数关于决策变量是非凸的挑战, 根据不同的具体模型, 人们研究如何

设计有效算法来解决这一类问题, 其中具体研究这一类问题的文献包括 [498–500] 等.

(2) 选品问题. 在选品问题中, 人们假设价格 p 为给定的 (也即商品的价格是给定的), 决策变量在

于选择哪些商品提供给消费者, 最终的优化问题形式为

max
S

∑
i∈S

piqi(p, S).

这类优化问题的决策空间是离散的, 并且是关于商品数量指数增长的. 因此, 人们研究的重点是对于

不同模型, 最优解应具有什么样的结构 (例如, 是否只需要在更小的集合里寻找最优解), 以及有时寻

找有近似保证的近似解. 具体研究这一类问题的文献包括 [11, 495,501] 等.

(3) 联合定价和选品问题. 在这一类问题中, 人们同时决定提供的商品集合 S 及相对应的价格, 最

终的优化问题形式为

max
p,S

∑
i∈S

piqi(p, S).
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研究这一类问题的文献包括 [498,502] 等.

在以上问题的基础上, 文献中还有很多变化的研究, 包括考虑有约束的优化问题 (如文献 [498,

503]), 对应问题的鲁棒问题 (如文献 [504, 505]), 考虑动态的决策问题 (如文献 [506]), 等. 这些问题的

解决也基本上依赖于优化算法的设计和求解.

除了以上描述的两个问题, 还有大量的收益管理问题与在线优化问题密切相关. 关于这一部分的

内容在在线优化问题一节中有更详尽的讨论.

11 总结

本文对现代运筹学和优化理论的一些领域的背景知识和前沿理论做了尽可能多的介绍和阐述,但

还是有多个领域此次总结未能涉及, 例如, 优化理论中常见的随机规划, 应用中常见的经济与金融管

理领域 [507], 以及物流与交通领域, 特别是车辆调度、路线和网络规划等多个经典问题. 希望在未来的

工作中可以有更多的概括和论述.
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196 Nedić A, Lee S. On stochastic subgradient mirror-descent algorithm with weighted averaging. SIAM J Optim, 2014,

24: 84–107

197 Davis D, Drusvyatskiy D, Kakade S, et al. Stochastic subgradient method converges on tame functions. Found

Comput Math, 2020, 20: 119–154

198 Majewski S, Miasojedow B, Moulines E. Analysis of nonsmooth stochastic approximation: The differential inclusion

approach. ArXiv:1805.01916, 2018
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353 Sturmfels B. Gröbner Bases and Convex Polytopes. Providence: Amer Math Soc, 1996

354 Achterberg T, Koch T, Martin A. Branching rules revisited. Oper Res Lett, 2005, 33: 42–54

355 Morrison D R, Jacobson S H, Sauppe J J, et al. Branch-and-bound algorithms: A survey of recent advances in

searching, branching, and pruning. Discrete Optim, 2016, 19: 79–102

356 Ostrowski J, Linderoth J, Rossi F, et al. Orbital branching. Math Program, 2011, 126: 147–178

357 Lima R M. IBM ILOG CPLEX What is inside of the box? Technical Report. Pittsburgh: Carnegie Mellon University,

2011
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361 Balas E, Ceria S, Cornuéjols G. A lift-and-project cutting plane algorithm for mixed 0-1 programs. Math Program,

1993, 58: 295–324

362 Lovász L, Schrijver A. Cones of matrices and set-functions and 0-1 optimization. SIAM J Optim, 1991, 1: 166–190

363 Gu Z, Nemhauser G L, Savelsbergh M W P. Sequence independent lifting in mixed integer programming. J Comb

Optim, 2000, 4: 109–129

364 Chen W K, Dai Y H. On the complexity of sequentially lifting cover inequalities for the knapsack polytope. Sci China

Math, 2020, doi: 10.1007/s11425-019-9538-1

365 Ceria S, Cordier C, Marchand H, et al. Cutting planes for integer programs with general integer variables. Math

Program, 1998, 81: 201–214

366 Padberg M, Rinaldi G. A branch-and-cut algorithm for the resolution of large-scale symmetric traveling salesman

problems. SIAM Rev, 1991, 33: 60–100

367 Dey S S, Molinaro M. Theoretical challenges towards cutting-plane selection. Math Program, 2018, 170: 237–266

368 Lenstra Jr H W. Integer programming with a fixed number of variables. Math Oper Res, 1983, 8: 538–548

369 Mittelmann H D. Decision tree for optimization software. Http://plato.asu.edu/guide.html

370 Li D, Sun X. Nonlinear Integer Programming. New York: Springer, 2006

371 Li D, Sun X L, Wang F L. Convergent Lagrangian and contour cut method for nonlinear integer programming with

a quadratic objective function. SIAM J Optim, 2006, 17: 372–400

372 Li D, White D J. pth power Lagrangian method for integer programming. Ann Oper Res, 2000, 98: 151–170

373 Burer S, Letchford A N. Non-convex mixed-integer nonlinear programming: A survey. Surveys Oper Res Manage

Sci, 2012, 17: 97–106

374 Hemmecke R, Köppe M, Lee J, et al. 50 years of integer programming 1958–2008. In: Nonlinear Integer Programming.

New York: Springer, 2010, 561–618

375 Dang C, Ye Y. A fixed point iterative approach to integer programming and its distributed computation. Fixed Point

Theory Appl, 2015, 2015: 182

376 Li D, Sun X L, Gu S S, et al. Optimization and optimal control: Theory and applications. In: Polynomially Solvable

Cases of Binary Quadratic Programs. New York: Springer, 2010, 199–225

377 Beck A, Teboulle M. Global optimality conditions for quadratic optimization problems with binary constraints. SIAM

J Optim, 2000, 11: 179–188

378 Li D, Sun X L, Liu C L. An exact solution method for unconstrained quadratic 0-1 programming: A geometric

approach. J Global Optim, 2012, 52: 797–829

379 Malik U, Jaimoukha I M, Halikias G D, et al. On the gap between the quadratic integer programming problem and

its semidefinite relaxation. Math Program, 2006, 107: 505–515

380 Sun X L, Liu C L, Li D, et al. On duality gap in binary quadratic programming. J Global Optim, 2012, 53: 255–269

381 Nesterov Y. Semidefinite relaxation and nonconvex quadratic optimization. Optim Methods Softw, 1998, 9: 141–160

382 Kim S, Kojima M. Second order cone programming relaxation of nonconvex quadratic optimization problems. Optim

Methods Softw, 2001, 15: 201–224

383 Helmberg C, Rendl F. Solving quadratic (0, 1)-problems by semidefinite programs and cutting planes. Math Program,

1998, 82: 291–315

384 Rendl F, Rinaldi G, Wiegele A. Integer programming and combinatorial optimization. In: A Branch and Bound

Algorithm for Max-Cut Based on Combining Semidefinite and Polyhedral Relaxations. New York: Springer, 2007,

295–309

385 Chaovalitwongse W, Pardalos P M, Prokopyev O A. A new linearization technique for multi-quadratic 0-1 program-

ming problems. Oper Res Lett, 2004, 32: 517–522

386 Burer S. On the copositive representation of binary and continuous nonconvex quadratic programs. Math Program,

2009, 120: 479–495

387 de Klerk E, Pasechnik D V. Approximation of the stability number of a graph via copositive programming. SIAM J

Optim, 2002, 12: 875–892

388 Bomze I M. Copositive optimization—recent developments and applications. European J Oper Res, 2012, 216:

963

https://doi.org/10.1016/0167-6377(96)00007-7
https://doi.org/10.1007/BF01586932
https://doi.org/10.1007/BF01581273
https://doi.org/10.1137/0801013
https://doi.org/10.1023/A:1009841107478
https://doi.org/10.1023/A:1009841107478
https://doi.org/10.1007/s11425-019-9538-1
https://doi.org/10.1007/s11425-019-9538-1
https://doi.org/10.1007/BF01581105
https://doi.org/10.1007/BF01581105
https://doi.org/10.1137/1033004
https://doi.org/10.1007/s10107-018-1302-4
https://doi.org/10.1287/moor.8.4.538
https://doi.org/10.1137/040606193
https://doi.org/10.1023/A:1019252306512
https://doi.org/10.1016/j.sorms.2012.08.001
https://doi.org/10.1016/j.sorms.2012.08.001
https://doi.org/10.1186/s13663-015-0429-8
https://doi.org/10.1186/s13663-015-0429-8
https://doi.org/10.1137/S1052623498336930
https://doi.org/10.1137/S1052623498336930
https://doi.org/10.1007/s10898-011-9713-2
https://doi.org/10.1007/s10107-005-0692-2
https://doi.org/10.1007/s10898-011-9683-4
https://doi.org/10.1080/10556789808805690
https://doi.org/10.1080/10556780108805819
https://doi.org/10.1080/10556780108805819
https://doi.org/10.1007/s10107-008-0223-z
https://doi.org/10.1137/S1052623401383248
https://doi.org/10.1137/S1052623401383248
https://doi.org/10.1016/j.ejor.2011.04.026


邓琪等: 现代优化理论与应用

509–520

389 Dong H, Anstreicher K. Separating doubly nonnegative and completely positive matrices. Math Program, 2013, 137:

131–153

390 Gao J, Li D. Optimal cardinality constrained portfolio selection. Oper Res, 2013, 61: 745–761

391 Frangioni A, Gentile C, Lacalandra F. Tighter approximated MILP formulations for unit commitment problems.

IEEE Trans Power Syst, 2009, 24: 105–113

392 Bienstock D. Computational study of a family of mixed-integer quadratic programming problems. Math Program,

1996, 74: 121–140
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