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摘 要

本文使用模拟电荷法和扁椭球体的电势系数法较好地解决了尖端效应的数值计算问题
,

并用这一方法
,

计算了卫星表面尖端的效应

关扭词 卫星放电一尖端效应一模拟电荷法

引 言

在空间电环境对卫星的充电过程中
,

卫星周围等离子体粒子被卫星表面的捕获是充

电的一种源 而空间等离子体粒子的运动是在卫星周围电场的影响下进行的 因此计算卫

星周围的电场是卫星充电计算中的一步 卫星周围的电场主要是由卫星电位决定的 由于

空间等离子体在宏观上可看成为电中性
,

尤其在处理准静态电场的计算时
,

一般可忽略空

间电荷的存在
,

因此可认为卫星周围的电场完全是由于卫星电位
,

或卫星表面所带电荷决

定的 虽然
,

卫星周围电场的存在使得等离子体粒子向卫星充电
,

从而改变卫星电位
,

进

而改变空间电场
,

所以在卫星充电模型的计算链条中
,

空间等离子体环境起着举足轻重的

作用
,

但在卫星周围电场的计算中
,

因为卫星电位建立电场的时间常数 二
,

为卫星

及计算空间特征长度
, 。 为光速

,

一般远小于电场形成电流的时间常数 二 习。
, ‘ 是介电

常数
,

是导电率
,

因此计算卫星周围电场时
,

可忽略等离子体的存在
,

而只考虑卫星

电位
,

有如在真空中一样 这对卫星周围电场强度的计算带来了很大的便利 美国

的计算软件 即 盯 ‘ 和 就是在这种思想指

导下
,

把卫星表面电荷计算出卫星周围空间电位的三维分布单独写成一个软件模块
,

作为

整个卫星充电计算软件中的一环

带电导体表面周围的电场强度取决于导体形状 导体表面曲率半径越小
,

电场强度

越大
,

特别是在导体表面存在尖端形状处
,

电场强度会很大
,

即所谓的尖端效应 对尖端

效应的定量计算并不容易 用旋转椭球体来近似地表征尖端形状的导体时
,

电场存在解

析解 但多数情况下
,

这种近似表征与实际情况偏离较远 至今为止
,

电磁场已有很多数

值计算方法
,

在计算机飞速发展的今天
,

数值计算法越来越显示出实用性和可行性
,

但通

常的数值计算方法用到尖端效应的计算时往往相当困难 原因在于尖端是局地效应
,

空间

尺度很小
,

因此要有相当密集的网格点
,

往往因计算量过大而事实上不可行 美国航宇局

的卫星充电计算软件 和 中计算卫星周围空间电位分布时
,

采用的也是

一般笛卡儿三维坐标中有限元的网格计算法
,

即把三维空间用网格分割成体积单元 电位
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值
、

电荷密度等等参数都存在网格点矩阵中
,

在每个网格体积单元内部的电位值
,

从它周

围 个网格点上的电位值线性内插得到 计算电位所基于的方程即由泊松方程用变分法

导出的积分公式 在网格法中积分也就化成了连加
,

用迭代逐次逼近得到解 为了在处理

卫星表面有精细结构时解决一般网格计算中分辨率与覆盖范围之矛盾
,

这些计算软件都

采用了网格套装的办法 所谓套装是指一套网格在另一套的内部
,

网眼大小倍增 如在小

网格中坐标是 一
, ,

则同样的网格点在大网格中坐标是 一
,

软件最多允许 套

网格套装在一起 所以最大网格的网眼比最小网格的网眼大 倍 卫星体则在最密的即

最里层网格内 无论如何
,

这些软件的数值计算方法仍然属于网格法

本文试图使用电势系数法来处理尖端效应的数值计算问题
,

它实质上是一种模拟电

荷法 模拟电荷法 已有半个世纪的发展历史 ”一‘

模拟电荷法

模拟电荷法是镜象法的推广
,

它基于电磁场的唯一性定理 将导体表面连续分布的自

由电荷
,

或介质分界面上的束缚电荷
,

用一组计算域外的离散化的模拟电荷来替代
,

使得

由这些离散电荷所产生的场满足相同的边界条件 场的唯一性定理保证了在计算域内的

场就是所求的解

为了得到尖端形状导体表面以外的静电场
,

可用与尖端轴线垂直的平面内圆环线电

荷作为模拟电荷
,

为了计算尖端之外的空间电场
,

该圆环以与尖端纵轴的交点为圆心
,

半

径小于尖端横截面半径 取尖端表面上与圆环同一横截面的圆作为电位的控制点

由于带电导体球所产生的电场有简单的解析表达式
,

因此可用模拟电荷法求已知电

位导体球的电场
,

并与解析表达式的结果进行比较
,

来验证模拟电荷法的正确性 作为算

例
,

对半径为 的带电导体球求其电场 模拟电荷是半径为 的同心球面与水平

横截面相交的圆环 球心与环电荷的连线延伸出去与导体球面的交线为控制点

线圆环电荷产生的静电位为

沪 ,

万 ‘
无

,

其中 是圆环带的总电量 为介电常数
,

真空中的值为 一 国际单位 圆柱坐

标系的 轴是通过圆环的圆心与圆环所在平面垂直 原点在圆心上

卉豆

了 几

幻 是第一类完全椭圆积分 是圆环的半径 每一控制点上的电位是所有圆环上电荷

产生的电位的代数和

、‘ 一艺 , 、,
,
‘一 ‘

, ,

⋯
,

每一圆环电荷 在第 乞个控制点上产生的电位 只 , 可用式 求出 给定 甲‘ 后
, 。 个

式构成的方程组
,

是对于未知量 的线性方程组 解得 勺
, ,

⋯
,

后
,

就可
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以计算球外面任何地方的电位
,

也可以得到球外任何位置的电场强度 每个圆环线电荷

产生的电场有如下解析表达式

、、尹矛、了

的
介 ‘

,

击
“ ,一渝 ‘

“ ,

凡 万 ￡
止共 劫
口
‘

产、

其中 邝 一 ,

口 了 一

是第二类椭圆积分 不妨先检验一下在导体球面上的电场强度
,

并且与解析解相比

「

、

产一马

﹃乙刀

已
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︺
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图 用模拟电荷法对带电导体球电场的计算
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较
,

带电导体球在球外的电场强度为

是电场平
一沪 图 是

物一仆一凡

其中 沪。 即为导体带的电位 相对无穷远处 凡 是电场垂直于球面的分量

行于球面的分量 对于本算例
,

球半径为
,

所以数值上应有 凡

设 沪。
,

计算得到的 勺
,

凡
,

可以看到
,

电荷正负交替
,

而 凡 值比应该有的数

值 低 最小值达 当圆环数为 时 或 当圆环数为 时 而 凡 最大值

超过 圆环数为 时 由此可知
,

模拟电荷法的计算精度在导体球的情况下只有

一
,

靠近上下顶端的误差比中间大 为了改进上下顶端的计算精度
,

曾把控制点均

匀地分布在球面上再作计算
,

结果改进不大

根据场的叠加原理
,

式 所用的 只 , 本来应该是实际存在的不同带电导体间的电势

系数 而在模拟电荷法中
,

只 , 是完全模拟虚构的系数
,

并不是客观存在的电势系数 在

模拟电荷法中的电荷往往是点电荷
、

线电荷或面电荷
,

因此控制点离开电荷一定距离
,

否

则电荷上的电位值是无穷大
,

数值计算无法进行 客观存在的带电导体总有一定的电位
,

不会是无穷大

电势系数

空间若有 个导体存在时
,

第 坛个导体的电势 沪‘ 不仅决定于它本身的大小
、

形状及

其所带的电量 ‘ ,

而且还取决于其它导体的大小
、

形状
、

相对位置
、

所带电量及周围空间

所填充的介质 根据场的叠加原理
,

有
几

, ‘ 艺
‘, 。‘ ,

‘ ‘
, ,

⋯
, ,

其中 。‘, 称为电势系数 。勺 在数值上等于当第 个导体的总电量为一个单位
,

其余导

体上的总电量都为零时
,

第 乞个导体上的电势 式 和式 形式完全一样
,

但概念不

同 这里导体是实实在在存在的客观物体
,

不像在模拟电荷法中的模拟电荷或控制点是虚

构的

为了要计算尖端效应
,

可以把尖端形状的导体考虑成由许多规则形状导体所合成
,

而

这些规则形状导体的电容具有解析解
,

例如导体球或导体椭球

下面计算一个半径 为 的导体球
,

在原点位于球心的柱坐标中考虑问题 沿

轴等间隔分割的垂直于 轴的剖面把球切割成 片 每一片是厚度为 与 。
,

半径为

的扁圆饼 用半径为 和 的扁旋转椭球来近似代替每一片扁圆饼 当 增大时
,

由

个扁椭球体联合可代替原导体球 由于 。勺 具有明确的物理含义
,

因此不用控制点的概

念 在球导体的算例中
,

的电位
,

即

。灯 是带单位电荷的第 个扁椭球在第 葱个扁椭球中心处所产生

二 、 。号一 。子丫烤
一弓

二。 二

腐
’
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其中 乐 是第

勿可

在本算例中
,

求出电荷 外

葱个扁椭球中心在以第 个扁椭球中心为原点的椭球坐标值

亡 、 , 、 , 、 上 , ,

屯汀 百 右十 之几一 丐 一 “歹十 叮 一
“歹十 名易一 别

‘ 十 “场
“司

,

柱坐标 叭 , 毛 、一 勺 勺 不变 令线性方程组 中 功、三 ,

把球分割成 个扁椭球的计算结果见图

钱
笼》

已
·

赶犷

之

卿卿卿分割单元序号

图

分割单元序号

用电势系数法对带电导体球电场的计算

计算中发现
,

式 中 久 , 组成的系数矩阵近于畸异
,

但计算仍可进行 图 表明

各椭球所带电荷是正负相间的 利用这些电荷 , ,

可以计算出球面上的电位和电场 求电

位时仍用式 乘以 勺
,

这时式 中的 叭 , 笋
,

而等于球面与椭球交线的 值 求电场

时用扁椭球带电导体产生的电场公式
,

如下
︸

, 叭 「 「
,

厂 勺 —
一一 , 一一一一一一下井

’

十
‘

萝 石
‘,
斌了 “

,

铸 一 峪 心 嗯

弓一弓 铸一吃 易铸

,

一 “ 卞 ‘坛 了 了‘
‘ ‘ 十 、

厕瓦不万灭不不再
“ ‘了

’

图
,

和 是计算结果 图 是球面上的电位
,

解析解电位应该等于
,

而计

算结果是在 一 之间
,

精度为 左右 球面上电场强度的垂直分量 凡 应等
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于
,

而切向分量 应等于 但图 和 表明 凡 和 的计算结果都在

土 之间摆动 这种不合理的原因是计算点完全贴在椭球面上的缘故 所以随着图

所示的电荷波动
,

电位和电场都产生波动
,

而且这种情况不可能通过加密分割点而得

到改进 产生这样大偏差的原因是在计算 巧 时
,

本应该是第 艺个扁椭球体在带单位电荷

的第 个扁球产生电场中
,

其电位并不严格等于第 个扁球产生的电位在第 乞个椭球中

心点的值 当 和 相差小时
,

情况尤其严重

若把电势系数法的思想和模拟电荷法的思想结合起来
,

用导体表面作为电位的控制

点
,

把椭球体设计在导体面之内
,

两者的距离大于分割间隙 这样就可能得到比两种思想

单独使用时更好的结果

图 和图 是对 半径的球
,

充电到 的计算结果 可以看到
,

球面上的电

位严格地等于
,

说明方程组 所得出的解 正确 球面上电场强度垂直分量 凡 等

于
,

只有在上下顶点处达 当分割成 个椭球体时 解析解应该是

六 上的点表示是 的循环 所以电势系数法计算精度相当高
‘

若对照图中‘ 、

一
一 ’ ‘ ” ’ ‘ 、 ’ 一 ‘ “

一 ’ 产 ’‘ ’ ’

“
’ ’

一
‘

””
’ ’曰 一

‘

、
一

目
‘ ’

刁 ‘ , ” ,

给出的 值
,

只有 一 ” 当分割成 个椭球体时
,

或 一 ’ 当分割成 个

椭球体时 可见计算误差只有 一 ”或 一 ,

是相当精确的

口以
二

善

弓卜一节

,

三趁叮下一习牢之
﹂吸

目,
一一

,

一」

“‘

⋯
。乃

狡

一
刀

, 一一‘

一

、
一

一

分割单儿序号 分割单元序号

图 综合电势系数法和模拟电荷法思想的算例
·
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图 分割单元数增多后与图 相似的算例
·

球卫星上尖端效应的计算

为了计算卫星周围电场强度
,

要对不同形状卫星作不同的算法考虑 本文精力集中在

尖端效应的计算上
,

而不将精力放在处理不同卫星形状的问题上
,

所以本文假设一种最简

单的球卫星
,

并且只通过一个例子来说明计算球卫星上尖端效应的具体方法 另外
,

正如

引言中提到过的
,

卫星周围具有空间等离子体
,

具有一定的导电性
,

在电场作用下能产生

空间电流
,

使卫星电荷造成泄露 但等离子体的另一特点是不允许空间电荷积累 因此在

计算某一时刻的准静电场强度时
,

可以忽略掉周围空间等离子体的存在

在表面为导体的球卫星上
,

直立着一根头部呈圆锥形的杆 假设卫星充电至
,

计

算得到的尖端电场强度随杆长
、

杆粗和尖端长度的变化见图 计算中
,

设球半径为
,

尖端长度是圆柱杆半径的 倍
,

杆的计算分割数为杆长与杆半径之比的 倍 球
、

杆和尖

锥的计算分割单元都是垂直于对称轴的扁椭球体 扁椭球体的边在球
、

杆和尖锥外表面之

内
,

缩小 倍处
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孚趁剑一纽宾召司碧拭

七一二六污 一 瓦

杆长 球半径

图 球卫星上尖端效应的算例

由图可见
,

尖端电场强度杆细比杆粗时大得多 而杆长增大时
,

尖端电场强度增大

杆越细
,

尖端电场强度随杆长的增长而增大的越快
,

对半径 的杆
,

杆长从

增长至 时
,

尖端电场强度增大 倍
,

而对半径为 。 的杆
,

杆长从 增长至

时
,

尖端电场强度只增大 倍
,

具体数值见表

表 尖端电场强度随杆长变化的计算值

杆长

尖端电场 一

杆长

尖端电场

注 半径为 的球上垂直伸出一根带有长度为 圆锥尖头的圆柱形杆天线
,

杆横截面半径为

结 语

模拟电荷法是对尖端效应进行数值计算的可行方法
,

尤其在采用电势系数时
,

计

算相对误差可小于 一 ”,

是一种行之有效而且相当精确的算法

从卫星尖端效应的算例可以看到
,

随着杆长的增加
,

尖端处电场强度也增大 杆

越细
,

增大速度越快

本文所有算例都是柱对称的
,

这样可以直接使用带电椭球体的电位和电场的精确

公式 当问题不是柱对称时
,

本文的计算思路原则上也是成立的
,

但不一定选用椭球体
,

可以根据具体问题
,

选用合适形状的导体单元

虽然在 和 或者 软件中
,

也都处理过圆柱

杆的空间电场问题
,

但那里的计算方法仍属通常的网格法 本文的模拟电荷法的精度高
,
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计算时间短
,

具有更大的普遍适用性

参 考 文 献

【』
, ,

罗
, 一

‘
,

, ,

罗
, , 一 ,

【」
, , ,

一

介

汇 爪 之
, ,

一
, 一

【」
一 , 。 一

尸阳 了召召召
, ,

一
』

一 , 。 。 “
了 , 了、 尸滋 , ,

一
, , 七

了召召召 下 彻 尸
, 一

【」
, 一 , , 一 五 。

了召召召 、 几
, ,

一

【』
, , 一

砒
, 一 一

罗 了召召召 , 乍。。 尸沌 , ,

一

【 』
, , 。

了召召召 乍。。 尸注
, ,

一
【 』

, ,

,

一
』

, , ,

绍召召 了卜
。。。

尸月 , ,

一

【 」 牙
,

一

,

二 那 ‘ 即 ‘ 陀 八 云” 。 , ‘ ,

勺‘啊

,

, ,


