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摘要：在拓扑学观点下，深入探讨数学分析中一些重要概念和原理的本质属性，并研究其特殊性。

数学分析中序列极限的唯一性、海涅定理对连续函数的刻画、介值定理，以及描述实数完备性的几

个重要定理的等价性，都是特殊实数空间上的特殊结论。
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Abstract：From the high perspective of topology，this paper discusses the essential properties of some

important concepts and principles in mathematical analysis，and studies their particularity. In

mathematical analysis，the uniqueness of sequence limit，the characterization of continuous function by

Heine's theorem，the intermediate value theorem，and the equivalence of several important theorems

describing the completeness of real numbers are all special results on the space of special real

numbers.
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0 引 言

数学分析课程是大学生数学专业课程的重中

之重，是培养学生逻辑思维、提升数学素养的重要

基础课程［1-3］。数学分析及其直接后续课程——实

变函数和泛函分析，都是建立在度量空间或欧氏度

量空间上的函数分析类学科［4-6］。由于度量空间的

特殊性，使得数学分析中的一些重要原理也具有很

强的特殊性和局限性，这极大地限制了学生对数学

概念本质的理解与思考，导致学生很难认识到一些
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原理和概念的核心思想。当度量空间被抽象成拓

扑空间时，在拓扑学的观点下，数学分析中的概念

和原理得到了本质的刻画。比如：数列极限的唯一

性是基于实数空间是特殊的 Hausdorff空间，而一般

拓扑空间中收敛序列的极限并不唯一；海涅定理刻

画连续函数的充要条件是建立在实数空间是满足

第一可数公理的特殊性的基础上，而在一般拓扑空

间中不再是充分必要条件；闭区间上连续函数的介

值定理实质上只依赖于定义域的连通性，而实数集

上的任意区间都是连通的，不必要求闭区间；数学

分析的核心——极限理论，建立在实数集完备性的

基础之上，描述实数完备性的几个等价定理，有限

覆盖定理、致密性定理和聚点定理本质上是不同的

紧致性，他们相互等价是由于实数空间是满足第一

可数公理和 Lindelöf 性的特殊空间，而在一般拓扑

空间上他们并不等价。此外，对常见的一些基本概

念，如集合、维数、曲线和曲面等，在数学分析中并

没有明确的定义。需要更高深的拓扑学知识才可

以精确定义，因而只有在拓扑学的观点下，才能达

到对这些定理全面深刻的理解。

本文在拓扑学的观点下，讨论数学分析中相关

概念和原理的本质属性，从而认识其在数学分析中

的特殊性，以达到对数学分析知识的深刻理解。在

数学分析的学习和教学中，教师和学生已经有不少

优秀的教学经验和学习心得［7-9］。本文将更加拓宽

和加深数学分析的知识范围和深度，促进学生和教

师对数学分析的深刻理解，提升学生学习数学分析

和教师从事数学分析教学的能力。

1 序列收敛与连续映射

定义 1［10］ 称集族 ℑ ⊆ 2X 是非空集合 X 的一个

拓扑，若 ℑ满足条件：

（1）X，∅ ∈ ℑ，

（2）∀ℑ 1 ⊆ ℑ，成立 ∪
A ∈ ℑ1

A ∈ ℑ，

（3）∀A，B ∈ ℑ，成立 A ⋂ B ∈ ℑ，

则称 ( X，ℑ ) 是一个拓扑空间，简记作 X。ℑ中的每个

元素称为 X 中的一个开集。

定义 2［11］ ( X，ℑ ) 的子集 U 称为点 x ∈ X 的邻域

当且仅当 U 包含含有 x 的一个开集。x 的所有邻域

构成的集族称为 x的邻域系，记作 N ( x )。

例 1［10］ 离散拓扑空间。

给定一个非空集合 X，令 ℑ为 X 的所有子集构成

的集族，容易验证 ℑ是 X 的一个拓扑，称 ( X，ℑ ) 为离

散拓扑空间。

例 2［12］ 平庸拓扑空间。

给定一个非空集合 X，则 ℑ = { X，∅ }是 X 上的

一个拓扑，称 ( X，ℑ ) 为平庸拓扑空间。

在拓扑学中，收敛序列是这样定义的。

定义 3［10］ 设{ }xn 是拓扑空间 ( X，ℑ ) 中的一个

序列，x0 ∈ X。若 ∀U ∈ N ( x0 )，∃N ∈ Z+，使得 ∀n >

N 成立 xn ∈ U，则称{ }xn 收敛于 x0，记作 xn → x0，并

称 x0 是{ }xn 的一个极限点。

注：{ }xn 是一个收敛序列当且仅当其至少有一

个极限点。

例 3 xn = 1/n，n = 1，2，……，序列{ }xn 收敛吗？

考虑实数集 R 作为离散拓扑空间，则{ }xn 不收

敛于 ( R，ℑ ) 中的任意一个点，从而{ }xn 是发散的。

但在实数空间 ℝ中，{ }xn 唯一地收敛到极限 x0 = 0。

例 4 a，b ∈ R，且 a ≠ b，令 x2n − 1 = a，x2n =

b，n = 1，2，……。序列{ }xn 收敛吗？

R 作为平庸拓扑空间，可验证序列{ }xn 收敛于

x1 = a，也收敛于 x2 = b，则{ }xn 是一个收敛序列，但

其极限不唯一。而在实数空间 R 中，{ }xn 发散。

例 4 表明拓扑空间中收敛序列的极限不一定唯

一，但这与数学分析中极限的唯一性并不矛盾，其

从侧面反映出实数空间存在着某种特殊性。

定 义 4［10］ ( X，ℑ ) 是 一 个 拓 扑 空 间 ，若

∀x，y ∈ X，x 有邻域 U，y 有邻域 V 满足 U ⋂ V = ∅，

则称 X 是一个 Hausdorff空间。

例 5 实数空间 ℝ是一个 Hausdorff空间。

证 明 ∀a，b ∈ R，且 a ≠ b。 不 妨 设 a < b，取

c ∈ ℝ满足 a < c < b，则 U = ( − ∞，c )，V = ( c，+ ∞ )

为所求分割 a、b 的邻域。

定理 1［10］ 设{ }xn 是 Hausdorff 空间 ( X，ℑ ) 中的

一个收敛序列，则{ }xn 有唯一的极限点。

结论 1 数学分析中，收敛序列极限的唯一性

本质上依赖于实数空间 R 的特殊性，即 R 是一个

Hausdorff空间。

下面回顾一下数学分析中连续函数的概念。

定义 5［13］ 设函数 f ( x ) 在 x0 处有定义，若对任

意给定的实数 ε > 0，都存在 δ > 0，当 |x − x0| < δ时，
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成立 |f ( x ) − f ( x0 )| < ε，则称 f ( x ) 在 x0 处连续。

在拓扑学里，连续映射的本质是什么呢？

定义 6［10］ f：X → Y 是从拓扑空间 X 到 Y 的一

个映射，x ∈ X。若 f ( x ) ∈ Y 的每个邻域 U 的原像

f − 1 (U ) 是 x的一个邻域，则称映射 f在 x处连续。

结论 2 数学分析中，连续函数 ε − δ定义的本

质就是 f ( x0 )的任意 ε邻域的原像是 x0 的邻域。

事实上，在数学分析中有一个刻画函数极限的

重要定理——海涅定理，其也可以利用收敛序列很

好地刻画函数的连续性。

定理 2［13］ 函数 f 在 x 处连续当且仅当任何以 x

为极限的序列{ }xn ，{ f ( xn ) }以 f ( x ) 为极限。

这个命题也是依赖于实数空间 R 的特殊性才

成立，其在一般的拓扑空间并不成立。那么，实数

空间又有什么特殊性呢？

定义 7［14］ 设 ( X，ℑ ) 是一个拓扑空间，x ∈ X，

ℜ ( x ) ⊆ N ( x )。 若 ∀U ∈ N ( x )，∃V ∈ ℜ ( x ) 使 得

x ∈ V ⊆ U 成立，则称集族ℜ ( x ) 是 x 的一个邻域基；

若 X 中的每个点 x都有可数的邻域基，则称 X 满足第

一可数公理。

命题 1 实数空间 R 满足第一可数公理。

证 明 ∀x ∈ R，集 族 ℜ ( x ) = { ( x − r，x +

r ) |r ∈ ℚ }中的每个元素都是点 x 的一个邻域。对 x

的每个邻域 ( x − ε，x + ε )，∃r ∈ ℚ 使得 ( x − r，x +

r ) ⊆ ( x − ε，x + ε )，故 ℜ ( x ) 是 x 的一个邻域基。显

然 ℜ ( x ) 是可数族，因此 ℜ ( x ) 是 x 的一个可数邻域

基，从而 ℝ满足第一可数公理。

定理 3［14］ 给定 2 个拓扑空间 X 和 Y，其中 X 满

足第一可数公理，则 f：X → Y 连续的充分必要条件

是 序 列 { xn} ⊆ X 收 敛 到 x 蕴 含 着 { f ( xn ) } 收 敛

到 f ( x )。

结论 3 由于实数空间 R 满足第一可数公理，

因而其上的连续映射可用序列收敛来刻画。

2 稠密性与完备性

2.1 介值定理与稠密性

介值定理在数学分析中有着广泛的应用，如证

明积分第一中值定理［3］，以及用于一些方程的解的

存在性问题研究等，但由于实数空间的特殊性，限

制了学生对定理本质的理解，本文在此指出其特

殊性。

定理 4［15］ 设 f ( x ) 是闭区间 [ a，b ]上的一个连

续函数，则 ∀r ∈ [ m，M ]，∃x ∈ [ a，b ]使得 f ( x ) = r，

其中 m = min
x ∈ [ a，b ]

f ( x )，M = max
x ∈ [ a，b ]

f ( x )。

这个定理成立依赖于定义域闭区间的一种特

殊性质——连通性。事实上，定义在实数集的任何

具有连通性质的子集上的连续函数都有介值定理

成立。下面介绍拓扑空间的连通性。

定义 8［12］ 若不存在非空集合 A，B ⊆ X 满足

( A ⋂ B̄ ) ⋃ ( Ā ⋂ B ) = ∅，且 X = A ⋃ B，则称 X 是一

个连通空间。

定理 5［10］ 设 ( X，ℑ ) 是一个连通空间，f：X → R

是一个连续映射，则 f ( X ) 是连通的。

定理 6［10］ I 为实数集 R 上的连通子集，当且仅

当 I是一个区间。

推论 1 设 f ( x ) 是区间 I 上的一个实值连续函

数，则 f ( x ) 的像集 f ( I ) 在 R 中是连通的，即 f ( I ) 为

区间。

推论 2 若 f ( x ) 为闭区间 I 上的连续函数，则

f ( I ) 为闭区间。

证明 由连续函数的最大、小值存在定理知，

f ( I ) 存在最大值 M，最小值 m。再由上述推论 1 可

知，f ( I ) 为区间，即有 f ( I ) = [ m，M ]。

注：推论 2 就是前面所述的数学分析中的介值

定理的等价表述。

结论 4 由上述定理和推论可知，数学分析中

的介值定理成立只要求定义域的连通性。事实上，

可以将定义域放松为任意区间，则可保证夹在任意

2 个不同函数值之间的值都是函数值。这便是介值

定理的本质。这样，可得到如下改进的介值定理。

定理 7 设 f ( x )为定义在区间 I上的连续函数，

且 f ( I ) 不 是 单 点 集 ，则 ∀c，d ∈ f ( I )，c < d 及

∀r ∈ ( c，d )，都存在 x ∈ I，使得 f ( x ) = r。

定义 9［10］ 设 ( X，ℑ ) 是一个拓扑空间，A ⊆ X。

若集合 A 的闭包为全集 X，即 Ā = X，则称 A 是 X 的一

个稠密子集。

定理 8 设 ( X，ℑ ) 是一个拓扑空间，A ⊆ X，则 A

在 X 中稠密的充分必要条件是 A 与 X 中的任意一个

非空开集都有非空的交。

证明 必要性：若存在 X 中的非空开集 V 0 使得

A ⋂ V 0 = ∅，则 A ⊆ V c
0 = X − V 0，于是 Ā 包含于 V c

0

的闭包。而 V 0 为开集，则 Ā ⊆ V c
0 ⊆ X，且 V c

0 ≠ X，这

与 A 在 X 中稠密矛盾，故 A 与 X 中的每个非空开集都

有非空的交。

98



朱超波等：拓扑学观点下的数学分析知识 第 5 期

充分性：若 A 在 X 中不稠密，则 Ā ⊆ X，且 Ā ≠ X。

令 V = X − Ā = X ⋂ ( Ā ) c，则 V 是 X 中的一个非空开

集，但 V ⋂ Ā = ∅，矛盾。故 A 在 X 中稠密。

定义 10 A、B 为实数空间 ℝ 的 2 个子集，且

B ⊆ A。若 B̄ ⊇ A，则称集合 B 在 A 中稠密。

根据定义，很容易得到以下命题。

命题 2 设 A，B 是 R 的 2 个子集，且 B ⊆ A。则

下述条件等价：

（1）B 在 A 中稠密；

（2）∀x ∈ A，∀ε > 0，∃y ∈ B，使得 |x − y| < ε；

（3）∀ε > 0，B 中 所 有 点 y 的 邻 域 Uy = ( y −
ε，y + ε ) 构成的集族{ Uy |y ∈ B }是集合 A 的一个开

覆盖；

（4）∀x ∈ A，∃ { yn} ⊆ B 使得{ }yn 收敛于 x；

（5）A 与 R 中的每个非空开集都有非空的交。

定理 9 设 f ( x )，g ( x ) 是定义在区间 I上的 2个

连续函数，A ⊆ I 是 I 的一个稠密子集。若 ∀x ∈ A 成

立 f ( x ) = g ( x )，则 f ( x ) = g ( x )，∀x ∈ I。

证明 f ( x ) = g ( x )，∀x ∈ I⇔F ( x ) = f ( x )− g ( x )

在 I 上 恒 等 于 零 。 若 不 然 ，则 存 在 x0 ∈ I 使 得

F ( x0 ) ≠ 0。由于 A 在 I中稠密，根据命题 2 中的条件

（4）知 存 在 A 中 的 点 列 { }xn 满 足 xn → x0，从 而

f ( xn ) → f ( x0 )，g ( xn ) → g ( x0 )，且 f ( x0 ) = g ( x0 )。

而 由 f ( x ) 和 g ( x ) 的 连 续 性 知 F ( x ) 也 连 续 ，则

{ F ( xn ) }收敛于 F ( x0 ) = f ( x0 ) − g ( x0 ) = 0，矛盾。

故 ∀x ∈ I，成立 f ( x ) = g ( x )。

结论 5 定理 9 表明，连续函数 f：R → R 由其

在 ℝ的一个稠密子集上的作用所确定，这样可以缩

小研究范围，尤其可以缩小为在基数比较小的稠密

子集（如有理数集）上研究连续函数。这便是研究

稠密子集的重要意义之一。

2.2 度量空间的完备化

在数学分析中有一个熟知的事实：实数集是完

备的，而有理数集是不完备的。那么从有理数集到

实数集是如何实现完备化的呢？

定义 11［4］ 设 ( X，ρ )是一个度量空间，{ xn}⊆ X。

若 ∀ε > 0，∃N ∈ Z+，使得 ∀m，n > N 成立 ρ ( xm，xn ) <

ε，则称{ }xn 是 X 中的一个 Cauchy 列。若 X 中的每个

Cauchy 列都在 X 中收敛，则称 X 是一个完备度量

空间。

定义 12［4］ 若存在一个从度量空间 ( X，ρ1 ) 到

(Y，ρ2 )的双射 f，且 f 满足：∀x，y ∈ X，成立 ρ1 ( x，y ) =

ρ2 ( f ( x )，f ( y ) )，则称 f 是一个等距映射，且称 X 与

Y 等距。

定义 13［10］ 若 ( X，ρ ) 与完备度量空间 X * 的一

个稠密子空间等距，则称 X * 是 X 的一个完备化。

定理 10 有理数集ℚ可以完备化。

证明 对任意的 Cauchy 列{ xn}，{ yn} ⊆ ℚ，若

lim
n → ∞

ρ ( xn，yn ) = 0，则称 { }xn 与 { }yn 等价。用 [ { xn} ]

表示与{ }xn 等价的所有 Cauchy 列构成的集合，而集

合 [ { xn} ]的全体记作ℚ*。∀ [ { xn} ]，[ { yn} ]∈ ℚ*，令

ρ* ( [ { xn} ]，[ { yn} ] ) = lim
n → ∞

ρ ( xn，yn )，

容易验证极限 lim
n → ∞

ρ ( xn，yn ) 存在，且 ρ* 与等价类中

代表元素的选取无关。并且映射 ρ* 是集合ℚ* 上的

一个度量，从而 (ℚ*，ρ* )是一个度量空间。

下证 ℚ与 (ℚ*，ρ* ) 的一个稠密子空间等距，且

度量空间 (ℚ*，ρ* )是完备的。

（1）∀x ∈ ℚ，令 φ ( x ) = [ { x } ]，其 中 [ { x } ] 表

示ℚ中常值序列{ }x 代表的等价类。∀x，y ∈ ℚ，

ρ* (φ ( x )，φ ( y ) ) = lim
n → ∞

ρ ( x，y ) = ρ ( x，y )，

若存在 x1，x2 ∈ ℚ，且 x1 ≠ x2 使得 φ ( x1 ) = φ ( x2 )，则

ρ ( x1，x2 ) = ρ* (φ ( x1 )，φ ( x2 ) ) = 0，这与 x1 ≠ x2 矛盾。

于是 φ：ℚ → ℚ* 是一个单射，从而 φ是一个从 ℚ到

φ (ℚ ) ⊆ ℚ* 的等距映射。

∀x* = [ { xn} ] ∈ ℚ*，{ }xn 是 ℚ 中的一个 Cauchy

列。按照定义可得{ φ ( xn ) }是 φ (ℚ ) 中的一个 Cau‐

chy 列，且成立

ρ* ( x*，φ ( xn ) ) = lim
m → ∞

ρ ( xm，xn )，

则序列 { φ ( xn ) }收敛于 x*，故 φ (ℚ ) 在 ℚ* 中稠密。

因此，ℚ与 (ℚ*，ρ* )的稠密子集 φ (ℚ ) 等距。

（2）任取 φ (ℚ ) 中的一个 Cauchy 列{ φ ( xn ) }，则

{ }xn 也是ℚ中的一个Cauchy列，于是 x* =[ { xn} ]∈ℚ*。

容易验证{ φ ( xn ) }收敛于 x*，从而 φ (ℚ ) 中的任意一

个 Cauchy 列都在 ℚ* 中收敛。于是 ℚ* 是一个完备

的度量空间。

结合（1）和（2）可知，有理数集ℚ可以完备化。

定理 11 有理数集ℚ的任意 2 个完备化等距。

证明 任取ℚ的 2 个完备化 ( X 1，ρ1 )和 ( X 2，ρ2 )，

设ℚ分别等距于 X 1 的稠密子集 X 1 ′和 X 2 的稠密子集

X 2 ′。易得 X 1 ′和 X 2 ′等距，即二者之间存在一个等距

映射 φ。

∀x1 ∈ X 1，由于 X 1 ′在 X 1 中稠密，则 ∃ { xn} ⊆ X 1 ′
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使得 xn → x1。易得{ φ ( xn ) }是 X 2 ′中的一个 Cauchy

列，由于 X 2 是一个完备度量空间，则{ φ ( xn ) }收敛

于 X 2 中的某个点 x2。令 φ* ( x1 ) = x2，则得到一个从

X 1 到 X 2 的映射 φ*，下证 φ* 是一个等距映射。

∀x1，y1 ∈ X 1，∃ { xn}，{ yn} ⊆ X 1 ′使得 xn → x1，

yn → y1，则

ρ2 (φ* ( x1 )，φ* ( y1 ) ) = ρ2 ( lim
n → ∞

φ ( xn )，

lim
n → ∞

φ ( yn ) ) = lim
n → ∞

ρ2 (φ ( xn )，

φ ( yn ) ) = lim
n → ∞

ρ1 ( xn，yn ) = ρ1 ( x1，y1 )，

且若存在 x1，y1 ∈ X 1，且 x1 ≠ y1 使得 φ* ( x1 ) = φ* ( y1 )，

则 ρ ( x1，y1 ) = ρ* (φ ( x1 )，φ ( y1 ) ) = 0，这 与 x1 ≠ y1 矛

盾。于是 φ* 是从 X 1 到 X 2 的一个单射。

∀x2 ∈ X 2，∃ { zn} ⊆ X 2 ′ 使 得 zn → x2。 易 得

{ φ− 1 ( zn ) } 是 X 1 ′ 中 的 一 个 Cauchy 序 列 ，不 妨 设

{ φ− 1 ( zn ) }在 X 1 中收敛于 x1，则显然有 φ* ( x1 ) = x2。

故 φ* 是一个等距映射，从而 X 1 和 X 2 等距。

注：在这个完备化过程中，ℚ和 ℚ* 都被理解为

柯西列的等价类作为元素构成的集合。对任意的

有理数 x，等距映射将 x 对应于常值序列{ }x 所在的

等价类 [ { x } ]，其实等价类 [ { x } ]由所有以 x 为极

限的柯西列构成。因而，那些不包含常值序列的等

价类就与无理数一一对应，在等距意义下也就认为

是无理数集，从而可以认为 R 是ℚ唯一的完备化。

2.3 拓扑空间的紧性及其关系

数学分析中有描述实数完备性的 3 个定理（有

限覆盖定理、聚点定理和致密性定理），在实数集上

是等价的。

定理 12［13］ （i）有限覆盖定理：A 是实数空间 R

中的一个有界闭区间，则集合 A 的每个开覆盖都有

有限子覆盖。

（ii）聚点定理：A 是实数空间 R 中的一个有界无

限点集，则集合 A 必有聚点。

（iii）致密性定理：若{ }xn 是实数空间 R 中的一

个有界数列，则{ }xn 必定存在收敛子列。

事实上，这 3 个定理在拓扑学中是拓扑空间的

3 种不同的紧致性，一般情况下并不等价。本节将

主要讨论三者之间的联系与区别，为此先给出定义。

定义 14［10］ （i）若 ( X，ℑ ) 的每个开覆盖都有有

限子覆盖，则称 X 是一个紧致空间；

（ii）若 X 中的每个无限子集都有聚点，则称 X 是

一个列紧空间；

（iii）X 是一个序列紧致空间当且仅当 X 中的每

个序列都有收敛的子序列。

例 6 实数空间 R 的 3 种紧性。

考虑 R 的开覆盖ℜ = { ( − n，n ) |n ∈ Z+}，显然ℜ

不存在有限子覆盖，从而 R 不是一个紧致空间。数

列{ xn}，xn = n 不存在收敛子列，且其作为集合是一

个无限集也无聚点，所以 R 不是列紧的，也不是序

列紧致的。

定理 13［10］ 紧致空间 ( X，ℑ )必然也是列紧空间。

定理 14 每个序列紧致空间都是列紧的。

证明 设 ( X，ℑ ) 是一个序列紧致空间，若 X 是

一个有限集，则 X 中没有无限点集，由定义可认为 X

是列紧的；否则，若 X 是无限集，则任取 X 的一个无

限子集 A。在 A 中任取一个各项互异的序列{ }xn ，由

于 X 是序列紧致的，则{ }xn 存在收敛的子序列{ }xnk
，

设 xnk
→ x0。从而 x0 是 A 的一个聚点，故 X 是一个列

紧空间。

例 7 令 ℜ = { { 2n，2n + 1 } |n ∈ N }，设自然数

集 N 唯一的以ℜ为基的拓扑为 ℑ，则 ( N，ℑ )是一个列

紧空间。但 ( N，ℑ )不是紧致的，也不是序列紧致的。

证明 任取自然数集 N 的一个无限子集 A，若

a = 2k ∈ A，k ∈ N，则 2k + 1 为 A 的一个聚点；若 a =

2k + 1 ∈ A，k ∈ N，则 2k 是 A 的一个聚点，于是 N 是

列紧的。

显然 ( N，ℑ ) 的开覆盖 ℜ ={ { 2n，2n + 1 } |n ∈ N }

没有有限子覆盖，从而 N 不是紧致的。

令 xn = 2n，则序列{ xn} ⊆ N 不存在收敛的子序

列，于是 N 不是序列紧致的。

注：例 7 表明定理 13 和定理 14 的逆命题并不成

立。类似地，可以验证紧致性与序列紧致性并无必

然的包含关系。

命题 3 设 ( X，ℑ ) 满足第一可数公理，则 X 是一

个序列紧致空间当且仅当 X 是列紧的。

证明 必要性显然，下证充分性。

任意{ xn} ⊆ X，若{ }xn 作为集合是一个有限集，

则{ }xn 存在收敛子列；若{ }xn 作为集合是一个无限

集，记作 A，则 A 至少存在一个聚点 y0。又 X 满足第

一可数公理，则 A − { y0}中存在一个序列{ }yn 收敛

于 y0，从而{ }yn 中存在{ }xn 的一个子列{ }xnk
收敛于

y0，故 X 是一个序列紧致空间。
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定理 15［14］ 设 ( X，ℑ ) 满足第一可数公理，若 X

是一个紧致空间，则 X 也是序列紧致的。

定义 15［14］ 若 ( X，ℑ ) 的每个开覆盖都有可数

子覆盖，则称 X 是一个 Lindelöf空间。

命题 4［10］ 实数空间 ℝ是一个 Lindelöf空间。

定理 16 设 ( X，ℑ ) 是一个 Lindelöf 空间，若 X

是一个序列紧致空间，则 X 也是紧致的。

证明 由于 ( X，ℑ ) 是一个 Lindelöf空间，则 X 的

每个开覆盖都存在可数子覆盖，从而 X 是紧致的，只

需它的每个可数开覆盖都存在有限子覆盖。假设 X

不是紧致的，则存在一个可数开覆盖没有有限子覆

盖，不妨设为ℜ = { U 1，U 2，…，Un，… }。令

V 0 = ∅，Vn = U 1 ⋃ U 2 ⋃ …Un，n = 1，2，……，

显然{ }Vn 也是 X 的一个可数开覆盖，且{ }Vn 没有有

限 子 覆 盖 。 不 妨 设 Vn − 1 真 包 含 于 Vn，则 Vn −
Vn − 1 ≠ ∅，任取 xn ∈ Vn − Vn − 1，得到序列 { }xn 。由 X

的序列紧致性知{ }xn 存在收敛子列{ }xnk
，设 xnk

→ x0。

而{ }Vn 是 X 的一个开覆盖，从而存在 Vi0
使得 x0 ∈ Vi0

。

由 xnk
→ x0 可知，∃k0 ∈ ℤ+ 使得 ∀k > k0，xnk

∈ Vi0
。取

k 足够大使得 nk ≫ i0，则同时成立 xnk
∈ Vi0

与 xnk
∈ Vnk

−
Vnk − 1

，矛盾。因此 X 是一个紧致空间。

推论 3 设 X 是一个满足第一可数公理的 Lin‐

delöf空间，若 X 是列紧的，则 X 也是紧致空间。

推论 4 设 X 是一个满足第一可数公理的 Lin‐

delöf空间，则下列条件等价：

（1）X 是一个紧致空间；

（2）X 是一个列紧空间；

（3）X 是序列紧致的。

推论 5 设 A 是 R 的一个子集，则下列条件等价：

（1）A 是有界闭集；

（2）A 是一个紧致子集；

（3）A 是列紧的；

（4）A 是序列紧致的。

结论 6 由推论 5 可知，在数学分析中，由于实

数空间 R 的特殊性，即满足第一可数公理的 Lin‐

delöf 空间，才有前面所述的有限覆盖定理、聚点定

理、致密性定理彼此等价。

3 结束语

本文在拓扑空间中深入讨论了序列收敛、连续

映射、海涅定理、介值定理、稠密性、完备性的一般

形式，并指出了数学分析中相关概念的特殊性。在

给出实数空间中稠密子集 5 个等价条件的基础上，

论证了稠密子集对连续函数的确定性。在不引入

可数紧致空间的条件下，直接讨论 3 种紧性的关系，

得到了在满足第一可数公理的 Lindelöf 空间中，紧

致性、序列紧致性与列紧性相互等价的结论，这也

正是数学分析中相互等价的原因。
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