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摘要 令m为正整数, F2m 是有限域.设 L为由 F2m 中的元素构成的子集, G(x) = x3t+1,其中 L中的

元素均不是 G(x)的根,而且 t | (2m−1). 设 Γ(L,G)为以 G(x)作为 Goppa多项式、L为定义集的二元

可分 Goppa码. 本文证明该 Goppa码的最小距离等于其设计距离,即 d = 6t+1. 这推广了 Bezzateev

和 Shekunova (1995)的结果.同时本文找到了许多新的二元线性码,进一步扩充了 Grassl的线上码表.

值得强调的是, 本文确定至少 3 个二元线性码是新发现的, 它们的参数分别为 [32, 16, 8]、[62, 43, 8] 和

[128, 106, 8]. 这些码与 Grassl 码表中具有相同参数的码都不等价, 可被认为是具有该参数的已知最好

的线性码.

关键词 Goppa 码 二元线性码 最小距离

MSC (2020) 主题分类 94B05

1 引言

1971 年, Goppa [12, 13] 提出了 Goppa 码, 它是线性码中非常有趣的子类之一, 因为它渐近地满足

Varshamov-Gilbert 界 [3]. 这类码是广义 Reed-Solomon (generalized Reed-Solomon, GRS) 码的特定子

域子码. 由于定义的复杂性和工具的缺乏, 关于 Goppa 码的文献并不多.

循环码是线性码的一个有趣的子类, 它们具有高效的编码和解码算法, 在电子商务、数据存储系

统和通信系统中得到了广泛的应用. 这自然会令我们提出这样的问题: 什么情形下 Goppa 码是循环

码? Goppa [12] 给出了 Goppa 码在一定对应关系下与循环码同构的充分必要条件. 之后, 一些结果陆

续被发现 (参见文献 [2, 4, 7, 19,23,24]), 但不得不说, 已知的循环 Goppa 码还是很少.
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McEliece [20] 提出了一种基于二元 Goppa 码的新公钥密码系统. 这使得 Goppa 码的研究在密

码学中也引起了相当大的关注. 在美国国家标准与技术研究院 (National Institute of Standards and

Technology, NIST) 后量子密码标准化的众多候选方案中, 其中一个就是以 McEliece 密码系统作为基

础 [1], 这重新激发了学者们的研究兴趣.

最近, Gao等 [11] 应用 Goppa码的观点研究了 GRS码的正交包; 紧接着, Huang和 Yue [15]、Li和

Yue [16, 17]、Chen 和 Zhang [9, 10] 研究了不可约 Goppa 码的数量; Sui 和 Yue [22] 给出了一种有效的扭

Goppa 码译码算法. López 和 Matthews [18] 介绍了多元 Goppa 码—经典 Goppa 码是它的一种特例,

还给出了多元 Goppa 码的校验矩阵, 并应用多元 Goppa 码得到了纠缠辅助量子纠错码、长码长的线

性对偶互补码、自对偶码和自正交码.

综上所述, 关于 Goppa 码的研究还有许多工作要做. 特别地, 确定 Goppa 码的维数和最小距离是

一件非常困难的事情. 已知最小距离的几类 Goppa 码罗列如下:

•在文献 [21]中,假设码的长度与 Goppa多项式的次数满足某个不等式时, Moreno和 Moreno通

过指数和给出了最小距离等于 2t+ 1 的 Goppa 码的一个子类.

• 在文献 [5] 中, Bezzateev 和 Shekunova 证明了可分多项式为 G(x) = xt +A 且定义集为 L 的二

元 Goppa 码的最小距离等于 2t+ 1, 这里 L 中的元素都不是 G(x) 的根, t | (2m − 1), 且 A 为 F∗
2m 中

某元素的 t 次幂.

• 在文献 [6] 中, Bezzateev 和 Shekunova 证明了一些二元可分 Goppa 码形成一条链, 并且可以确

定链上所有码的最小距离.

在上述一系列结果的启发下, 本文重点研究一类二元 Goppa 码, 并确定其最小距离. 特别地, 假

设 t | (2m−1),将 Bezzateev和 Shekunova [5] 的结果推广到 3t的情形. 本文余下内容的结构如下. 第 2

节回顾 Goppa 码的定义及二元 Goppa 码的性质. 第 3 节给出本文的主要结果并且通过 Magma 给出

具体的例子. 应用第 3 节构造的二元 Goppa 码, 第 4 节给出许多新二元线性码, 进一步扩充了 Grassl

的线上码表.

2 预备知识

令 n为正整数, Fn
q 为有限域 Fq 上的所有 n维向量构成的向量空间. 设向量 x = (x0, x1, . . . , xn−1)

与 y = (y0, y1, . . . , yn−1) ∈ Fn
q . 向量 x 的 Hamming 重量定义为

wH(x) = |{i : xi ̸= 0, 0 6 i 6 n− 1}|,

向量 x 与 y 的 Hamming 距离定义为

dH(x,y) = |{i : xi ̸= yi, 0 6 i 6 n− 1}|.

称 Fn
q 在 Fq 上的一个 k 维线性子空间 C 为 [n, k] q- 元线性码, 若 C 的最小 Hamming 距离等于 d, 记

作 [n, k, d] 线性码, 这里 C 的最小 Hamming 距离

d = dH(C) = min{wH(x) : x ∈ C,x ̸= 0}.

下面介绍 Goppa 码的定义和一些性质.
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定义 2.1 设 G(x) 为多项式环 Fqm [x] 中一个 t 次首 1 多项式, L = {α1, α2, . . . , αn} ⊆ Fqm 为

Fqm 中 n个不同元素组成的集合,并且 G(αi) ̸= 0, i = 1, . . . , n. 码长为 n的 q 元 Goppa码 Γ(L,G)定

义为

Γ(L,G) =

{
(c1, c2, . . . , cn) ∈ Fn

q :

n∑
i=1

ci
x− αi

≡ 0 (mod G(x)), ci ∈ Fq

}
, (2.1)

这里 L 称为定义集, G(x) 称为 Goppa 码 Γ(L,G) 的 Goppa 多项式.

显然上面定义的 Goppa 码 Γ(L, g) 是 Fq 上长度等于 n = |L| 的线性码, 它的维数 k > n−mt, 最

小距离 d > t+ 1 (参见文献 [19]). 令 gi = G(αi)
−1, 1 6 i 6 n, 则从方程 (2.1) 可以看出, Γ(L,G) 的校

验矩阵为

H =



g1 g2 . . . gn

g1α1 g2α2 . . . gnαn

...
...

. . .
...

g1α
t−1
1 g2α

t−1
2 . . . gnα

t−1
n


. (2.2)

定义 2.2 [19] 如果 Goppa 码的 Goppa 多项式 G(x) 没有重根, 则称它为可分 Goppa 码.

对于二元 Goppa 码的情形, 有下面两个引理.

引理 2.1 [19] 设 Γ(L,G)为二元可分 Goppa码,其中 L = {α ∈ F2m : G(α) ̸= 0}且 deg(G(x)) = t,

则它的最小距离 d > 2t+ 1.

引理 2.2 [5] 设 Γ(L,G) 为二元可分 Goppa 码, Goppa 多项式 G(x) = xt + A, L = {α ∈ F2m :

G(α) ̸= 0}. 若 t | (2m − 1) 且 A 为 F∗
2m 中元素的 t 次幂, 则它的最小距离 d = 2t+ 1.

3 主要结果和例子

定理 3.1 设 Γ(L,G) 为二元 Goppa 码, Goppa 多项式 G(x) = x3t + 1, 这里 t | (2m − 1),

L = {α ∈ F2m : G(α) ̸= 0}. 如果方程

xt
1

1 + xt
1 + x2t

1

+
xt
2

1 + xt
2 + x2t

2

+
xt
3

1 + xt
3 + x2t

3

= 0 (3.1)

在集合 {α ∈ F∗
2m : αt ̸= 1}3 中至少有一个解 (x1, x2, x3), 则二元 Goppa 码 Γ(L,G) 的最小距离等于其

设计距离, 即 d = 6t+ 1.

证明 由引理 2.1 知, 仅需要证明在二元 Goppa 码 Γ(L,G) 中存在一个码字的 Hamming 重量等

于 6t+ 1.

为了方便证明, 引入几个记号. 令 2m − 1 = tl, w 为 F2m 的一个本原元, 即 F∗
2m = ⟨w⟩, 则

F∗
2m =

l−1∪
i=0

wi⟨wl⟩.

注意到, 如果 3t | (2m − 1), 则从引理 2.2 直接可以得出结果. 下面总是假设 3t - (2m − 1). 由于

t | (2m − 1), 所以有两种情形可能发生: 3 - (2m − 1), 即 m 为奇数; v3(t) = v3(2
m − 1) 且 m 为偶数, 这
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里 vp(n) 表示整数 n 中素数 p 的指数. 则

{α ∈ F2m : G(α) = 0} = {wy, 0 6 y 6 2m − 2 : w3yt = 1}

= {wy, 0 6 y 6 2m − 2 : 3yt ≡ 0 (mod 2m − 1)}

= {wy, 0 6 y 6 2m − 2 : y ≡ 0 (mod l)}

= ⟨wl⟩.

因此该码的长度为 n = |L| = 2m − t = t(l − 1) + 1.

设 L = {α1, . . . , αn−1, 0} = {0} ∪
∪l−1

i=1 w
i⟨wl⟩. 接下来从 (2.2) 得到此码的校验矩阵为

H =



1
α3t

1 +1
1

α3t
2 +1

. . . 1
α3t

n−1+1
1

α1

α3t
1 +1

α2

α3t
2 +1

. . . αn−1

α3t
n−1+1

0

...
...

. . .
...

...

α3t−1
1

α3t
1 +1

α3t−1
2

α3t
2 +1

. . .
α3t−1

n−1

α3t
n−1+1

0


.

下面的证明思路是考虑选择 6 个不同的整数 1 6 i1, i2, i3, i4, i5, i6 6 l − 1 使得二元向量 a = (a1,

a2, . . . , an) 的 Hamming 重量为 6t+ 1, 其中 an = 1 且 a 的其他非零元与 L 的下列子集对应:

{wij ⟨wl⟩ : j = 1, . . . , 6}.

向量 a = (a1, . . . , an) 作为 Γ(L,G) 的码字当且仅当 HaT = 0.

固定 i, 对于 wi⟨wl⟩ 中的任意元素 α, 因为 (2m − 1) = tl, 故有 α3t = w3it. 从而有

1

w3it + 1
+

1

w3jt + 1
+ 1 =

1 + w3itw3jt

(w3it + 1)(w3jt + 1)
. (3.2)

方程 (3.2) 等于 0 当且仅当 w3t(i+j) = 1, 即 i + j ≡ 0 (mod l). 这样就得到了 6 个不同的整数

1 6 i1, i2, i3, i4, i5, i6 6 l − 1 满足

i1 + i2 = i3 + i4 = i5 + i6 = l. (3.3)

由方程 (3.2) 和 (3.3), 有

1

w3i1t + 1
+

1

w3i2t + 1
+

1

w3i3t + 1
+

1

w3i4t + 1
+

1

w3i5t + 1
+

1

w3i6t + 1
+ 1 = 0. (3.4)

对于固定的 i, 1 6 j 6 3t− 1, 且 t - j, 可以得到

∑
z∈wi⟨wl⟩

zj

z3t + 1
=

wij(
∑t

i′=1 w
li′j)

w3it + 1
= 0. (3.5)

因为 wlj ̸= 1, 所以最后一个方程成立. 对应 t | j, 需要考虑 j = t 与 j = 2t. 通过方程 (3.2), 可得

∑
z∈wi1 ⟨wl⟩

zt

z3t + 1
+

∑
z∈wi2 ⟨wl⟩

zt

z3t + 1
=

twi1t

w3i1t + 1
+

tw−i1t

w−3i1t + 1
=

wi1t

w3i1t + 1
+

w−i1t

w−3i1t + 1
(3.6)
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且 ∑
z∈wi1 ⟨wl⟩

z2t

z3t + 1
+

∑
z∈wi2 ⟨wl⟩

z2t

z3t + 1
=

tw2i1t

w3i1t + 1
+

tw−2i1t

w−3i1t + 1
=

w2i1t

w3i1t + 1
+

w−2i1t

w−3i1t + 1
. (3.7)

令 β1 = wi1t. 根据方程 (3.6) 与 (3.7), 有

β1

β3
1 + 1

+
β−1
1

β−3
1 + 1

=
β2
1

β3
1 + 1

+
β−2
1

β−3
1 + 1

=
β1

1 + β1 + β2
1

. (3.8)

同理, 令 β3 = wi3t 与 β5 = wi5t, 有

β3

β3
3 + 1

+
β−1
3

β−3
3 + 1

=
β2
3

β3
3 + 1

+
β−2
3

β−3
3 + 1

=
β3

1 + β3 + β2
3

(3.9)

且

β5

β3
5 + 1

+
β−1
5

β−3
5 + 1

=
β2
5

β3
5 + 1

+
β−2
5

β−3
5 + 1

=
β5

1 + β5 + β2
5

. (3.10)

根据方程 (3.4) 和 (3.8)–(3.10), 向量 a 为该码的码字当且仅当

β1

1 + β1 + β2
1

+
β3

1 + β3 + β2
3

+
β5

1 + β5 + β2
5

= 0. (3.11)

通过选择 6 个不同的整数 1 6 i1, i2, i3, i4, i5, i6 6 l− 1 使得方程 (3.3) 与 (3.11) 成立, 这样就完成

了定理的证明.

注 3.1 定理 3.1 将确定最小距离的困难问题转化为在有限域的某个子集上求解方程的问题. 看

起来工作量似乎减少了, 但不得不说, 在有限域的子集上求解方程 (3.1) 也很困难.

注 3.2 在定理 3.1 中, 条件 t | (2m − 1) 不可少. 例如, 令 m = 8, t = 11. 设

G(x) = x33 + 1, L = {α ∈ F∗
28 : G(α) ̸= 0},

由 Magma, 该二元 Goppa 码 Γ(L,G) 的参数为 [253, 11, 72].

接下来, 通过一些例子来说明主要结果.

例 3.1 令 m = 5, t = 1, 且 F∗
25 = ⟨w⟩. 由 Magma 可得

x1

1 + x1 + x2
1

+
x2

1 + x2 + x2
2

+
x3

1 + x3 + x2
3

= 0

有解 x1 = w3, x2 = w6, x3 = w11. 设 G(x) = x3 + 1, L = {α ∈ F∗
25 : G(α) ̸= 0}. 根据定理 3.1, 该二

元 Goppa 码 Γ(L,G) 的最小距离为 7, 这一结果经过 Magma 验证. 事实上, 此二元线性码的参数为

[31, 16, 7]. 由文献 [14] 可知, 码长为 31、维数为 16 的二元线性码的最小距离下界是 8, 在文献 [14] 的

线上码表中没有发现具有参数 [31, 16, 7] 的二元线性码.

例 3.2 令 m = 7, t = 1, 且 F∗
27 = ⟨w⟩. 由 Magma 可得

x1

1 + x1 + x2
1

+
x2

1 + x2 + x2
2

+
x3

1 + x3 + x2
3

= 0

有解 x1 = w, x2 = w4, x3 = w41. 设 G(x) = x3 + 1, L = {α ∈ F∗
27 : G(α) ̸= 0}, 根据定理 3.1, 二

元 Goppa 码 Γ(L,G) 的最小距离为 7, 这一结果经过 Magma 验证. 事实上, 此二元线性码的参数为

[127, 106, 7]. 由文献 [14] 可知, 一个已知最好的二元线性码具有参数 [127, 106, 8].
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例 3.3 令 m = 8, t = 3, 且 F∗
28 = ⟨w⟩. 由 Magma 可得

x3
1

1 + x3
1 + x6

1

+
x3
2

1 + x3
2 + x6

2

+
x3
3

1 + x3
3 + x6

3

= 0

有解 x1 = w4, x2 = w5, x3 = w39. 设 G(x) = x9 + 1, L = {α ∈ F∗
28 : G(α) ̸= 0}, 根据定理 3.1, 二

元 Goppa 码 Γ(L,G) 的最小距离为 19, 这一结果经过 Magma 验证. 事实上, 此二元线性码的参数为

[253, 181, 19]. 由文献 [14] 可知, 码长为 253、维数为 181 的二元线性码的最小距离下界为 20, 在文

献 [14] 的线上码表中没有发现具有参数 [253, 182, 19] 的二元线性码.

例 3.4 令 m = 8, t = 15, 且 F∗
28 = ⟨w⟩. 由 Magma 可得

x15
1

1 + x15
1 + x30

1

+
x15
2

1 + x15
2 + x30

2

+
x15
3

1 + x15
3 + x30

3

= 0

有 4 个解 x1 = wi1 , x2 = wi2 , x3 = wi3 且 ⟨i1, i2, i3⟩ ∈ {⟨2, 5, 7⟩, ⟨3, 4, 7⟩, ⟨3, 6, 8⟩, ⟨1, 5, 6⟩}. 设 G(x)

= x45 + 1, L = {α ∈ F∗
28 : G(α) ̸= 0}, 根据定理 3.1, 二元 Goppa 码 Γ(L,G) 的最小距离为 91, 这一结

果经过 Magma 验证. 事实上, 此二元线性码的参数为 [241, 4, 91]. 由文献 [14] 可知, 一个已知最好的

二元线性码具有参数 [241, 4, 128].

例 3.5 令 m = 9, t = 1, 且 F∗
29 = ⟨w⟩. 由 Magma 可得

x1

1 + x1 + x2
1

+
x2

1 + x2 + x2
2

+
x3

1 + x3 + x2
3

= 0

有解 x1 = w, x2 = w5, x3 = w69. 设 G(x) = x3 + 1, L = {α ∈ F∗
29 : G(α) ̸= 0}, 根据定理 3.1, 二

元 Goppa 码 Γ(L,G) 的最小距离为 7, 这一结果经过 Magma 验证. 事实上, 此二元线性码的参数为

[511, 484, 7].

例 3.6 令 m = 10, t = 3, 且 F∗
210 = ⟨w⟩. 由 Magma 可得

x3
1

1 + x3
1 + x6

1

+
x3
2

1 + x3
2 + x6

2

+
x3
3

1 + x3
3 + x6

3

= 0

有解 x1 = w, x2 = w6, x3 = w33. 设 G(x) = x9 + 1, L = {α ∈ F∗
210 : G(α) ̸= 0}, 根据定理 3.1, 二

元 Goppa 码 Γ(L,G) 的最小距离为 19, 这一结果经过 Magma 验证. 事实上, 此二元线性码的参数为

[1021, 931, 19].

注 3.3 由于 Magma 计算能力的限制, 当 m > 9 且 t > 3 时, 我们没有给出更多的例子.

在 Magma 的帮助下, 通过大量例子, 验证了下面猜想在 m 6 8 时成立.

猜想 3.1 令 rad(t) 为 t 的所有不同素因子的乘积. 设 G(x) = xt + A, rad(t) | (2m − 1), 则二元

Goppa 码 Γ(L,G) 的最小距离为 d = 2t+ 1, 这里 A 为 F∗
2m 中某个元素的 t 次幂.

作为未来工作, 希望可以确定更多 Goppa 码的最小距离. 读者也可以考虑攻克上述猜想.

4 新的二元线性码

第 3 节已经给出了一些二元线性 Goppa 码. 本节将从中找出一些新的二元线性码.

注意到 Carrasquillo-López 等 [8] 根据 Goppa 多项式 (x15 + 1)6、(x16 + 1)6 和 (x17 + 1)6, 成功找

到了一些好的二元线性码. 设 C 为 [n, k, d] 码, 自然可以构造出 [n, n− k, d⊥] 对偶码、[n− 1, k, d− 1]

删节码和 [n− 1, k − 1, d] 短化码.
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表 1 定理 3.1 中的二元线性码

m t [n, k, d] 注记

4 1 [13, 2, 7] 几乎最优

5 1 [31, 16, 7] 几乎最优

6 1 [61, 43, 7] 几乎最优

6 3 [55, 16, 19] 几乎最优

7 1 [127, 106, 7] 几乎最优

8 1 [253, 229, 7] 几乎最优

8 3 [253, 181, 19]

8 5 [241, 124, 31]

8 15 [241, 4, 91]

8 17 [205, 2, 103]

9 1 [511, 484, 7]

表 2 更多新二元线性码

[n, k, d] 来自表 1 构造的码

[12, 2, 6] [13, 2, 7] 在位置 1 处的删节码

[14, 2, 8] [13, 2, 7] 的扩展码

[31, 15, 6] [31, 16, 7] 的对偶码

[30, 16, 6] [31, 16, 7] 在位置 1 处的删节码

[29, 16, 5] [31, 16, 7] 在位置 1 和 2 处的删节码

[30, 15, 7] [31, 16, 7] 在位置 1 处的短化码

[32, 16, 8]∗ [31, 16, 7] 的扩展码

[61, 18, 16] [61, 43, 7] 的对偶码

[60, 43, 6] [61, 43, 7] 在位置 1 处的删节码

[60, 42, 7] [61, 43, 7] 在位置 1 处的短化码

[62, 43, 8]∗ [61, 43, 7] 的扩展码

[126, 105, 7] [127, 106, 7] 在位置 1 处的短化码

[127, 21, 43] [127, 106, 7] 的对偶码

[128, 106, 8]∗ [127, 106, 7] 的扩展码

根据定理 3.1, 表 1 罗列出了一些线性码. 根据文献 [14] 中最新的线上码表, 标记出了几乎最优

码, 几乎最优指的是 [n, k, d] 码为距离几乎最优, 即 [n, k, d + 1] 码是最优的. 表 2 列出了一些新的二

元线性码以及基于它们所构造出来的码, 其中 ∗ 指该码与文献 [14] 中已知最好的参数相同的线性码

不等价. 由于我们构造的二元线性码的码长可以很大,无法与线上码表 [14] 中的参数进行比较, 但我们

相信得到的二元码中包含了更多新码. 上面所得结果都已通过 Magma 验证.
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A class of binary Goppa codes and induced new codes

Yansheng Wu, Fengwei Li, Liqin Hu & Qin Yue

Abstract Let m be a positive integer and F2m be a finite field. A binary Goppa code Γ(L,G) is specified by a
separable Goppa polynomial G(x) = x3t + 1 and a locator set L of elements of F2m , where no elements of L may
be a root of G(x) and t | (2m − 1). For the nontrivial code, we prove that its minimum distance is equal to the
design distance, namely d = 6t + 1. This extends a result of Bezzateev and Shekunova (1995). We also present
many new binary linear codes, which extend the codetable of Grassl as a byproduct. It is worth emphasizing
that we have identified at least three binary linear codes with parameters [32, 16, 8], [62, 43, 8], and [128, 106, 8],
respectively. These codes are considered the best-known linear codes with these specific parameters and are not
equivalent to any codes with the same parameters listed in the Grassl’s codetable.
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