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摘要 本文研究与纯断局部鞅相关的指数型集中不等式;通过构造一个新颖的指数鞅并利用停止定理,

建立关于纯断局部鞅的一般化集中不等式. 作为推论,本文在不同条件下得到了一系列指数型不等式,

包括纯断局部鞅的 Bernstein 型不等式和 de la Peña 不等式等. 此外, 本文考虑连续时间矩阵值局部

鞅, 通过构造迹指数上鞅, 建立矩阵值纯断局部鞅算子范数的集中不等式, 改进了 Bacry 等 (2018) 的

结果.
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1 引言与主要结果

在过去的几十年里, 集中不等式一直是概率论和数理统计研究中的热点问题. 实际上, 关于集中

不等式的研究起源于 Bernstein、Bennett 和 Hoeffding 等关于独立随机变量和的经典偏差不等式, 感

兴趣的读者可参见文献 [1, 2]. 本文研究兴趣集中在纯断局部鞅的指数型集中不等式.

事实上, 关于离散时间鞅的指数不等式已有不少漂亮的结果, 可参见文献 [3–9]. 文献 [10] 系统地

介绍了离散时间鞅的集中不等式. 与离散时间鞅不同, 关于连续时间鞅集中不等式的研究并不多, 文

献 [11–13] 讨论了连续时间鞅的集中不等式, 所讨论的局部鞅带有连续轨道局部鞅部分. 由于连续轨

道局部鞅在一定条件下可以以 Brown运动的时间变换表示,因此不难得到指数型的集中不等式. 这启

示我们有必要研究纯断局部鞅的集中不等式. 最近,文献 [14]研究了多值点过程随机积分的 Bernstein

型不等式, 这里, 多值点过程随机积分是纯断局部鞅的重要例子. 本文旨在研究更一般的纯断局部鞅

集中不等式.
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首先介绍基本的概念和例子, 有关细节可参见文献 [15]. 令 (Ω,F , (F)t>0,P) 是一个带流概率空

间,如果一个适应的随机过程 M = (Mt)t>0 满足 M0 = 0,且 M 与所有的连续局部鞅正交,则称 M 为

纯断局部鞅. 定义 M 的随机跳测度 µM 为

µM (dt, dx) =
∑
s

1(∆Ms ̸=0)ε(s,∆Ms)(dt, dx), (1.1)

其中

∆Ms = Ms −Ms−, Ms− = lim
u↑s

Mu,

这里 ε(s,∆Ms) 是在点 (s,∆Ms) 处的 Dirac 测度.

令 Ω̃ = Ω× R+ × R, P̃ = P ⊗ B, 其中 B 是 R 上的一个 Borel σ- 域, P 是由 Ω× R+ 上所有适应

的左连续过程生成的 σ- 域. 可料函数是指 Ω̃ 上的 P̃- 可测函数. 令 νM 为 µM 的可料补偿子, 即 νM

是一个可料的随机测度, 使得对任意可料函数 W , W ∗ (µM − νM ) = W ∗ µM −W ∗ νM 是一个局部鞅,

其中 W ∗ µM 的定义为

W ∗ µM
t =


∫ t

0

∫
R
W (s, x)µM (ds, dx), 若

∫ t

0

∫
R
|W (s, x)|µM (ds, dx) < ∞,

+∞, 其他.

事实上, νM 有如下分解:

νM (dt, dx) = dAtK(ω, t; dx), (1.2)

其中 K(·, ·)是 (Ω× [0,+∞),P)到 (R,B)上的转移核, A = (At)t>0 是一个可料递增右连左极过程. 利

用 µM 和 νM , M 可以表示如下:

Mt = x ∗ (µM − νM )t, (1.3)

且 M 的可料二次变差过程为

⟨M,M⟩t =
∫ t

0

∫
R
x2νM (ds, dx)

=

∫ t

0

dAs

∫
R
x2K(s, dx). (1.4)

为方便读者理解, 下面列举几个纯断局部鞅的经典例子.

(i) 固定 λ > 0. N = (Nt)t>0 是一个参数为 λ 的齐次 Poisson 点过程. 令 (Tk)k>0 表示 N 的跳的

到达时刻, 其中 T0 = 0, 且 (Tk − Tk−1)k>1 是一列独立同分布于 Exp(λ) 的随机变量序列, 则 N 的跳

测度 µN 为

µN (dt, dx) =
∑
k>1

1{Tk<∞}ε(Tk,1)(dt, dx), (1.5)

可料补偿子 νN 为

νN (dt, dx) = λdtdx,

其中 (Nt − λt)t>0 是一个纯断局部鞅, 且 ⟨N,N⟩t = λt.
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(ii) 假设 N = (Nt)t>0 如上定义, 令 (ηk)k>1 为一列独立同分布随机变量, 且具有共同分布函数

F (x). 假设 N 独立于 (ηk)k>1, 定义

Yt =

Nt∑
k=1

ηk, t > 0. (1.6)

Y 正是所谓的复合 Poisson 过程, 其跳测度如下给出:

µY (dt, dx) =
∑
k>1

1{Tk<∞}ε(Tk,ηk)(dt, dx), (1.7)

且 µY 的可料补偿子为

νY (dt, dx) = λdtF (dx), (1.8)

这里 (Yt − x ∗ νYt )t>0 是一个纯断局部鞅.

(iii) 多值点过程是一类重要的点过程. 设 Z = (Zt)t>0 是一个多值点过程, 其跳测度为

µZ(dt, dx) =
∑
k>1

1{Tk<∞}ε(Tk,ζk)(dt, dx),

这里, 对任意 t ∈ R, 有 µZ([0, t]× R) < ∞. µZ 的可料补偿子为

νZ(dt, dx) =
∑
n>1

1

Gn([t,∞]× R)
1{t6Tn+1}Gn(dt, dx),

其中 Gn(dt, dx)是 (Tn+1, ζn+1)关于 σ{T1, ζ1, . . . , Tn, ζn} 的一个正则条件分布,这里 x ∗ (µZ − νZ) 是

一个纯断局部鞅.

本文主要研究纯断局部鞅的集中不等式. 具体来讲, 我们将研究如下形式的概率上界:

P

(
存在某个 t > 0,使得 Mt > x,

∑
s6t

|∆Ms|2 6 v2, ⟨M,M⟩t 6 w2

)
. (1.9)

事实上, 人们最关心 P(supt>0 Mt > x) 的上界. 然而, 由于 (Mt)t>0 的变化, 如果不加以控制, 人

们很难估计 P(supt>0 Mt > x) 的上界. 很多文献会通过可料二次变差过程 ⟨M,M⟩ 来加以控制. 对于

独立增量过程而言, ⟨M,M⟩往往是确定性的,因此, 如果只对 ⟨M,M⟩加以控制,相当于只对时间加以

控制. 本文通过对
∑

s6t |∆Ms|2 加以限制, 来建立相关的集中不等式. 主要结果如下:

定理 1.1 令M = (Mt)t>0是一个纯断局部鞅,且可写为 (1.2)和 (1.3)的形式. 假设 A = (At)t>0

是一个适应的连续增过程,且存在两个非负函数 f(x)和 g(x)和一个常数 λ > 0,使得对任意 t > 0,有∫ t

0

∫
R
exp{λx− g(λ)x2}νM (ds, dx) 6

∫ t

0

∫
R
(1 + λx+ f(λ)x2)νM (ds, dx),

则对任意 x, v, w > 0, 有

P

(
存在某个 t > 0,使得 Mt > x,

∑
s6t

|∆Ms|2 6 v2, ⟨M,M⟩t 6 w2

)
6 exp{−λx+ g(λ)v2 + f(λ)w2}.
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注 1.1 文献 [11,13,14] 已经得到了一些关于连续时间局部鞅的指数型集中不等式. 这些结果主

要关心

P(存在某个 t > 0,使得 Mt > x, ⟨M,M⟩t 6 w2) (1.10)

的上界. 在此类研究中, 往往通过 Laplace 变换便可得到较满意的结果. 然而, 当考虑在条件∑
s6t

|∆Ms|2 6 v2

下的集中不等式时, Laplace 变换不再适用. 本文通过构造新的指数局部鞅, 得到相应的上界.

注 1.2 Fan 等 [8] 最近在离散情形下研究了如下情形的集中不等式. 令 (Ω,F , (Fn)n>0,P) 为离

散时间带流概率空间, (ξn)n>0 是一列实值随机变量序列, 其中 ξ0 = 0, ξn 是 Fn- 可测的, 使得对于

n > 1, E(ξn | Fn−1) 6 0. 假设 Vn 是非负的 Fn- 可测随机变量, 且存在两个非负函数 f(x)、g(x) 和一

个正的常数 λ, 使得对所有的 n > 1, 有

E(exp{λξn − g(λ)ξ2n} | Fn−1) 6 1 + f(λ)Vn−1, (1.11)

则对任意 n > 1 和 x, v, w > 0, 有

P

( k∑
i=1

ξi > x,

k∑
i=1

ξ2i 6 v2,

k∑
i=1

Vi−1 6 w2 对某个 k ∈ [1, n] 成立

)
6 exp{−λx+ g(λ)v2 + f(λ)w2}. (1.12)

事实上, 本文结果推广 Fan 等 [8] 的结果至连续时间情形. 在离散情形下, Fan 等 [8] 通过

Zk(λ) =

k∏
i=1

exp(λξi − g(λ)ξ2i )

E((λξi − g(λ)ξ2i ) | Fi−1)
, Z0(λ) = 1

构造共轭概率测度,最终证明了结果.然而,当考虑连续时间的情形时,问题会变得复杂. 本文构造一个

连续时间局部鞅, 该局部鞅与
∑

s6t |∆Ms|2 有关, 从而可以利用停止定理和 Markov 不等式建立 (1.9)

的上界.

注 1.3 考虑复合 Poisson 过程

Yt =

Nt∑
k=1

ηk.

假设 ηk 的分布函数是 F , 且对任意 λ > 0, 有∫
R
exp{λx}F (dx) < +∞, (1.13)

则容易得到 ∫
R
exp

{
λx− λ2

2
x2

}
F (dx) 6

∫
R

(
1 + λx+

λ2

2
x2

)
F (dx). (1.14)

取 f(λ) = g(λ) = λ2

2 , 利用定理 1.1, 可得

P

(
存在某个 t > 0,使得 Yt > tEη1 + x,

∑
k6Nt

|ηk|2 6 v2, t 6 w2

Eη21

)
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6 exp

{
− x2

2(v2 + w2)

}
.

该结果实际上是指数矩条件下独立同分布随机变量的随机和的次 Gauss 型尾概率不等式.

本文余下内容的结构如下. 第 2 节构造一个新的局部鞅, 并证明定理 1.1. 第 3 节应用定理 1.1 得

到一些具体的不等式. 第 4 节研究矩阵值连续时间局部鞅. 矩阵鞅在很多问题中有广泛应用, 如时间

相依随机系统的统计学习等. 关于离散时间随机矩阵及矩阵鞅的集中不等式, 文献 [16–19] 已有广泛

讨论. 最近, Bacry 等 [20] 得到了连续时间矩阵鞅的一个有趣的指数型集中不等式. 本文受第 2 节局部

鞅的启发, 基于随机矩阵的迹, 构造一个新的指数上鞅, 从而推广和改进了 Bacry 等 [20] 的结果.

2 定理 1.1 的证明

为了证明定理 1.1, 我们需要构造一个新的局部鞅. 定义

Qt =

∫ t

0

∫
R
(exp(λx− g(λ)x2)− λx− 1)νM (ds, dx), (2.1)

Lt = λMt − g(λ)
∑
s6t

(∆Ms)
2 −Qt. (2.2)

引理 2.1 在定理 1.1 的条件下, eL := (eLt)t>0 是一个局部鞅.

证明 首先, 由 Itô 公式 (详见文献 [15, 第 1 章定理 4.57]) 有

eLt = 1 + eL− · Lt +
∑
s6t

(eLs − eLs− − eLs−∆Ls). (2.3)

注意到 A = (At)t>0 是一个适应的连续增过程, 则对 t > 0, 有 ∆Qt = 0, 于是,

∆Lt = λ∆Mt − g(λ)(∆Mt)
2.

令 µL 为 L 的跳测度, 则有

(ex − 1− x) ∗ µL = (eλx−g(λ)x2

− 1− λx+ g(λ)x2) ∗ µM ,

并有 ∑
s6t

(eLs − eLs− − eLs−∆Ls)

= eL− · ((ex − 1− x) ∗ µL)t

= eL− · ((eλx−g(λ)x2

− 1) ∗ µM )t − λeL− · (x ∗ µM )t

+ g(λ)eL− · (x2 ∗ µM )t. (2.4)

注意到 (1.3) 和 (2.2), 有

eL− · Lt = eL− ·
(
λM − g(λ)

∑
s6·

(∆Ms)
2 −Q

)
t

= λeL− · (x ∗ (µM − νM ))t − g(λ)eL− · (x2 ∗ µM )t − eL− ·Qt. (2.5)

5
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因此, 将 (2.4) 和 (2.5) 代入 (2.3), 可得

eLt = 1 + eL− · Lt +
∑
s6t

(eLs − eLs− − eLs−∆Ls)

= 1 + λeL− · (x ∗ (µM − νM ))t − g(λ)eL− · (x2 ∗ µM )t

− eL− ·Qt.+ eL− · ((eλx−g(λ)x2

− 1) ∗ µM )t − λeL− · (x ∗ µM )t

+ g(λ)eL− · (x2 ∗ µM )t

= 1 + eL− · ((eλx−g(λ)x2

− 1) ∗ (µM − νM ))t.

由于 (eλx−g(λ)x2 − 1) ∗ (µM − νM ) 是一个局部鞅, 故 eL 是一个局部鞅. 引理证毕.

注 2.1 由于 A = (At)t>0 是一个适应的连续增过程, 故 Q = (Qt)t>0 没有跳, 这样, L = (Lt)t>0

的跳仅来自过程 M = (Mt)t>0. 我们猜测, 即使 A 不连续, 引理仍然成立, 但是其证明会比较复杂.

定理 1.1 的证明 令

Bt =

{
Mt > x,

∑
s6t

|∆Ms|2 6 v2, ⟨M,M⟩t 6 w2

}
.

定义停时

τ = inf{t > 0 : Bt 发生}.

记 St = eLt . 对于 S = (St)t>0, 由停止定理得

ESτ = ES0 = 1. (2.6)

由 (1.11), 有∫ t

0

∫
R
(exp{λx− g(λ)x2} − λx− 1)νM (ds, dx) 6 f(λ)

∫ t

0

∫
R
x2νM (ds, dx) = f(λ)⟨M,M⟩t. (2.7)

注意到, 在集合 B =
∪

06t6T Bt 上,

Sτ > exp{λx− g(λ)v2 − f(λ)w2}.

因此,

ESτ > ESτ1B > exp{λx− g(λ)v2 − f(λ)w2}P(B). (2.8)

结合 (2.6) 可得

P(B) 6 exp{−λx+ g(λ)v2 + f(λ)w2},

定理 1.1 证毕.

3 定理 1.1 的应用

本节利用定理 1.1 推导出一系列关于纯断局部鞅的集中不等式. 注意到, 条件 (1.11) 在定理 1.1

的证明中起了关键作用. 对于下面的特殊情形, 我们需要选择函数 f(λ) 和 g(λ), 并验证条件 (1.11).

6
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3.1 纯断局部鞅的 Bernstein 不等式

许多文献已经研究了连续时间鞅的 Bernstein 型不等式. 例如, van de Geer [11] 给出了 Bernstein

条件下局部鞅的 Bernstein不等式, Dzhaparidze和 van Zanten [13] 得到了局部平方可积鞅的 Bernstein

型不等式, 文献 [14] 建立了多元点过程随机积分的 Bernstein 型不等式. 作为定理 1.1 的应用, 我们获

得下列结果:

定理 3.1 令 M = (Mt)t>0 如定理 1.1 中定义, 并假设对任意 t > 0, λ > 0, 有∫ t

0

∫
R
exp{λx}νM (ds, dx) < ∞. (3.1)

则对所有 x, v, w > 0, 有

P

(
存在某个 t > 0,使得 Mt > x,

∑
s6t

|∆Ms|2 6 v2, ⟨M,M⟩t 6 w2

)

6 exp

{
− x2

2(v2 + w2)

}
.

证明 注意到初等不等式 (参见文献 [13, (3.6)])∣∣∣∣ exp{x− 1

2
x2

}
− 1− x

∣∣∣∣ 6 1

2
x2, x ∈ R,

因此, 对任意 λ > 0, 有∫ t

0

∫
R
exp

{
λx− λ2

2
x2

}
νM (ds, dx) 6

∫ t

0

∫
R

(
1 + λx+

λ2

2
x2

)
νM (ds, dx). (3.2)

定义 f(λ) = g(λ) = λ2

2 , 利用定理 1.1, 可直接得到

P

(
存在某个 t > 0,使得 Mt > x,

∑
s6t

|∆Ms|2 6 v2, ⟨M,M⟩t 6 w2

)

6 inf
λ>0

exp

{
− λx+

λ2

2
v2 +

λ2

2
w2

}
= exp

{
− x2

2(v2 + w2)

}
,

其中下确界可在 λ = x
v2+w2 点达到.

经典 Bernstein 不等式可以作为定理 1.1 的推论得到.

定理 3.2 令 M = (Mt)t>0 如定理 1.1中定义,并假设存在正常数 c使得对任意 t > 0, k > 3, 有∫ t

0

∫
R
xkνM (ds, dx) 6 k!ck−2

2

∫ t

0

∫
R
x2νM (ds, dx), (3.3)

则对所有 x,w > 0, 有

P(存在某个 t > 0,使得 Mt > x, ⟨M,M⟩t 6 w2)

6 exp

{
−

√
w2 + 2cx

c2
(
√
w2 + 2cx− w)

}
6 exp

{
− x2

2(w2 + cx)

}
.

7
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证明 由 (3.3), 对于 0 < λ < 1
c , 有∫ t

0

∫
R
(eλx − 1− λx)νM (ds, dx) =

∫ t

0

∫
R

∞∑
k=2

(λx)k

k!
νM (ds, dx)

6 λ2

2

∫ t

0

∫
R
x2νM (ds, dx)

∞∑
k=2

(λc)k−2

=
λ2

2(1− λc)

∫ t

0

∫
R
x2νM (ds, dx).

定义 g(λ) = 0, f(λ) = λ2

2(1−λc) , 则

P(存在某个 t > 0,使得 Mt > x, ⟨M,M⟩t 6 w2)

6 inf
λ∈(0, 1c )

exp

{
− λx+

λ2

2(1− λc)
w2

}
= exp

{
−

√
w2 + 2cx

c2
(
√
w2 + 2cx− w)

}
6 exp

{
− x2

2(w2 + cx)

}
,

其中下确界可在 λ = 1
c (1−

√
w2

w2+2cx ) 点达到.

3.2 纯断局部鞅的 de la Peña 不等式

文献 [3] 研究了一类特殊类型的指数不等式, 称其为 de la Peña 不等式. 作为定理 1.1 的推论, 我

们可以给出纯断局部鞅的 de la Peña 不等式.

定理 3.3 令 M = (Mt)t>0 如定理 1.1 中定义, 并假设对任意 t > 0 和 λ > 0, 有∫ t

0

∫
R
exp

{
λx− λ2

2
x2

}
νM (ds, dx) 6

∫ t

0

∫
R
(1 + λx)νM (ds, dx), (3.4)

则对所有 x > 0, β > 0, y > 0, α ∈ R, 有

P

(
存在某个 t > 0,使得 Mt >

(
α+ β

∑
s6t

|∆Ms|2
)
x,

∑
s6t

|∆Ms|2 > y2
)

6 exp

{
− x2

(
αβ +

β2y2

2

)}
.

证明 令

Bt =

{
Mt >

(
α+ β

∑
s6t

|∆Ms|2
)
x,

∑
s6t

|∆Ms|2 > y2
}
,

并令 B =
∪

06t6T Bt. 定义

τ = inf{t > 0 : Bt 发生}.

对任意 λ > 0, 有

P(B) 6 Eexp

{
λ

4
Mτ −

(
αλx

4
+

βλx

4

∑
s6τ

|∆Ms|2
)}

1B

8
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= exp

{
− αλx

4

}
Eexp

{
λ

4
Mτ − λ2

8

∑
s6τ

|∆Ms|2 +
(
λ2

8
− βλx

4

)∑
s6τ

|∆Ms|2
}
1B

6 exp

{
− αλx

4

}√√√√Eexp

{
λ

2
Mτ − λ2

4

∑
s6τ

|∆Ms|2
}
1B

×

√√√√Eexp

{(
λ2

4
− βλx

2

)∑
s6τ

|∆Ms|2
}
1B . (3.5)

利用 (2.1) 和 (2.2), 并注意到 (3.4), 有 ESτ = ES0 = 1. 因此,

E exp

{
λ

2
Mτ − λ2

4

∑
s6τ

|∆Ms|2
}
1B 6

√
EeLτ

√
EeQτ1B 6 P(B)1/2. (3.6)

选择 λ = βx, 有

Eexp

{
− β2x2

4

∑
s6τ

|∆Ms|2
}
1B 6 exp

{
− β2x2y2

8

}
P(B). (3.7)

将 (3.6) 和 (3.7) 代入 (3.5), 有

P(B) 6 exp

{
− αβx2

4

}
exp

{
− β2x2y2

8

}
P(B)3/4.

所以,

P(B) 6 exp

{
− x2

(
αβ +

β2y2

2

)}
.

证毕.

3.3 具有有界跳的纯断局部鞅的集中不等式

定理 3.4 令 M = (Mt)t>0 如定理 1.1中定义,并假设对任意 t > 0, 有 |∆Mt| 6 1 a.s., 则对所有

x, v, w > 0, 有

P

(
存在某个 t > 0,使得 Mt > x,

∑
s6t

|∆Ms|2 6 v2, ⟨M,M⟩t 6 w2

)

6
(
v2 + x

v2

) v2

2
(

w2

w2 + x

)w2+x
2

.

证明 定义

B =

{
存在某个 t > 0,使得 Mt > x,

∑
s6t

|∆Ms|2 6 v2
}
,

τ = inf

{
t > 0 : Mt > x,

∑
s6t

|∆Ms|2 6 v2
}
.

注意到初等不等式 (参见文献 [8, (4.12)])

exp{λx+ x2(λ+ log(1− λ))} 6 1 + λx, 对于 λ ∈ [0, 1), x > −1,

9
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因此, ∫ t

0

∫ ∞

−1

exp{λx+ (λ+ log(1− λ))x2}νM (ds, dx) 6
∫ t

0

∫ ∞

−1

(1 + λx)νM (ds, dx). (3.8)

由于对任意 t > 0, 有 ∆Mt > −1, 通过选取 f(λ) = 0, g(λ) = −(λ+ log(1− λ)), 可以看出 (3.8) 可推导

出 (1.10). 注意到 S = (St)t>0 是一个局部鞅, 其中

St =
exp{λMt + (λ+ log(1− λ))

∑
s6t(∆Ms)

2}
exp{

∫ t

0

∫ +∞
−1

(exp{λx+ (λ+ log(1− λ))x2} − λx− 1)νM (ds, dx)}
.

所以, (3.8) 可推导出

Sτ1B > exp{λx+ (λ+ log(1− λ))v2}.

利用文献 [8] 中的结论, 有

P(B) 6 inf
λ∈[0,1)

exp{−λx− (λ+ log(1− λ))v2} =

(
v2 + x

v2

)v2

e−x.

利用文献 [13] 中的结论, 在定理的条件下, 有

P(存在某个 t > 0,使得 Mt > x, ⟨M,M⟩t 6 w2) 6
(

w2

w2 + x

)w2+x

ex.

结合上述结论, 利用 min{a, b} 6 (ab)1/2, 便可证明结论.

4 矩阵值局部鞅

在很多问题的讨论中, 会涉及连续时间矩阵值局部鞅, 如 Dyson Brown 运动、交互作用的粒子系

统及时变系统的统计学习等. 本节专门研究与矩阵值纯断局部鞅相关的指数不等式.

固定 d > 1, 矩阵值随机过程M = (Mt)t>0 是一族定义在 (Ω,F , (Ft)t>0,P) 上的 d× d 维随机矩

阵. 如果每个元素 (Mt)ij 都是纯断局部鞅, 则称 M 为矩阵值纯断局部鞅. 对于每个元素 (Mt)ij , 使

用前面所介绍的符号, 令

µMt = (µ(Mt)ij ), νMt = (ν(Mt)ij )

和

(Mt)ij = x ∗ ((µMt − νMt)ij), (νMt)ij(dt, dx) = d(At)ijKij(ω, t; dx). (4.1)

给定两个矩阵值随机过程 M = (Mt)t>0 和 H = (Ht)t>0, 其中 H 为 d × d 维矩阵. 定义∫ t

0
HsdMs 为随机矩阵, 其每个元素为(∫ t

0

HsdMs

)
i,j

=
d∑

l=1

∫ t

0

(Hs)i,ld(Ms)l,j .

对于矩阵, 我们需要引入一些概念和符号. 对于一个 d× d 维实值矩阵 X, 令 trX 表示迹, ∥X∥op
表示算子范数, λmax(X) 表示最大特征根, X⊙k 代表 Hadamard 幂, 即其每个元素是 X 相关元素的

第 k 次幂. 矩阵指数 eX 定义如下:

eX = I +
∞∑

n=1

Xn

n!
, (4.2)

10
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其中 I 是单位阵.

定义 R = (Rt)t>0 是一个矩阵值随机过程, 其每个元素为矩阵 (
∑

s6t (∆Ms)
⊙2)t>0 中相应位置

元素的可料补偿子, 定义

Zt =

d∑
i=1

(x2(x− 1)2 ∗ (νM )i,i)t.

定理 4.1 令 M = (Mt)t>0 是一个 d × d 对称矩阵, 其元素都是形如 (4.1) 的纯断局部鞅, 且

A = (At)t>0 是一个适应的非负连续矩阵值增过程. 假设 Rt 是半正定的, 并假设M 中的元素不能同

时发生跳, 且对于所有的 t > 0 和 1 6 i, j 6 d, 有 |∆(Mt)ij | 6 1, 则对所有的 x > 0, w > 0, 有

P

(∥∥∥∥Mt −
∑
s6t

(∆Ms)
⊙2

∥∥∥∥
op

> 2(wx+ x2), Zt 6 w2

)
6 de−x2

. (4.3)

进一步地, 有

P

(
∥Mt∥op > 3wx+ 2x2,

∥∥∥∥∑
s6t

(∆Ms)
⊙2

∥∥∥∥
op

6 wx,Zt 6 w2

)
6 de−x2

. (4.4)

首先, 需要一些引理. 引理 4.1 和 4.2 可参见文献 [20].

引理 4.1 令 X 和 Y 为两个对称随机矩阵. 假设存在一个正常数 α 使得

tr E eX−Y 6 α,

则对任意 x > 0, 有

P(λmax(X) > λmax(Y ) + x) 6 αe−x.

引理 4.2 令M = (Mt)t>0 是一个 d× d 维矩阵值纯断局部鞅, 则

d(tr exp(Mt)) = tr(exp(Mt−)dMt) + ∆tr exp(Mt)− tr(exp(Mt−)∆Mt).

令M = (Mt)t>0 是一个 d× d 维对称矩阵值纯断局部鞅, 且M0 = 0. 对于每一个 λ > 0, 定义

Ut(λ) =
∑
s6t

(exp(λ∆Ms − λ(∆Ms)
⊙2)− λ∆Ms − I).

令 Gt(λ) 中每个元素是矩阵 Ut(λ) 中相应位置元素的可料补偿子, 定义

Lt(λ) = tr exp

(
λMt − λ

∑
s6t

(∆Ms)
⊙2 −Gt(λ)

)
. (4.5)

引理 4.3 L = (Lt(λ))t>0 是一个上鞅.

证明 记

Qt =
∑
s6t

(∆Ms)
⊙2, Xt = Mt −Qt −Gt.

由引理 4.2, 对于 t1 < t2, 有

Lt2 − Lt1 =

∫ t2

t1

tr(exp(Xt−)dXt) +
∑

t16t6t2

(∆tr exp(Xt)− tr(exp(Xt−)∆Xt))

11
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=

∫ t2

t1

tr(exp(Xt−)dMt)−
∫ t2

t1

tr(exp(Xt−)dQt)−
∫ t2

t1

tr(exp(Xt−)dGt)

+
∑

t16t6t2

(tr exp(Xt− +∆Mt − (∆Mt)
⊙2)− tr exp(Xt−)

− tr(exp(Xt−)∆Mt) + tr(exp(Xt−)(∆Mt)
⊙2)).

注意到, 对于对称矩阵 A 和 B, 有 tr eA+B 6 tr eAeB. 因此,

Lt2 − Lt1 6
∫ t2

t1

tr(exp{Xt−}dMt)−
∫ t2

t1

tr(exp{Xt−}dGt)

+
∑

t16t6t2

tr(exp{Xt−}(exp{∆Ms − (∆Ms)
⊙2} −∆Ms − I))

=

∫ t2

t1

tr(exp(Xt−)dMt) +

∫ t2

t1

tr(exp(Xt−)d(Ut −Gt)).

由于 G 中每个元素是矩阵 U 中相应位置元素的可料补偿子, 因此, L = (Lt)t>0 是一个上鞅.

注 4.1 在定理 4.1 的证明中, 引理 4.3 起着关键作用. (4.5) 中 Lt 的构造受到引理 2.1 的启发.

结论 (4.4) 事实上可以由文献 [20] 得到; 然而, 如果没有引理 4.3, 则无法得到更强的不等式 (4.3).

定理 4.1 的证明 令 λ > 0. 由 (4.3), (Lt(λ))t>0 是一个上鞅. 由 (4.2) 知, Gt(λ) 是∑
s6t

∑
k>2

λk(∆Ms − (∆Ms)
⊙2)k

k!
− λ

∑
s6t

(∆Ms)
⊙2

的补偿子. 因此,

Gt(λ) =
∑
k>2

λkV(k)t
k!

− λRt,

其中 V(k)的每个元素是矩阵
∑

s6t(∆Ms − (∆Ms)
⊙2)k 中相应位置元素的可料补偿子. 注意到M 的

元素不能同时发生跳, |∆(Mt)ij | 6 1, 且 Rt 是半正定的. 由文献 [17, 引理 6.7] 可知, (eλ − λ − 1)Γt

−Gt(λ) 是半正定的, 其中 Γt 是一个对角阵, 对角线元素为 (x2(x− 1)2 ∗ (νM )i,i)t. 故

trGt(λ) 6 (eλ − λ− 1)Zt (4.6)

且

E tr exp

{
λMt − λ

∑
s6t

(∆Ms)
⊙2 − (eλ − λ− 1)Γt

}
6 ELt(λ) 6 EL0(λ) = d.

这样, 由引理 4.1 得

P

(
λmax

(
Mt −

∑
s6t

(∆Ms)
⊙2

)
> eλ − λ− 1

λ
λmax(Γt) +

x2

λ

)
6 de−x2

.

由于 λmax(Γt) 6 Zt, 对任意 λ > 0, 有

P

(
λmax

(
Mt −

∑
s6t

(∆Ms)
⊙2

)
> eλ − λ− 1

λ
w2 +

x2

λ
,Zt 6 w2

)
6 de−x2

.

12
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注意到一个初等不等式 (参见文献 [20])

eλ − λ− 1 6 3λ2

2(3− λ)
, 对于 0 < λ < 3,

故

P

(
λmax

(
Mt −

∑
s6t

(∆Ms)
⊙2

)
> 2(wx+ x2), Zt 6 w2

)
6 de−x2

,

即

P

(∥∥∥∥Mt −
∑
s6t

(∆Ms)
⊙2

∥∥∥∥
op

> 2(wx+ x2), Zt 6 w2

)
6 de−x2

.

最后, 由三角不等式得

P

(
∥Mt∥op > 3wx+ 2x2,

∥∥∥∥∑
s6t

(∆Ms)
⊙2

∥∥∥∥
op

6 wx,Zt 6 w2

)

6 P

(∥∥∥∥Mt −
∑
s6t

(∆Ms)
⊙2

∥∥∥∥
op

> 2(wx+ x2), Zt 6 w2

)
6 de−x2

.

证毕.
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