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考虑非饱和土吸力效应的圆柱孔扩张有效应力解析
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摘　要:为探究吸力效应对圆柱孔周围土体应力应变的影响，推导了非饱和土中的圆柱孔扩张有效应力析解。在

弹性区和塑性区分别采用Hooke定律和修正剑桥模型，将非饱和吸力作为硬化参数，建立圆柱孔周围土体的应力

应变控制方程。通过引入辅助变量，将欧拉坐标系下的平衡微分方程转至拉格朗日坐标系，非饱和圆柱孔扩张问

题转换为以弹塑性边界为边值条件求解1阶常微分方程组的问题。以弹塑性边界上的应力和初始比体积作为初

值，对非饱和土中圆柱孔扩张问题进行分析。结果表明：受扩孔压力作用，圆柱孔周围土体将从弹性状态进入塑

性屈服状态，土体初始吸力的变化对塑性区应力状态影响显著。随着初始吸力的增加，圆柱孔周围相同位置处的

土体各应力分量增大，极限扩孔压力也随之增大。对于初始孔隙比较大的疏松土体，吸力增大使得圆孔周围塑性

区范围缩小；塑性区土体比体积沿径向呈单调减小，吸力越大，比体积减小越明显。对于初始孔隙比较小的密实

土体，吸力变化对塑性区范围大小影响不明显；塑性区内土体比体积沿径向先增大后减小。这是因为在弹塑性边

界附近处出现了剪胀现象，且吸力越大，剪胀现象越明显。最后，通过与原位旁压试验和已有数值模拟结果对比，

对本文方法的可靠性进行了验证。
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Effective Stress Solution for the Cylindrical Cavity Expansion in
Unsaturated Soil Considering Suction Effect
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Abstract: To investigate the suction effect on the stress and strain of soil around cylindrical cavity, the analytical solution of effective stress in un-

saturated soils was derived. In the elastic and plastic regions, the Hooke’s law and the modified Cam–Clay model were respectively employed.

Taking suction as a hardening parameter, the governing equations about stress-strain around the cylindrical cavity were established. By introdu-

cing the auxiliary variable, the equilibrium differential equation in Eulerian system was transformed into Lagrangian system. The cylindrical cav-

ity expansion in unsaturated soils was analyzed by solving the first-order ordinary differential equations where the elastic-plastic boundary was the

initial conditions. Taking the values of stress and specific volume at the elastic-plastic boundary as initial values, the effects of suction and initial

specific volume on the distributions of stress and strain were calculated and analyzed. The results showed that the soil around the cylindrical cav-

ity changed from elastic state to plastic state due to the cavity expansion, and the suction had a significant effect on the stress state of plastic re-

gion. With the suction increase, three stress components, as well as the ultimate cavity pressures increased. For loose soils with larger void ratio,

the ranges of plastic region reduced with the suction increasing. The specific volume decreased monotonously along the radial direction, which

tended to be obvious as the suction increasing. However, for dense soils with smaller void ratio, the effect of suction on the ranges of plastic re-
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gion was so small that could be ignored. The specific volume near the elastic-plastic boundary increased due to the dilatancy occurring. The lar-

ger the suction were, the more obvious of the dilatancy appeared. Finally, the reliability of the proposed method was verified by comparing with

the data from lateral pressure test and calculation by the finite element method.

Key words: unsaturated soil; suction; cylindrical cavity expansion; modified Cam–Clay model; pressuremeter test

岩土工程中旁压试验机理、挤密桩桩–土作用及

有压隧道的围岩变形分析等均可概化为圆柱孔扩张

问题。因而，在过去的40多年中，圆柱孔扩张问题受

到了广泛关注。早期，Visic[1]假定土体为理想弹塑性

体，推导了服从M–C屈服准则的圆柱孔和球形孔扩

张近似解；Yu等[2]引入剪胀角描述剪胀现象，并采用

对数应变考虑塑性区大变形。然而，理想弹塑性模型

难以考虑土体的硬化与软化特性，也不能考虑土体

应力历史的影响。随着本构模型的发展，能够克服上

述缺陷的临界状态土力学模型被用于圆柱孔扩张问

题求解[3–7]。Collins等[3]基于修正剑桥模型，利用相似

解技术给出了排水和不排水两种条件下的圆柱孔扩

张解析。Cao等 [4]假定塑性区偏应力与最终偏应力

相等，得到最终扩孔压力和孔隙水压力的近似闭合

解。Chen等[5–6]考虑三向应力，分别给出了不排水和

排水条件下更为严格的圆柱孔扩张半解析解。李镜

培等[7]采用类似的方法，推导了球形孔扩张问题的不

排水解，并分析了超固结比的影响。考虑到天然沉积

土层多具有各向异性的特点，Li[8]、Chen[9]等基于各

向异性临界状态模型，对饱和土中圆孔扩张问题进

行了求解。

上述研究均假定土体处于饱和状态，但实际中

多数工程是在非饱和土中开展的[10]。目前针对非饱

和土中圆柱孔扩张问题的研究较少。胡伟等[11]提出

非饱和土中的圆孔扩张解，但并未考虑非饱和土土–
水特征的影响。Russell等[12]考虑了两种吸力条件（常

吸力和常含水率），基于修正剑桥模型将Collins等[3]

的相似解技术用于求解非饱和土圆柱孔扩张问题。

随后，Yang等[13]基于边界面塑性模型，在圆柱孔扩张

解中将吸力对有效应力的贡献视为常数，并考虑了

土水滞回效应等的影响。已有非饱和土中的圆柱孔

扩张问题均利用相似解技术求解，求解过程中需对

平均应力和剪应力进行简化，且不能考虑有限孔收

缩问题。Chen等[6]所采用的方法可规避上述相似解

技术产生的问题。

鉴于此，本文通过考虑吸力效应的影响，将Chen
等[6]饱和土中的圆柱孔扩张解拓展至非饱和土中，得

到非饱和土中圆柱孔扩张的半解析解。该解答能够

考虑吸力效应对圆柱孔周围土体应力应变的影响，

为非饱和土中旁压试验、沉桩挤土效应分析及有压

隧道变形计算等提供理论依据。

1   考虑非饱和吸力的本构模型

非饱和土中平均有效应力为：

p′ = pnet+χs （1）

s χ式中：pnet为净应力； 为吸力； 为有效应力参数，其

与饱和度或吸力有关，可表示为[13]：

χ =


1, s ≤ se;(

s
se

)−0.55

, s ≥ se
（2）

式中，se为进气值。

根据相关联流动法则，修正剑桥模型（MCC）中

屈服函数为：

f = g = q2−
[
M2 p′

(
p′c− p′

)]
p′ = 0 （3）

p′ p′c式中：M为 –q平面中临界状态线的斜率； 为各向

同性屈服应力，决定屈服面的大小。

εp
p非饱和土中，将塑性体变 和吸力s作为硬化参

数，共同影响屈服面的大小[14]：

p′c = p′c0 exp
(
υ0ε

p
p

λ− κ

)
α+β （4）

p′c0 λ κ

υ p′ υ

υ0 α β α

β α β

式中： 为饱和土体的各向同性屈服应力； 和 分别

为 – 平面中临界状态线和回弹线的斜率， 为比体

积； 为初始比体积； 和 为吸力s的函数，当 =1且
=f（s）时为吸力解耦的形式， =f（s）且 =0时为吸力

耦合的形式，此外为两者共同作用的形式。

υ

υ p′ κ γ(s)

饱和土中，临界状态线可表示为 =fcs（p′）。根据

非饱和固结试验，假定吸力使饱和临界状态线在

– 平面沿 线平移 ，则非饱和临界状态线可表

示为[13]：

υ = fcs (p′−γ(s)/2)− κln
(

p′

p′−γ(s)/2

)
（5）

2   圆柱孔弹塑性区应力分析

2.1   力学模型及基本假定

σ′0 σ′a

σ′a

圆柱孔的扩张可概化为如图1所示的力学模型[6]。

无限均质土体中存在初始孔径为a0的圆柱孔，周围

天然应力为 ，当其内部扩孔压力 增加时，孔壁处

首先出现塑性屈服。随着 的增大，孔径和塑性区也

增大。孔径增大至a时，弹塑性边界扩至rp，此时a ≤
r ≤ rp范围内土体处于塑性状态，r≥rp范围内土体仍处

于弹性状态。
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圆柱孔周围任一位置处的土单元满足总应力平

衡微分方程：

∂σr

∂r
+
σr −σθ

r
= 0 （6）

σr σθ式中， 和 分别为径向和切向总应力。

根据式（1），可得式（6）的有效应力形式：

∂σ′r
∂r
+
σ′r −σ′θ

r
− ∂ (χs)

∂r
= 0 （7）

σ′r σ′θ式中， 、 分别为径向和切向有效应力。

ψ = ∂ (χs)/∂s记 ，式（7）可表示为：

∂σ′r
∂r
+
σ′r −σ′θ

r
−ψ∂s

∂r
= 0 （8）

广义平均应力和剪应力可表示为：

p′ =
1
3
(
σ′r +σ

′
θ +σ

′
z
)

（9）

q =

√
1
2

[(
σ′r −σ′θ

)2
+

(
σ′θ −σ′z

)2
+

(
σ′z−σ′r

)2
]
（10）

2.2   弹性区

弹性区土体假定服从广义Hooke定律，弹性应力–
应变增量关系可表示为： dεe

r

dεe
θ

dεe
z

 = 1
E

 1 −v −v
−v 1 −v
−v −v 1

 ·
 dσ′r

dσ′θ
dσ′z

 （11）

dεe
r dεe

θ dεe
z

dσ′r dσ′θ dσ′z

式中： 、 和 分别为弹性区单元土体的径向、

切向和竖向应变增量；v为泊松比； 、 、 分别

为弹性区单元土体的径向、切向、竖向应力增量；E为

弹性模量，与剪切模量G有如下关系[7]：

E = 2G (1+ v) =
3(1−2v)υp′

κ
（12）

联立式（11）～（12）、平衡微分方程（8），可得弹

性区解析解[6]：

σ′r = σ
′
0+

(
σ′rp−σ′0

) (
rp/r

)2 （13）

σ′θ = σ
′
0−

(
σ′rp−σ′0

) (
rp/r

)2 （14）

σ′z = σ
′
0 （15）

ur =
σ′rp−σ′0

2G0

r2
p

r
（16）

σ′rp

ur

式中， 为弹塑性边界处的径向有效应力，G0为初

始剪切模量， 为土单元的位移。

2.3   塑性区

根据塑性理论，3个分量方向的塑形应变增量可

表示为[7]：

dεp
r =Λ

∂ f
∂σ′r
= Λ

(
∂F
∂p′

∂p′

∂σ′r
+
∂F
∂q

∂q
∂σ′r

)
=

Λ

(
p′

(
M2−η2)

3
+3

(
σ′r − p′

))
（17）

dεp
θ =Λ

∂ f
∂σ′θ
= Λ

(
∂F
∂p′

∂p′

∂σ′θ
+
∂F
∂q

∂q
∂σ′θ

)
=

Λ

(
p′

(
M2−η2)

3
+3

(
σ′θ − p′

))
（18）

dεp
z =Λ

∂ f
∂σ′z
= Λ

(
∂F
∂p′

∂p′

∂σ′z
+
∂F
∂q

∂q
∂σ′z

)
=

Λ

(
p′

(
M2−η2)

3
+3

(
σ′z− p′

))
（19）

Λ η = q/p′式中， 为塑性乘子， 为应力比。

α β

γ(s) γ(s) υ

κ

吸力硬化采用式（ 4）的解耦形式（ = 1，  =
）， 为吸力硬化使临界状态线CSL在 –p′平面

沿 线的平移量，其大小由土体性质决定，则：

p′c = p′c0 exp
(
υεp

p

λ− κ

)
+γ (s) （20）

其增量形式为：

dp′c =
∂p′c
∂εp

p
dεp

p+
∂p′c
∂s

ds =

υ
[
p′c−γ (s)

]
λ− κ dεp

p+
∂γ (s)
∂s

ds （21）

若在扩孔过程中吸力保持不变（ds=0），则塑性

体变为：

dεp
p=

λ− κ
υ
[
p′c−γ (s)

]dp′c=
λ−κ

υ
[
p′c−γ (s)

]
p′M2

·[(
p′

(
M2−η2))dp′+

2η
M2−η2

(
p′

(
M2−η2))dq

]
（22）

dεp
p = dεp

r +dεp
θ +dεp

z由 得：

Λ =
λ− κ

υ
[
p′c−γ (s)

]
p′M2

[
dp′+

2η
M2−η2

dq
]

（23）

根据Chen等[6]的方法，引入辅助变量ξ=ur/r=(r–

 

弹性区

塑性区

a

a0

rp0

rp

σ0
σa′

′

σ0′

σ0′

σ0′

图 1　圆柱孔扩张示意图

Fig. 1　Schematic diagram of cylindrical cavity expansion
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r0)/r，可得塑性区内关于应力分量和比体积的1阶常

微分方程组：

dσr
′

dξ
=− b11

∆

f
υ
− b12−b11

∆(1− ξ) （24）

dσθ
′

dξ
=− b21

∆

f
υ
− b22−b21

∆(1− ξ) （25）

dσ′z
dξ
=− b31

∆

f
υ
− b32−b31

∆(1− ξ) （26）

dυ
dξ
= f （27）

式中，

b11 =
1
E2

(
1− v2+Ea2

θy+2Evaθazy+Ea2
zy

)
,

b12 =
1
E2

[
−Ear(aθ + vaz)y+ v(1+ v−Eaθazy+Ea2

zy)
]
,

b13 =
1
E2

[
−Ear(vaθ +az)y+ v(1+ v+Ea2

θy−Eaθazy)
]
,

b22 =
1
E2

[
1− v2+Ea2

r y+2Evarazy+Ea2
zy

]
,

b23 =
1
E2

[
v+ v2+Eva2

r y−Eaθazy−Evar(aθ +az)y
]
,

b33 =
1
E2

[
1− v2+Ea2

r y+2Evaraθy+Ea2
θy

]
,

b21 = b12, b31 = b13, b32 = b23,

∆ =− 1+ v
E3
×

[
(−1+ v+2v2)+E(−1+ v)a2

r y+

E(−1+ v)a2
θy−2Evaθazy−

Ea2
zy+Eva2

zy−2Evar(aθ +az)y
]
,

ar =
p′

(
M2−η2)

3
+3

(
σ′r − p′

)
,

aθ =
p′

(
M2−η2)

3
+3

(
σ′θ − p′

)
,

az =
p′

(
M2−η2)

3
+3

(
σ′z− p′

)
,

y=
λ− κ

υp′2
[
p′c−γ (s)

]
M2 (M2−η2)

。

通过辅助变量ξ的转化，平衡微分方程由欧拉系

转化到拉格朗日系，代入式（24）可求得：

f =
∆υ

b11

(
σ′r −σ′θ

1− ξ−υ0/
[
υ (1− ξ)] − b12−b11

∆ (1− ξ)

)
（28）

最终圆柱孔扩张问题可归结为对1阶非线性常

微分方程组（24）～（27）的求解。求解区间为（孔壁

ξa，弹塑性边界ξp），边界条件为弹塑性边界rp处的应

σ′r σ′θ σz
′ υ力分量 、 、 和比体积 ，其中：

ξa = 1−a0/a （29）

ξp =

(ur

r

)
r=rp

=
σ′r

(
ξp

)−σ′0
2G0

（30）

σ′r
(
ξp

)
=p′0+

√
q2

0/3 （31）

σ′θ
(
ξp

)
=p′0−

√
q2

0/3 （32）

σ′z
(
ξp

)
=p′0 （33）

υ
(
ξp

)
=υ0 （34）

式中，p0′和q0分别为弹塑性边界处的有效平均应力

和剪应力，满足屈服方程（3）。

3   算例分析

λ

κ

γ

υ0

υ0

选取Speswhite高岭土的试验结果[12, 15]作为计算

参数，正常固结线NCL的截距N(0)=2.636 1，斜率

(0)=0.135 1，临界状态线CSL的斜率M=0.85，回弹线

SL的斜率 =0.015，进气值se=85 kPa。根据常吸力固结

试验，式（20）中的 (s)=0.6s。初始净应力pnet=200
kPa，初始比体积 分别取1.55、1.70和1.85，初始吸力

s0取340和680 kPa。对扩孔半径a/a0=4， 与s0正交组

合6种工况下的圆柱孔扩张问题进行求解。

σ′r

σ′θ σz
′ υ

υ

υ0

υ

υ0

υ0

图2为不同初始条件下径向应力 、切向应力

、竖向应力 和比体积 随径向位置r/a的分布。计

算结果表明：越靠近孔壁（r/a=1）处各应力分量越

大， 越小，圆柱孔周围土体挤密效应越明显。塑性区

距圆柱孔中心相同位置处，初始吸力s0=680 kPa时各

应力分量大于s0=340 kPa时所对应的值；比体积与之

相反。由图2（a）可知，初始孔隙比较小的密实土

（ =1.55）中，吸力变化对塑性区范围（1≤ r/a ≤ rp/a）
影响不明显，靠近弹塑性边界的塑性区内比体积 大

于初始比体积 ，说明土体出现剪胀现象，s0越大，剪

胀现象越明显。由图2（c）可知，初始孔隙较大的疏松

土（ =1.85）中，随着初始吸力的增大，圆柱孔周围塑

性区范围减小，说明在非饱和吸力作用下，土体出现

了硬化现象。

υ

υ

υ

υ

图3和4分别为最终孔壁处某一土单元在p′–q平
面和 –ln p′平面内的应力轨迹。起初土单元仅发生

弹性变形，平均有效应p′和比体积 均保持常数。应

力轨迹在p′–q平面内为平行于q轴的直线（图3），其
对应的是 –ln p′平面内的起始点（图4）。当应力状态

位于屈服面上，土体开始发生塑性变形。随着圆柱孔

的扩张，p′增大， 减小，应力轨迹逐渐接近并到达

CSL线。
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p′c如图3所示：吸力影响屈服应力 的大小，在p′–q
平面表现为不同大小的椭圆屈服面；初始吸力s0越

大，椭圆屈服面越大。s0=680 kPa相对于s0=340 kPa时
的应力路径整体右移，最终应力状态均位于CSL线

上。高吸力情况下，最终孔壁处应力明显较大，表明

吸力使土体产生了硬化效应；吸力越大，非饱和土中

圆柱孔扩张所需压力越大。

υ

υ0

υ

由图4可知：吸力影响下，CSL线在 –ln p′平面内

向右偏移，s0越大，CSL线右移越多。具有相同 的土

体在同一p′作用下，s0越大， 越大。这说明相同条件

υ下，s0越大，压缩至同一 时所需的p′越大。

υ0

υ

υ

υ0

υ

结合图3和4，对于初始孔隙比较小的密实土

（ =1.55），初始状态位于CSL线左侧。随着p′的增

加，q和 增大，土体发生塑性软化，并伴有剪胀现象

的发生。当应力路径穿过临界状态线到达右侧后，随

着p′的增加，土体被压缩， 逐渐减小，土体发生塑性

硬化。对于初始孔隙比较大的疏松土（ =1.85），初始

应力状态位于CSL线右侧，随着p′的增加， 单调减小，

土体发生塑性硬化，并最终在孔壁处达到临界状态。

σ′a

σ′a

图5为扩孔压力 与孔径a/a0的关系曲线。在1≤
a/a0≤1.5范围内， 随a/a0的增大急剧增加；在1.5≤
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图 2　圆柱孔周围土体应力及比体积分布

Fig. 2　Distribution of stresses and the specific volume
around the cylindrical cavity
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σ′a

σ′a

υ0

υ0

a/a0≤3范围内，随a/a0的增大 增加变缓；a/a0≥3之后

逐渐趋于一个稳定值，即为圆柱孔极限扩孔压力

值。由图5可知：相同s0下， 越小，土体越致密，极限

扩孔压力越大；相同 下，s0越大，极限扩孔压力越大。

4   应用分析

ε

λ κ

υ0

φcs

由于旁压试验过程可视为土体中圆柱孔的扩

张，选取文献[16]中花岗岩残积土2 m深度处的旁压

曲线（旁压力p与侧向应变 之间的关系）对本文理论

模型的可靠性进行验证，并与文献[17]中有限元数值

计算结果进行对比。花岗岩残积土计算参数为：NCL
线斜率 =0.258，SL线斜率 =0.023，泊松比v=0.3，进
气值se=8.5 kPa，初始比体积 取1.86，临界状态摩擦

角 =36°，CSL线斜率M可按式（35）计算：

M =
6sin φcs

3− sin φcs
（35）

γ(s)

根据文献[16]中常吸力固结试验结果，该土的

为0.45s～0.65s，本文取0.60s进行计算。计算中初

始吸力s0、净应力pnet、各向同性屈服应力pc和初始剪

切模量G0取值见表1[16]。

ε

ε

ε

ε

图6为本文方法、旁压试验[16]、有限元模拟[17]得

到的旁压曲线。由图6可知：对于饱和状态（s=0）的土

体，本文计算结果与试验结果很接近，优于有限元数

值计算结果；对于较干的土体（s=33 kPa），当孔壁变

形较小时（ <0.1），3种结果吻合的较好；当孔壁变形

继续增大时（ >0.12），本文结果与实测值之间出现

了偏差，有限元数值方法仅提供了 >0.07的计算结

果[17]。分析原因可知，花岗岩残积土为结构性土[16]，

在应变较大时（ >0.12），该土体发生了结构性破坏，

使得旁压力有所降低。本文所采用的修正剑桥模型

为硬化模型，难以描述土体的结构性破坏，使得计算

旁压力在土体应变较大时高于实测值。

5   结　论

基于修正剑桥模型，在考虑吸力效应的影响下，

得到了非饱和土中圆柱孔扩张问题的半解析解。通

过算例求解，对圆柱孔周围土体应力和变形状态进

行了分析。

计算表明，在圆柱孔扩张过程中，弹性区平均有

效应力和比体积均为常数；塑性区内吸力效应对圆

柱孔周围土体状态影响显著，吸力越大，圆柱孔周围

塑性区越小，相同位置处各应力分量越大。土体比体

积随着应力的增大而减小，吸力越大，比体积减小越

快；在初始孔隙比较小的密实土中，塑性区将出现剪

胀现象，且吸力越大，剪胀现象越明显。

通过非饱和土中旁压试验和有限元计算结果，

对本文提出的理论方法可靠性进行了检验。结果表

 

表 1　花岗岩残积土计算参数

Tab. 1　 Calculation parameters of the granite residual soil
 

初始吸力
s0/kPa

初始净应力
pnet/kPa

屈服应力
pc/kPa

初始剪切模量
G0/MPa

0 65 235 1.8

33 79 243 2.6
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Fig. 5　Variation of internal cavity pressure with cavity ra-
dius
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明，圆柱孔周围土体变形为应变硬化时，本文计算结

果与旁压试验结果基本一致。这说明一定程度上本

文方法能够用于原位试验结果分析，具有实际工程

应用价值。
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