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摘要 设 q ≡ 2 (mod 3) 为一个素数幂. 借助于 Kantor 的 Q+(7, q) 模型, 本文研究了正交极空间

Q+(7, q)的点集在群 PSU3(q)作用下的轨道结构,由此构造出新的自同构群为 PSU3(q)的 (q2+ q)-和

q3- 卵形体 (ovoid). 在此模型下, 本文确定 Q+(7, q) 的所有 PSU3(q)- 不变奇妙集, 证明其一定是酉型

卵形体、新构造的两类 m- 卵形体或它们的补集.
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1 引言

假设 S 是一个秩为 r 的有限经典极空间, 并用 ⊥ 表示其上的极映射. S 的点共线图 Γ(S) 是一
个强正则图, 其顶点集为 S 中的点, 两个顶点相邻当且仅当它们正交 (参见文献 [4]). 用 A 表示 Γ(S)
的邻接矩阵, 并用 1 表示长为 |S| 的全 1 向量. 给定极空间 S 中的一个非平凡集合M, 用 χM 表示

其示性向量, 即对于 S 中的点 P , 根据其是否在 M 中, 相应地有 χM(P ) = 1 或 χM(P ) = 0. 如果

χM − |M|
|S| 1是矩阵 A的特征向量, 则称M为该极空间 S 中的奇妙集 (intriguing set). 邻接矩阵 A有

两个受限的 (restricted) 特征值, 分别对应于两类奇妙集: i- 紧集 (tight set) 和 m- 卵形体 (ovoid), 其

中 i 和 m 为它们对应的参数. 特别地, 1- 卵形体简称作卵形体.

奇妙集的概念最早由 Bamberg 等 [2] 在经典广义四边形中给出, 随后被 Bamberg 等 [1] 推广到了

有限经典极空间. 它统一了此前有限几何中的多个概念, 并揭示了这些几何对象的代数意义. 奇妙集
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不但是重要的几何构型, 而且与图论和编码理论有密切的联系, 因此近些年来得到了广泛关注和研究,

详情参见文献 [1, 5].

对于奇妙集的研究涉及较为深刻的群论和数论知识. 对于满足特定的传递性假设的奇妙集, 一般

可以利用有限典型群的结构定理和深刻的表示论知识完全分类, 例如, Bamberg 和 Penttila [3] 对有限

经典极空间中具有不可解自同构群的传递卵形体进行了分类. 三维射影空间中的 Cameron-Liebler 线

族等价于 Q+(5, q) 中的紧集, 在文献 [11] 的构造中涉及极为复杂的指数和运算.

在低秩极空间中, 奇妙集的构造方面已经有大量工作, 可参见文献 [1, 6–14] 及其中所列的参考文

献. 当极空间的秩较大时, 已知的奇妙集构造比较稀少. 1982 年, Kantor [16] 利用群 PGU3(q) 的 8 维

绝对不可约表示构造了双曲正交极空间 Q+(7, q) 中的一类卵形体, 其中 q ≡ 2 (mod 3). 这类卵形体

称作酉型 (unitary) 卵形体. 本文将采用相同的模型, 研究特殊酉群 PSU3(q) 在 Q+(7, q) 点集上的轨

道结构, 从而得到 Q+(7, q) 上自同构群为 PSU3(q) 的 (q2 + q)- 卵形体和 q3- 卵形体, 并且对 Q+(7, q)

中的 PSU3(q)- 不变奇妙集进行完全分类.

针对本文的研究内容, 介绍下列定义与引理.

定义 1.1 [1] 令 q 是一个素数幂, Q+(7, q) 是双曲型正交极空间, 其极映射用 ⊥ 表示. 给定极空

间 Q+(7, q) 中的一个非平凡点集M, 如果 |M| = m(q3 + 1) 并且

|P⊥ ∩M| =

m(q2 + 1)− q2, 如果 P ∈ M,

m(q2 + 1), 如果 P ∈ Q+(7, q) \M,
(1.1)

则称M 为 Q+(7, q) 中一个 m- 卵形体.

引理 1.1 [1] 令M1 和M2 分别为 Q+(7, q) 中的 m1- 卵形体和 m2- 卵形体.

(1) 如果M1 是M2 的子集, 则M2 \M1 是 Q+(7, q) 的 (m2 −m1)- 卵形体;

(2) 如果M1 和M2 不相交, 则M1 ∪M2 是 Q+(7, q) 的 (m1 +m2)- 卵形体.

2 Q+(7, q) 的模型和 PSU3(q) 的轨道结构

2.1 Q+(7, q) 的模型

令 q = ph 是一个素数幂, 满足 q ≡ 2 (mod 3) 且 q > 2; 令 Fq 表示有 q 个元素的有限域. 对于

x ∈ Fq2 , 令 x 表示 x 的共轭, 即 x = xq; 定义从 Fq2 到 Fq 上的迹函数为 Tr(x) = x+ x. 令 V 是由如

下矩阵构成的 Fq 上的 8 维向量空间:

M =


α β c

γ a β

b γ α

 , (2.1)

其中 α, β, γ ∈ Fq2 , a, b, c ∈ Fq 且 α+ a+ α = 0. 定义 V 上的一个二次型

Q(M) = α2 + αα+ α2 +Tr(βγ) + bc. (2.2)

该二次型是非退化的, 其极化型 (polar form) 如下:

B(M,N) = Q(M +N)−Q(M)−Q(N) = tr(MN), (2.3)
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其中 tr(MN) 表示矩阵 MN 的迹. 相应的极映射为

⟨v⟩ 7→ v⊥ = {x ∈ V : B(x, v) = 0}.

由 (2.2) 所定义的 Q 是双曲二次型, 其定义的正交极空间 Q+(7, q) 的点集为

Q = {⟨M⟩Fq :M ∈ V,Q(M) = 0}, (2.4)

其中 ⟨M⟩Fq 表示 V 中向量 M 的 Fq 射影点. 下文将 ⟨M⟩Fq 简记为 ⟨M⟩.
令 GL3(q

2) 表示 Fq2 上 3 阶可逆矩阵的全体构成的一般线性群, 即

GL3(q
2) = {A = (aij)3×3 | det(A) ̸= 0, aij ∈ Fq2 , 1 6 i, j 6 3},

其中 det(A) 表示矩阵 A 的行列式. 对于 A ∈ GL3(q
2), 定义其共轭 A 为将 A 中每个元素均取 q 次方

所得的矩阵. 记

J =


0 0 1

0 1 0

1 0 0

 ,

并定义 G0 = {A : A ∈ GL3(q
2) | J−1AJ = (A

⊤
)−1}, 其中 A

⊤
表示矩阵 A 的共轭转置. 由文献 [16] 可

知 G0 同构于酉群 GU3(q), 且群 G0 按如下方式作用在向量空间 V 上: 矩阵 A ∈ G0 将 X ∈ V 映到

A−1XA. 容易验证 G0 中的数量矩阵在 V 上的作用是平凡的, 故这诱导了 PGU3(q) 在 V 上的作用.

令 Q 由 (2.4) 所定义, 根据文献 [16], G0 对应的射影群 PGU3(q) 在二次曲面 Q 上有 3 个轨道, 分别

对应于 Q 中秩为 1、2 和 3 的矩阵.

2.2 PSU3(q) 的轨道结构

令

G = {A : A ∈ G0 | det(A) = 1}. (2.5)

其在 V 上的作用诱导了射影特殊酉群 PSU3(q) 在 Q 上的作用. 本小节分析 PSU3(q) 在 Q 上的轨道
结构.

由于 q ≡ 2 (mod 3), 3 整除 q + 1, 故 Fq2 中有 3 阶元 ω. 我们有 ωq + ω + 1 = ω2 + ω + 1 = 0. 现

取 V 中的 5 个向量如下:

X1 =


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 , X21 =


0 1 0

0 0 1

0 0 0

 , X22 =


0 ω 0

0 0 ω2

0 0 0

 , (2.6)

X23 =


0 ω2 0

0 0 ω

0 0 0

 , X3 =


ω 0 0

0 1 0

0 0 ω

 . (2.7)

容易验证它们是 (2.2) 的零点, 故它们是 Q+(7, q) 中的点.
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对于 Q 中的一点 ⟨M⟩, 令 O(⟨M⟩) 表示以点 ⟨M⟩ 为代表元的 PSU3(q)- 轨道. 令

Oi = O(⟨Xi⟩), i = 1, 3, (2.8)

O2j = O(⟨X2j⟩), j = 1, 2, 3. (2.9)

定理 2.1 假设 q ≡ 2 (mod 3), q > 2, 并设二次曲面 Q 由 (2.4) 所定义. 群 PSU3(q) 在 Q 上恰
有 5 个轨道, 即 O1、O21、O22、O23 和 O3, 其中 Oi (i = 1, 3) 和 O2j (j = 1, 2, 3) 由 (2.8) 和 (2.9) 所定

义. 它们的长度分别为

|O1| = q3 + 1, |O3| = q3(q3 + 1), (2.10)

|O21| = |O22| = |O23| =
(q2 + q)(q3 + 1)

3
. (2.11)

证明 矩阵 X1 和 X3 的秩分别为 1和 3,矩阵 X21、X22 和 X23 的秩均为 2. 已知 q ≡ 2 (mod 3)

且 q > 2, 群 PSU3(q) 的阶为
q3(q2−1)(q3+1)

3 . 下面将计算点 ⟨Xi⟩ (i = 1, 3) 和 ⟨X2j⟩ (j = 1, 2, 3) 在

PSU3(q) 中的稳定化子的大小, 从而得到轨道的长度如 (2.10) 和 (2.11) 所示. 通过比较大小即可知这

5 个轨道是 Q 的划分, 从而是所有的 PSU3(q) 轨道.

由于方法类似, 此处只给出 ⟨X1⟩ 的稳定化子的计算过程. 群 SU3(q) 中的元素 A 稳定 ⟨X1⟩ 当且
仅当存在 λ ∈ F∗

q 使得 A−1X1A = λX1, 这等价于

X1A = λAX1, AJA
⊤
= J, det(A) = 1. (2.12)

记 A = (aij)3×3, 1 6 i, j 6 3. 经展开计算可得, (2.12) 中的 3 个等式成立等价于下列等式同时成立:

a21 = a31 = a32 = 0, a33 = λa11, a22 = λ−1a−2
11 ,

λ = a
−(q+1)
11 , a23 = −λ−1a−q−2

11 aq12, Tr(a13a
q
11) = −aq+1

12 .

从而, 矩阵 A 由其分量 a11 ∈ F∗
q2、a12 ∈ Fq2 和 a13 ∈ Fq2 所唯一确定, 且这 3 个分量满足 Tr(a13a

q
11)

= −aq+1
12 . 容易验证 ⟨X1⟩ 在 SU3(q) 中的稳定化子包含 3 阶数量矩阵, 从而有 |StabPSU3(q)(⟨X1⟩)|

= (q2−1)·q2·q
3 . 因此,

|O(⟨X1⟩)| = |O1| =
|PSU3(q)|

|StabPSU3(q)(⟨X1⟩)|
= q3 + 1.

证毕.

注 2.1 令 A0 = diag(1, ω, 1), 则 A0 ∈ GU3(q) \ SU3(q), 且 X22 = A−1
0 X21A0, X23 = A−2

0 X21A
2
0.

特别地, A0 的作用引起 O21、O22 和 O23 之间的传递置换, 它们的并构成一个 PGU3(q)- 轨道 O2:

O2 = O21 ∪O22 ∪O23. (2.13)

由定理 2.1 可知, 轨道 O21、O22 和 O23 构成了 Q 中所有秩为 2 的点, 故对于 i = 1, 2, 3, 集合 Oi 恰

好是由 Q 中秩为 i 的点构成.

3 Q+(7, q) 中的 PSU3(q)- 不变奇妙集

本节采用第 2 节所引入的各种符号. 特别地, O1、O2 和 O3 分别为秩为 1、2 和 3 的奇异点集合.

本节的目标是确定 Q+(7, q) 中所有 PSU3(q)- 不变的奇妙集. 由文献 [16] 可知, O1 是卵形体. 第 3.1

小节将证明 O2 和 O3 分别构成 m- 卵形体. 第 3.2 小节将证明除了 O1、O2、O3 以及它们的补以外没

有别的 PSU3(q)- 不变奇妙集.
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3.1 Q+(7, q) 中自同构群为 PSU3(q) 的 m- 卵形体

Kantor [16] 对轨道 O1 进行研究, 证明了如下结论.

定理 3.1 [16] 集合 O1 是正交极空间 Q+(7, q) 中的卵形体.

该卵形体称作 Q+(7, q) 的酉型卵形体, 也称作 Kantor 卵形体. 接下来对剩下的 PSU3(q)- 轨道

O21、O22、O23 和 O3 展开研究.

引理 3.1 令 O2 为由 (2.13) 所定义的集合, 则 O2 = S1 ∪ S2 ∪ S3, 其中

S1 =

{⟨
0 0 0

γ 0 0

b γ 0


⟩

: γ ∈ F∗
q2 , b ∈ Fq

}
∪
{⟨

0 β c

0 0 β

0 0 0


⟩

: β ∈ F∗
q2 , c ∈ Fq

}
, (3.1)

S2 =

{⟨
λb λγ λq+1b

γ 0 λγ

b γ λb


⟩

: λ, γ ∈ F∗
q2 , b ∈ Fq,Tr(λ) = 0

}
, (3.2)

S3 =

{⟨
λ1γ + λ2b β λ1β + λ2λ1γ + λ2b

γ −Tr(λ1γ + λ2b) β

b γ λ1γ + λ2b


⟩

: λ1, λ2 ∈ F∗
q2 , γ ∈ Fq2 , b ∈ Fq,

β = −λ1Tr(λ1γ + λ2b) + λ2γ, Tr(λ2) = λq+1
1 , γq+1 ̸= −bTr(λ1γ + λ2b)

}
. (3.3)

证明 可以直接验证 S1、S2 和 S3 中的元素均在 O2 中, 即秩为 2 且是二次型 Q 的零点. 现取

O2 中的一个元素 ⟨M⟩, 其中 M 表达式形如 (2.1). 下面分 3 种情形进行讨论.

情形 1 矩阵 M 有全零行.

如果 M 的第二行 (γ, a, β) = (0, 0, 0), 则 Tr(α) = 0, 由 Q(M)=0 可得 α2 + bc = 0. 此时 M 的秩

为 1, 与 M ∈ O2 矛盾. 因此只能是 M 的第一行全为 0 或第三行全为 0. 此时, 容易验证 ⟨M⟩ 为 S1

中元素.

情形 2 矩阵 M 没有全零行但有两行线性相关.

首先考虑第一和二行线性相关的情形. 此时存在 λ ∈ F∗
q2 使得 (α, β, c) = λ(γ, a, β), 即 α = λγ,

a = −Tr(λγ). 由此可以推导出 β = −λTr(λγ), c = −λq+1Tr(λγ). 直接计算 Q(M) = 0 可得 −bTr(λγ)
= γq+1, 利用这些关系可以推导出 M 的第二和三行线性相关, 从而 M 的秩为 1, 与 M ∈ O2 矛盾. 因

此第一和二行线性无关. 类似地, M 的第二和三行线性无关.

现在考虑第一和三行线性相关的情形. 此时存在 λ ∈ F∗
q2 使得 (α, β, c) = λ(b, γ, α), 即 α = λb,

β = λγ, c = λq+1b. 从而 M 中的元素均可由 b、γ 和 λ 表示. 由于 M 的秩为 2, 通过计算其二阶子式

可得 −γq+1 ̸= b2Tr(λ). 在此基础上, 直接计算 Q(M) = 0 可得 Tr(λ) = 0. 这时, ⟨M⟩ 落入集合 S2.

情形 3 矩阵 M 的任意两行线性无关.

此时, 存在 λ1, λ2 ∈ F∗
q2 使得 (α, β, c) = λ1(γ, a, β) + λ2(b, γ, α), 从而 M 中的元素均可以由

λ1、λ2、γ 和 b 表示. 通过计算二阶子式的行列式可知 (γ, a, β) 和 (b, γ, α) 线性无关等价于 γq+1

̸= − bTr(λ1γ + λ2b). 直接计算可知

Q(M) = (λq+1
1 − Tr(λ2))(−bTr(λ1γ + λ2b)− γq+1) = 0.
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故 Tr(λ2) = λq+1
1 . 从而, ⟨M⟩ 是 S3 中的元素.

由上述讨论可知, 集合 O2 = S1 ∪ S2 ∪ S3, 且集合 S1、S2 和 S3 两两之间互不相交. 因此, S1、S2

和 S3 构成 O2 的一个划分.

引理 3.2 令 X21 和 O2 分别由 (2.6) 和 (2.13) 所定义, 则有 |X⊥
21 ∩O2| = q4 + q3 + q.

证明 现取 O2 中的元素 ⟨M⟩, 其表达式如 (2.1) 所示. 根据 (2.3) 中的极化型 B 可知, M 落在

X⊥
21 中当且仅当 Tr(γ) = 0.

由引理 3.1 及其证明过程可知, 集合 X⊥
21 ∩O2 的大小为

|X⊥
21 ∩O2| = |X⊥

21 ∩ S1|+ |X⊥
21 ∩ S2|+ |X⊥

21 ∩ S3|. (3.4)

假设 ⟨M⟩ ∈ X⊥
21 ∩ S1, 则有

M =


0 0 0

γ 0 0

b γ 0

 ,

其中 γ 是 Fq2 中满足 Tr(γ) = 0 的非零元, b 是 Fq 中的元素; 或

M =


0 β c

0 0 β

0 0 0

 ,

β 是 Fq2 中的非零元, c 是 Fq 中的元素. 因此,

|X⊥
21 ∩ S1| =

1

q − 1
#{(b, γ) : b ∈ Fq, γ ∈ F∗

q2 , Tr(γ) = 0}+ 1

q − 1
#{(c, β) : c ∈ Fq, β ∈ F∗

q2}

=
1

q − 1
q(q − 1) +

1

q − 1
q(q2 − 1)

= q2 + 2q. (3.5)

类似地, 有

|X⊥
21 ∩ S2| =

1

q − 1
#{(λ, γ, b) : λ, γ ∈ F∗

q2 , b ∈ Fq, Tr(λ) = 0,Tr(γ) = 0} = (q − 1)q. (3.6)

假设 ⟨M⟩ ∈ X⊥
21 ∩ S3, 则由 (3.3) 可知 M 中的元素可由 Fq 中元素 b 和 Fq2 中的元素 λ1、λ2 和 γ

表示,其中 λ1λ2 ̸= 0, Tr(λ2) = λq+1
1 , γq+1 ̸= −bTr(λ1γ+λ2b). 如前所述, M ∈ X⊥

21 当且仅当 Tr(γ) = 0.

因此,

|X⊥
21 ∩ S3| =

1

q − 1
#{(λ1, λ2, γ, b) ∈ F∗

q2 × F∗
q2 × F∗

q2 × Fq : Tr(λ2) = λq+1
1 , Tr(γ) = 0,

γq+1 ̸= −bTr(λ1γ + λ2b)}

=
q

q − 1
#{(λ1, γ, b) ∈ F∗

q2 × Fq2 × Fq : b(λ1γ − λ1γ + λq+1
1 b)− γ2 ̸= 0, Tr(γ) = 0}

=
q(q2 − 1)q2

q − 1
− q

q − 1
N0, (3.7)
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其中 N0 = #{(λ1, γ, b) ∈ F∗
q2 × Fq2 × Fq : Tr(γ) = 0, b(λ1γ − λ1γ + λq+1

1 b)− γ2 = 0}.
按照特征 p 为奇数和偶数两种情形分别计算 N0 的值.

情形 1 特征 p为奇数. 此时, 取 Fq2 中的一个非零元 δ 使得 Tr(δ) = 0. 则 1和 δ 是 Fq2 在 Fq 上

的一组基,且 Fq ·δ是其中所有相对迹为 0的元素.容易验证 δ2 是 Fq 中的非平方元,即 (δ2)(q−1)/2 ̸= 1.

记 λ1 = x1 + x2δ 和 γ = r1δ, 其中 x1、x2 和 r1 均为 Fq 中的元素. 通过展开可知, N0 是以下集合的

大小:

T0 = {(x1, x2, r1, b) ∈ F4
q : {x1, x2} ̸= {0}, (x21 − δ2x22)b

2 + 2x2δ
2r1b− r21δ

2 = 0}

= #{(x1, x2, r1, b) ∈ F4
q : {x1, x2} ̸= {0}, x21b2 − δ2(x2b− r1)

2 = 0}. (3.8)

令 L(x1, x2, r1, b) = x21b
2 − δ2(x2b− r1)

2. 进一步细分为以下 3 种情形来计算 T0 的大小.

情形 1.1 b = 0. 此时, L(x1, x2, r1, b) = −δ2r21. 要使得 L(x1, x2, r1, b) = 0,则需要 r1 = 0. 从而 T0

中相应部分大小为

N1 = #{(x1, x2) ∈ F2
q : {x1, x2} ̸= {0}} = q2 − 1.

情形 1.2 b ̸= 0, r1 = x2b. 此时, L(x1, x2, r1, b) = x21b
2. 要使得 L(x1, x2, r1, b) = 0, 则需要 x1 = 0.

从而 T0 中相应部分大小为

N2 = #{(x2, b) ∈ F2
q : x2 ̸= 0, b ̸= 0} = (q − 1)2.

情形 1.3 b ̸= 0, r1 ̸= x2b. 此时, 由于 δ2 是 Fq 中的非平方元, 则 L(x1, x2, r1, b) = 0 无解.

因此, 在特征为奇数的情形下, 得到 N0 = N1 +N2 = 2q2 − 2q.

情形 2 特征 p 为偶数. 此时, 取 Fq2 的元素 δ 使得 Tr(δ) = 1. 则 1 和 δ 是 Fq2 在 Fq 上的一组

基. 记 λ1 = x1 + x2δ, 其中 x1, x2 ∈ Fq. 在该种情形下, 由 γq = −γ 可知 γ ∈ Fq. 通过展开可知 N0 是

以下集合的大小:

T0 = {(x1, x2, γ, b) ∈ F4
q : {x1, x2} ̸= {0}, (x21 + x1x2 + x22δ

q+1)b2 + x2γb+ γ2 = 0}.

进一步细分为以下两种情形来计算 N0.

情形 2.1 x2 = 0. 此时, T0 中相应部分大小为

N1 = #{(x1, γ, b) ∈ F3
q : x1 ̸= 0, x21b

2 + γ2 = 0} = (q − 1)q.

这里, 用到以下事实: Fq 上的映射 x 7→ x2 是加性的.

情形 2.2 x2 ̸= 0. 此时, T0 中相应部分大小为

N2 = #{(x1, x2, γ, b) ∈ F4
q : x2 ̸= 0, (x21 + x1x2 + x22δ

q+1)b2 + x2γb+ γ2 = 0}.

令 ψ 是 Fq 的基本加法特征, 即 ψ(x) = ω
Trq/p(x)
p , 其中 Trq/p 是从 Fq 到 Fp 的绝对迹函数, ωp 是一个

本原 p 次单位根. 利用特征的性质, 可进行如下计算:

N2 =
1

q

∑
λ∈Fq

∑
x2∈F∗

q

∑
x1,γ,b∈Fq

ψ(λ((x21 + x1x2 + x22δ
q+1)b2 + x2γb+ γ2))

=
(q − 1)q3

q
+

1

q

∑
λ, x2∈F∗

q

∑
x1, b∈Fq

ψ(λ(x21 + x1x2 + x22δ
q+1)b2)

∑
γ∈Fq

ψ(λ(γ2 + x2bγ))
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= q2(q − 1) +
1

q

∑
λ, x2∈F∗

q

∑
x1, b∈Fq

ψ(λ(x21 + x1x2 + x22δ
q+1)b2)q[[λ = x−2

2 b−2]]

= q2(q − 1) +
∑

λ, x2∈F∗
q

∑
x1∈Fq

ψ(x−2
2 x21 + x−1

2 x1 + δq+1)

= q2(q − 1)−
∑

λ, x2∈F∗
q

∑
x1∈Fq

ψ(0)

= q(q − 1).

在第 3 个等式中, [[P]] 表示 Kronecker delta 函数: 若性质 P 成立, 则该函数取值为 1, 否则取值为 0.

因此, 在特征为偶数的情形下, 同样有 N0 = N1 +N2 = 2q2 − 2q.

综合特征为奇数和偶数两种情形, 有 N0 = 2q2 − 2q. 由 (3.7) 可得

|X⊥
21 ∩ S3| = (q + 1)q3 − q

q − 1
N0 = q4 + q3 − 2q2. (3.9)

结合 (3.5)、(3.6) 和 (3.9), 有

|X⊥
21 ∩O2| = q4 + q3 + q. (3.10)

证毕.

引理 3.3 令 G1 = PGU3(q) 或 G1 = PSU3(q), 并取 Q+(7, q) 的两个 G1- 轨道 O 和 O′. 对于

X ∈ O 和 Y ∈ O′, 有 |O| · |X⊥ ∩O′| = |O′| · |Y ⊥ ∩O|.

证明 由于 O和 O′ 是 G1-轨道, |Y ⊥∩O|与 Y ∈ O′ 的选取无关.同样地, |X⊥∩O′|与 X ∈ O的

选取无关.对集合 {(X,Y ) : X ∈ O, Y ∈ O′, B(X,Y ) = 0}进行双重计数即可得引理中所述的等式.

定理 3.2 令 q ≡ 2 (mod 3), q > 2, 则 PSU3(q)- 不变集 O2 是 Q+(7, q) 的一个 (q2 + q)- 卵形体.

证明 根据文献 [16], O1、O2 和 O3 是所有的 PGU3(q)- 轨道, 且 O1 是 Q+(7, q) 的卵形体. 根据

定义 1.1, |Y ⊥ ∩O1| = q2 + 1, 其中 Y 是 O2 的任意元素. 根据引理 3.3, 对于任意 X ∈ O1, 有

|X⊥ ∩O2| =
|O2|
|O1|

· (q2 + 1) = (q2 + q)(q2 + 1). (3.11)

现任取 Q+(7, q) 中的元素 Y , 超平面 Y ⊥ 和 Q+(7, q) 相交于一个二次锥体 (quadratic cone), 其顶点

(vertex) 为 Y , 基底 (base) 为 Q+(5, q) (详情参见文献 [15, 引理 1.22]). 从而有

|Y ⊥ ∩Q+(7, q)| = (q2 + q + 1)(q2 + 1)q + 1.

由于 O2 是一个 PGU3(q)- 轨道, 由引理 3.2 知, 对于任意 Y ∈ O2, 有 |Y ⊥ ∩O2| = q4 + q3 + q, 从而有

|Y ⊥ ∩O3| = |Y ⊥ ∩Q+(7, q)| − |Y ⊥ ∩O1| − |Y ⊥ ∩O2| = (q2 + 1)q3.

根据引理 3.3, 对于任意 X ∈ O3, 有

|X⊥ ∩O2| =
|O2|
|O3|

· (q2 + 1)q3 = (q2 + q)(q2 + 1). (3.12)

由 (3.10)–(3.12) 和引理 3.3, 即可推导出 O2 是 Q+(7, q) 的一个 (q2 + q)- 卵形体. 证毕.

256



中国科学 : 数学 第 53 卷 第 2 期

推论 3.1 令 q ≡ 2 (mod 3), q > 2, 则 PSU3(q)- 轨道 O3 是 Q+(7, q) 的一个 q3- 卵形体.

证明 由定理 3.2 可知, O2 是 Q+(7, q) 的一个 (q2 + q)- 卵形体. 根据引理 1.1, O3 作为 O1 ∪O2

在 Q 中的补, 构成了 Q+(7, q) 的一个 q3- 卵形体.

注 3.1 当 q = 2 时, 通过 Magma 软件直接验证可知, 群 PSU3(q) 作用在 Q+(7, q) 上恰有 5 个

轨道, 其描述和 q > 2 时相同; 轨道 O1 和 O3 仍分别构成 Q+(7, q) 的 1- 和 8- 卵形体, 其余 3 个轨道

不是奇妙集, 但它们的并 O2 是 Q+(7, q) 的 6- 卵形体.

3.2 Q+(7, q) 中秩为 2 的 PSU3(q)- 轨道结构分析

首先证明秩为 2 的 PSU3(q)- 轨道 O21、O22 和 O23 均不是奇妙集, 这些集合由 (2.8) 和 (2.9)

定义. 根据文献 [1, 定理 4], i- 紧集和 m- 卵形体相交于 m · i 个公共点. 由于 O1 是 1- 卵形体且与

O21, . . . , O23 不相交, 故如果后者是奇妙集, 则其一定是 m- 卵形体. 根据定义 1.1 知, 参数 m 由其大

小唯一确定. 由于 A0 = diag(1, ω, 1) 引起 3 个 PSU3(q)- 轨道 O21、O22 和 O23 的传递置换, 故只需证

明其中任何一个不是 m- 卵形体即可. 这里, ω 是 Fq2 中的 3 阶元.

令 X21、X22 和 X23 如 (2.6) 所定义. 根据定义, O22 是 X22 在 PSU3(q) 的共轭作用下的像集. 令

S1、S2 和 S3 分别是由 (3.1)–(3.3)所定义的集合,它们构成 O2 的一个划分. 取 O2 中的一个元素 ⟨M⟩,
其表达式如 (2.1) 所示. 根据 (2.3) 中 B 的表达式, B(X21,M) = Tr(γ) = 0. 因此 ⟨M⟩ ∈ X⊥

21 当且仅当

Tr(γ) = 0.

定理 3.3 令 q ≡ 2 (mod 3), 则轨道 O22 不是 Q+(7, q) 中的 m- 卵形体.

证明 对于 q = 2 的情形, 由注 3.1 可知, O22 不是 Q+(7, 2) 中的 m- 卵形体. 现只需考虑 q > 2

的情形. 假设 O22 是 Q+(7, q) 中的 m- 卵形体. 根据定义 1.1 和定理 2.1, 有 m = q2+q
3 . 接下来计算

|X⊥
21 ∩ S1 ∩O22| =

(q + 1)q

3
+ q · [[9 | (q + 1)]], (3.13)

|X⊥
21 ∩ S2 ∩O22| = (q − 1)q · [[9 | (q + 1)]], (3.14)

|X⊥
21 ∩ S3 ∩O22| =

1

3
q2(q2 − 1) + (q − 1)q2 · [[9 | (q + 1)]], (3.15)

其中, [[P]] = 1 或 [[P]] = 0, 取决于性质 P 是否成立. 将它们相加, 即可得到矛盾:

|X⊥
21 ∩O22| =

1

3
(q4 + q) + q3 · [[9 | (q + 1)]] ̸= q2 + q

3
(q2 + 1).

由于证明方法类似, 这里只给出最复杂的情形 (3.15) 的证明.

现任取 ⟨M⟩ ∈ X⊥
21 ∩ S3 ∩O22. 由本定理前的分析以及 (3.3) 可知

M =


λ1γ + λ2b β λ1β − λ2λ

q
1γ + λq+1

2 b

γ −t β

b −γ λ1γ + λ2b

 ,

其中, t = Tr(λ1γ) + λq+1
1 b, β = −λ1Tr(λ1γ + λ2b) − λ2γ, 且 4 个参数 (λ1, λ2, γ, b) 满足以下条件:

λ1, λ2 ∈ F∗
q2 , γ ∈ Fq2 , b ∈ Fq 且

γq + γ = 0, Tr(λ2) = λq+1
1 , γq+1 + bt ̸= 0.
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该点 ⟨M⟩ 落在 O22 中当且仅当存在 A = (aij)3×3 ∈ SU3(q) 和 λ0 ∈ F∗
q 使得 A−1X22A = λ0M 成立.

这等价于

X22A = λ0AM, AJA
⊤
= J, det(A) = 1.

通过比较 X22A = λ0AM 两端各个分量可知, 其等价于

a32 = −a31λ1, a33 = −a31λ2, a23 = λq2a21 + λq1a22,

a31 = −ωλ0(a22 + λ1a21)(γ − λ1b)
q, (3.16)

a22 = w2λ0(βa11 − ta12 − γa13),

a21 = w2λ0((λ1γ + λ2b)a11 + γa12 + ba13). (3.17)

利用上述表达式直接计算可得

det(A) = a31(a22 + a21λ1)(a11λ
q
2 + a12λ

q
1 − a13) = 1. (3.18)

引入辅助变量 η = a22 + λ1a21, s = a12 + λ1a11. 比较 AJA
⊤
= J 两端各项, 可知其等价于下列条件:

(a12λ
q
1 + a11λ

q
2 − a13)a

q
31 = −1, (3.19)

aq+1
22 + λq+1

1 aq+1
21 +Tr(λ1a21a

q
22) = 1, (3.20)

(a13 + λ2a11)a
q
21 + saq22 = 0, (3.21)

aq+1
12 +Tr(a13a

q
11) = 0. (3.22)

由 (3.18) 和 (3.19) 可得 η = −aq−1
31 ̸= 0, 故有 ηq+1 = 1. 代入 (3.16) 化简可得

(γ − λ1b)
q−1 = −η−3w. (3.23)

以下运算较为复杂, 我们使用符号计算软件 Maple 辅助计算. 利用上面的等式将 A 中元素全部由

a11、η、s、λ0 以及 M 中的参数表示: 将上面等式中的 a12 全部替换为 s − λ1a11; 将上面 a21 和 a22

的表达式代入 η = a22 + λ1a21 将 a13 解出, 再依次代入其他 aij 的表达式即可. 利用这些表达式以及

ηq+1 = 1 可以直接验证: (3.21) 自动成立; (3.18) 和 (3.19) 等价于 (3.23) 且必有 ηq+1 = 1; (3.21) 和

(3.22) 分别等价于

xq+1 = Tr

(
(γ − λ1b)a11
λ0wη(γ2 − bt)

)
, Tr(x) =

b

λ0(γ2 − bt)
, (3.24)

其中 x = w−1η−1s. 换言之, x 和 xq 是方程

Y 2 − b

λ0(γ2 − bt)
Y +Tr

(
(γ − λ1b)a11
λ0wη(γ2 − bt)

)
= 0 (3.25)

的两个解, 且当 x ∈ Fq 时这两个解相同. 由于该方程在 Fq2 中总有两个解, 故只需保证当它在 Fq 中

有解时两个解相同即可. 综上所述, ⟨M⟩ 落在 X⊥
21 ∩ S3 ∩O22 中当且仅当存在 Fq2 中元素 a11、η 和 λ0

满足如下条件: ηq+1 = 1, λ0 ∈ F∗
q , (3.23) 成立且 (3.25) 在 Fq 中要么无解要么有两个相同的解.

考虑两种情形.

情形 1 当 b = 0时,取 a11 = wηγ2即可令 (3.25)的两个解均为 0,且 (3.23)简化为 γq−1 = −η−3w.

由于 γ + γq = 0, 故 γq−1 = −1, 从而 η3 = w. 由于 w 的阶为 3 且 ηq+1 = 1, 所以存在这样的 η 当且
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仅当 3 整除 q+1
3 , 即 9 | (q + 1). 如果 q ̸≡ −1 (mod 9), 则没有这样的点 ⟨M⟩. 如果 q ≡ −1 (mod 9),

则此时 M 的参数 (λ1, λ2, γ) 有 (q2 − 1) · q · (q − 1) 种选择: 对于给定 λ1 ∈ F∗
q2 , 共有 q 个 λ2 满足

Tr(λ2) = λq+1
1 , 而 γ 有 q − 1 种选择. 总之, 共有 (q2 − 1)q · [[9 | (q + 1)]] 个这样的射影点 ⟨M⟩, 其参数

b = 0.

情形 2 当 b ̸= 0时,由于考虑的是射影点,故不失一般性可设 b = 1. 存在 q+1阶元 η 使得 (3.23)

成立当且仅当 (γ−λ1)(q
2−1)/3 = (−w)(q+1)/3. 假设 λ1 和 γ 满足该条件,并选定这样一个 η. 取 c为 Fq

中使得 Y 2−Y +c在 Fq 上不可约的一个元素.令 λ0 = (γ2−t)−1,并取 a11 使得 Tr( (γ−λ1b)a11

λ0wη(γ2−bt) ) = c,可

知 (3.25)在 Fq 上无解.因此, ⟨M⟩的参数 (λ1, λ2, γ)需要满足的条件为 (γ−λ1)(q
2−1)/3 = (−w)(q+1)/3,

γq + γ = 0, Tr(λ2) = λq+1
1 , λ1λ2 ̸= 0. 满足前两个条件的 (γ, λ1) 共有

1
3 (q

2 − 1) · q 对. 当 γ(q
2−1)/3

= (−w)(q+1)/3 时, 由 γq + γ = 0 可知 γq−1 = −1, 故 w(q+1)/3 = 1, 这只有在 q ≡ −1 (mod 9) 时成立.

因此满足前两个条件的 (γ, λ1) 对中有
1
3 (q

2 − 1)q − (q − 1)[[9 | (q + 1)]] 个满足 λ1 ̸= 0. 对于每一个这

种对, 有 q 个 λ2 满足剩余两个条件. 因此, 该情形共有 1
3q

2(q2 − 1)− (q − 1)q · [[9 | (q + 1)]] 个这样的

点 ⟨M⟩.
综上可知,

|X⊥
21 ∩ S3 ∩O22| =

1

3
q2(q2 − 1) + (q − 1)q2 · [[9 | (q + 1)]]. (3.26)

证毕.

推论 3.2 正交极空间 Q+(7, q) 中的 PSU3(q)- 不变奇妙集只有 O1、O2、O3 以及它们的补集.

证明 由上一小节内容可知, O1、O2 和 O3 是 m- 卵形体, 且构成 Q+(7, q) 中点集的划分. 由定

理 3.3 及其前面的分析可知, O21、O22 和 O23 均不是 m- 卵形体. 现由引理 1.1 即可推导出所需要的

结论.

4 结论

有限经典极空间中的 m- 卵形体是一类重要的几何构型, 它与强正则图和二重量码有着密切的联

系.在高维情形下, m-卵形体的构造极少,且由于维数较高一般很难利用计算机搜索得到新的例子. 通

过研究有限典型群的低维绝对不可约表示的轨道结构, 有望得到新参数的奇妙集, 在这方面尚没有系

统的研究. 本文借助于 Kantor 的 Q+(7, q) 模型, 研究了 PSU3(q) 的 8 维绝对不可约表示所对应的正

交极空间 Q+(7, q) 的轨道结构, 由此构造出新的自同构群为 PSU3(q) 的 (q2 + q)- 和 q3- 卵形体. 在此

基础上, 本文进一步确定了 Q+(7, q) 的所有 PSU3(q)- 不变奇妙集.

致谢 感谢审稿人提出的宝贵意见和建议.
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PSU3(q)-invariant intriguing sets of orthogonal polar space
Q+(7, q)

Tao Feng, Weicong Li & Ran Tao

Abstract Suppose that q is a prime power such that q ≡ 2 (mod 3). By using Kantor’s model of Q+(7, q),
we study the orbit structure of the action of PSU3(q) on the polar space Q+(7, q) and obtain new (q2 + q)- and
q3-ovoids with an automorphism group PSU3(q). In this way, we determine all the PSU3(q)-invariant intriguing
sets of Q+(7, q). It turns out that such an intriguing set is either the unitary ovoid, one of the two new m-ovoids,
or their complements.
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