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摘要    将本征正交分解(POD)方法用于四维空间预报集合提取标准正交基, 该标准正交基

在最小二乘意义下是最优的, 与奇异值分解(SVD)技术相比, 它能捕捉到预报集合空间更多的

能量, 能够更好地表征四维变量的空间结构以及时间演变特征. 将分析向量依截断的 POD 基

展开后, 控制变量会显式地出现在代价函数中, 避免了传统的四维变分方法所必需的伴随模

式的运用, 使得同化过程简单. 用土壤湿度预报方程和人造资料进行一系列的数值试验对该

基于本征正交分解的显式变分方法与基于 SVD 基的方法以及集合 Kalman 滤波进行比较, 结
果表明: POD/SVD 方法从同化精度和同化时效上都要远远优于一般的集合 Kalman 滤波方法; 
由于 POD 基在最小二乘意义下的最优性, 基于 POD 分解的同化方法要优于基于 SVD 分解的

方法, 尤其在模式存在误差的情况下表现得更为明显. 
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四维变分同化方法 [1,2] (four-dimensional varia-

tional data assimilation, 简称为 4DVAR)本质上是将

资料同化问题转化为一个最优控制问题, 根据同化

窗内所有可能的观测优化大气(海洋、陆面)模式的初

始场, 使得据此得到的预报与观测之间的距离最小, 
其优势明显: (1) 利用完整的模式方程作为动力约束; 
(2) 可以同时同化多个时刻的观测资料, 但该方法也

存在弊端: 4DVAR给出的代价函数中, 控制变量(初
始场)是以隐函数的形式出现的, 为了求得代价函数

相对初始场的梯度, 需要给出预报模式的切线性模

式及相应的伴随模式; 极小化代价函数也需要反复

积分模式方程和伴随方程, 计算效率极低. 与大气和

海洋模式相比较, 陆面模式中高度的非线性和间断

性质表现得更为突出[3], 或许正是由于这些原因使得 

四维变分同化方法在陆面数据同化中应用极少. 很
多工作在改进 4DVAR方法上取得进展, 这些方法仍

然需要利用切线性模式或伴随模式 [4~6], Qiu等 [7,8]从

大气吸引子的角度将奇异值分解(singular value de-
composition, 简称SVD)用于四维变分同化方法, 大
大简化了同化过程并取得了不错的结果. 本文将本

征正交分解(proper orthogonal decomposition, 简称

POD)[9~12]技术和集合Kalman滤波(ensemble kalman 
filter, 简称为EnKF)[13]思想相结合发展了一种新的基

于本征正交分解的显式四维变分方法: 类似于EnKF
那样利用蒙特卡罗方法产生一个四维的样本集合 , 
在将POD方法应用于四维空间的预报集合提取正交

基, 由于POD正交基在最小二乘意义下的最优性, 与
奇异值分解(SVD)技术相比, 它能捕捉到预报集合 

529 

mailto:tianxj@mail.iap.ac.cn


 
 
 

 
田向军等: 基于本征正交分解的显式四维变分同化方法 
 

 

更多的能量, 能更好地表征四维变量的空间结构以 
及时间演变特征. 该方法无需积分伴随模式, 实现起 
来简单便捷, 计算量与Qiu等[7,8]的方法相当. 本文利 
用土壤湿度预报方程以及人造的观测数据进行一系 
列的数值试验对该基于 POD 基的显式变分方法与基 
于SVD基的方法 [7,8]以及集合Kalman滤波进行了比 
较. 

1  本征正交分解(POD) 

设 表示物理过程在( ),  1,  2,  ,  iU x i N= x 点的

个样本瞬像的集合, 瞬像集合的平均值给出如下: N

1

1 ( ).
N

i
i

U U
N =

= ∑ x            (1.1) 

通过集合(1.1)的平均偏差构造如下新集合: 

,iiV U U= −             (1.2) 

希望能够找到数据序列(1.2)式的一个最优化的简练

描述. 该方法的一种描述是用一组基函数的级数展

开式. 直观地, 这组基函数应该是(1.2)式集合元素在

某种意义下的代表 . 这样的一种坐标系统由

Karhunen-Loève的展开式[11]提供, 具有一定的最优化

性质. 事实上, 这样的基函数Φ是所有这些瞬像的代

数和 

1
( )

N

i i
i

a V x
=

Φ =∑ ,           (1.3) 

其中 ai 为待定的系数, 由此给出的Φ能最大程度的代

表集合{ } : 函数Φ使得 
1

( )
N

i i
V x

=

2

1

1 ( , )
N

i i
i

a V
N =

Φ∑ ,          (1.4) 

最大且满足 

( ) 2,Φ Φ = Φ = 1,            (1.5) 

其中(·, ·)和||·||分别表示区域Ω上的 L2 内积和 L2 范

数. 
由此可知[11], 基函数是下面积分方程的特征函

数 
' '

( , )d ,C x x x λ= Φ∫           (1.6) 

其中 

' '

1

1( , ) ( ) ( ),
N

i i i
i

C x x a V x V x
N =

= ∑

N

      (1.7) 

将(1.3)式代入(1.7)式得特征值问题 

1

N

ij j i
j

L a aλ
=

=∑ ,       (1.8) 1,  2,  ,  ,i =

其中 ( )为对称非负矩阵. 则问题转

化为求解 矩阵的特征向量, 其中 是瞬像集合

的大小. 直接计算

L ( , ) /ij i jL V V N=

N N× N
[11]表明: 当(1.3)式的系数ai是对应

于 的最大特征值的特征向量的分量时, 代价范函 L

2

1

1 ( , ) ( , )
N

i i
i

a V
N

λ
=

Φ = Φ Φ =∑ λ      (1.9) 

取得最大值. 
另外, 我们也可以考虑瞬像集合的一个最优化

表示的离散Karhunen-Loève的展开式[11]. 在二维情况

下, 每个瞬像 iU 义在 n× 节点上组成的集合上)

的样本都能表示为n2 维向量

(定 个n

iu : 
21 2( , , , )T

i i i inu u u u= ,          (1.10) 

其中 ( , )ij i i ju U x y= 表示向量 的第 j 个分量. 这里, 

总体

iu

u 的离散协方差矩阵定义为 

{ }( )( )T
u uuC E u m u m= − − ,     (1.11) 

其中 

{ }um E u=             (1.12) 

是均值向量, E 是期望值. 方程(1.11)和(1.12)可由下

面的两式代替: 

1

1 N T
i i u uu

i
C u u m

N =

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑

T
m ,      (1.13) 

和 

1

1 N
u

i
m

N =
= iu∑ ,                (1.14) 

协方差矩阵的大小具有的维数是 , 其中 是

结点的数目(或样本的像素). 对应于 的最大特征

值的特征向量是主要的 POD 模态. 很显然, 以上同

样适用于一维情形. 

2n n×

uC

2 2n

2  基于本征正交分解的显式四维变分方法 
4DVAR 是在一个同化时间窗内极小化下面的代

价函数: 
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1( ) ( ) ( )T

b bJ x x x B x x−= − −  

1

0
[ ( ) ] [ (

K
T

k kk k kk k
k

y H x R y H x−

=
+ − −∑ )] ,   (2.1) 

其中, 向量 x 和 bx 分别是模式变量和背景场变量, B

是背景误差协方差矩阵, 是 时刻的观测, ky k kx 是

相应时刻的预报, 它是从初始场 0x 出发积分下面的

预报方程得到的: 

( )k kx M x= ,             (2.2) 

kH 和 分别是观测算子和观测误差协方差矩阵 . 

在上面的代价函数(2.1)中, 控制变量

kR

x

k

是以隐式形式

出现的, 需要通过预报方程将它与 x 联系, 这便造

成了计算 J 对 x 的梯度的困难, 需要给出预报模式的

切线性模式及相应的伴随模式. 本节中我们从POD
技术与EnEK思想相结合的角度出发提出一种新的显

式四维变分同化方法, 为叙述方便下面将该方法简

写为POD-E4DVAR. Qiu等[7,8]从大气吸引子的角度提

出了一种基于SVD分解的显式四维变分同化方法(简
写为SVD-E4DVAR), 取得了较好的同化效果. 由于

POD正交基在最小二乘意义下是最优的[12], 与奇异

值分解(SVD)技术相比, 它能捕捉到预报集合空间更

多的能量, 能更好地表征四维变量的空间结构以及

时间演变特征, 有望取得更佳的同化效果. 该方法首

先选定一个同化时间窗, 然后类似于EnKF那样利用

蒙特卡罗方法产生一组出预报集合, 在所给定的同

化窗内从这组预报集合中的多个时间层上取样, 得
到一个四维的样本集合, 再对这一样本集合构成的

矩阵作POD分解, 将相对于最大特征值的那些特征

向量作为基向量, 然后将模式状态变量表示为按照

截断的基向量展开的形式, 根据观测最优地确定展

开系数, 这时展开系数在代价函数中是显式出现的. 
叙述具体做法如下. 

设同化时间窗内(0, T)内有 个时间步, 其中在S

K 个时刻(t=t1, , tk, , tK)的观测 ( )ky t , 1≤k≤K. 

对 0x 作扰动后积分模式并在上述 K 或者 (即有两

种扰动方式)个时刻产生 个样本的集合

S

nN X , 1≤n≤

N: 

1

1 ,
N

n
n

X X
N =

= ∑              (2.3) 

以向量 n nX X Xδ = − ( )作为矩阵的列

向量组成的一个维数为

1,  2,  ,  n = N

M N× 的矩阵(记为 A ), 这里

( )g vM M M K S= × × , Mg, Mv 分别是空间格点数和模

式变量数. 下一步求矩阵 ( )T
M M×T AA=

( )T
N NA ×

的特征值和

特征向量. 因为一般有 M>>N, 因此求矩阵T 的特征

值和特征向量代价将很大. 在这里, 使用时空转化技

巧, 转而求矩阵 的特征值和特征向量. 

求下列的特征值问题: 

T A=

TV Vλ= ,            (2.4) 
易证矩阵 T 是对称半正定的, 因此得到一组降序排

列的特征值 以及相应的标准

正交基 组成的矩

阵V . 由于时空转换, 记矩阵

1 2 0Nλ λ λ≥ ≥ ≥ ≥

1 2( , , , )( 1,  2,  j j j
NV v v v j= ,  )N=

N (

j

N× )M NV ×F A= × , 此

时的矩阵 F 并非标准正交, 但如果 F 的每一列均除

以 jλ ( ), 则矩阵1,=  2,  ,  j N F 就成为标准正交

阵. 由此一组基向量定义为 
i

ik kFΦ = ,     (2.5) 1,  2,  ,  ;  1,  ,  ,i N k= = M

其中 i
kF 为矩阵 F 第 行第 列的元素, 将四维空间

的分析变量

k i

aX 以由(2.5)式所确定的 POD 基展开可

得: 

1

p

a
j

j jX X α
=

= +∑ F ,           (2.6) 

其中 jF 为矩阵 F 的第 个列向量. 且 P 定义为 j

1 1
( ) ,

p N

i i
i i

I p λ λ
= =

=∑ ∑  

选择 p, 使得 

{ }arg min ( ) : ( ) ,p I p I p γ= ≥        (2.7) 

其中 0 < γ < 1 是由降维空间 { }1span ,  ,  p
pD Φ Φ= 所

捕获的总能量的百分数. 为了捕获 POD 基的大部分

能量, 允许 γ 在 1 附近取值. 

(2.6)式相当于在一个四维空间给出的预报模式

的 解 的 近 似 表 达 式 , 待 定 的 只 有 展 开 系 数

 将(2.6)式代入 4DVAR 的

代价函数(2.1)中, 

1( ,  ,  ,  ,  ) .T
j pα α α α=

J 相对于控制变量 的梯度很容易

计算. 
a
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3  POD-E4DVAR 在土壤湿度同化中的 
验证 

利用一个简单的土壤湿度预报模型和人造资料

检验该方法(POD-E4DVAR, 其中令仅在 K 个观测时

刻进行取样的方式定义为 POD1-E4DVAR, 在整个同

化窗口中的每个时刻进行取样的方式为 POD2- 
E4DVAR) 在陆面数据同化中的应用并和 SVD- 
E4DVAR 以及 EnKF 方法作比较. 

3.1  试验设计 

采用目前通用的陆面过程模式CLM[14]中的土壤

湿度预报方程: 

,fm
q E R

t z
θ∂ ∂= − − −

∂ ∂
         (3.1) 

其 中 θ 是 体 积 含 水 率 (volumetric soil moisture, 
m3·m−3), 是水分通量(m·s−1), 是蒸发, q E fmR 是源

汇项 , 为简单起见 , , fmE R 都取为 0. 水分通量由

Darcy定律[15]确定 
( ) ,zq k

z
ϕ∂ += −
∂

          (3.2) 

其中 是水力传导率, ϕ是土壤水势, z 竖直向下为正, 
坐标原点取在地面. 且有 

k

2 3b

s
s

k k θ
θ

+
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
b

s
s

θϕ ϕ
θ

−
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,      (3.3) 

sk 是最大水力传导率, sθ 是饱和土壤湿度, sϕ 是最

大土壤水势, b是Clapp & Hornberger 常数[16](表 1). 
模型的分层结构与CLM一致, 分为厚度不均的 10 层, 
且上边界条件取入渗(infiltration)通量 , 下边界

条件则采用零通量条件, 时间步长取为 0.5 h. 
0 ( )q t

 

表 1  土壤水模型中所用的参数 
θs ks b ϕs 

0.46 2.07263×10−6 m·s−1 8.634 −3.6779 m 
 

试验中采用两套不同的入渗序列(图 1)表示预报

模式有无误差: 预报模型采用“Perfect”(正确)入渗时

间序列表示该预报模型无误差 ;  而预报模型采用

“Imperfect”(误差)入渗时间序列表示该预报模型有误

差. 另外试验中采用两个不同的初始土壤湿度表示

初始场对于模式预报的影响 (图 2 ) .  首先利用 

 
图 1  用于土壤湿度模式预报的入渗(Infiltration, q0(t))的

时间序列 
 

 
图 2  用于土壤湿度模式预报的初始土壤湿度(θ0) 

 

“Perfect”的初始土壤湿度以及“Perfect”的入渗时间序

列积分 1092 步得到土壤湿度的时间序列作为“真实

值”, 再在“真实值”的基础上加上 3%的误差扰动得到

观测的时间序列. 图 3 给出的是分别用(1)正确模式+
正确初始值; (2)正确模式+误差初始值, 以及(3)误差

模式+误差初始值积分所得到土壤表层的土壤湿度的

时间序列, 可以看出 3 个时间序列有着较大的差异. 
再以有误差的初始土壤湿度作为初始值, 以正确和

误差入渗时间序列分别采用POD/SVD-E4DVAR以及 
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图 3  不同条件积分得到土壤表层土壤湿度(θ(t))的 

时间序列 
 

EnKF 方法进行两组同化试验(分别表示初始场有误

差+模式预报无误差、初始场有误差+模式预报有误差

两种情形, 见表 2). 一个同化窗口共有 7个积分步(共
有 156 个同化窗口), 在每一组同化试验中又分别在

同化窗口内分为在(1) 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 步; (2) 1, 3, 5, 7
步; (3) 1, 4, 7 步引入观测资料用以表示观测频次的强

弱. 如果在 4DVAR 中考虑背景场的约束, 同化结果

会与 B矩阵的设置有很大关系, 而 B矩阵的确定带有

一定的主观性, 所以在我们的试验中两种种变分同

化方法都不考虑背景场的约束, 这样代价函数变得

简单.  

3.2  结果分析 

定义如下的相对误差来反映分析场的精度: 

2
, ,

1

2
, ,

1

( )
( ) ,

( )

S
a t
n i n i

i
n S

f t
n i n i

i

E
θ θ

θ
θ θ

=

=

−
=

−

∑

∑
        (3.4) 

 

表 2  对试验的说明 
试验编号 初始场有无误差 观测频次 模式有无误差

1 有 7 次/窗 无 
2 有 4 次/窗 无 
3 有 3 次/窗 无 
4 有 7 次/窗 有 
5 有 4 次/窗 有 
6 有 3 次/窗 有 

其中 表示第 个同化窗口内土壤湿度分析场的

相对误差 , 为第 个同化窗口内模式积分步数 , 

分别表示该同化窗内的分析值和真实值, 而

( )nE θ

, ,
t
n iθ θ

n

nS

,a
n i

,
f

n iθ 则表示模式直接模拟的预报值(对于试验 1~3, ,
f

n iθ

为图 3 中正确模式+误差初始场, 即采用“Perfect”入渗

序列+“Imperfect”初始场的预报序列; 而对于试验 4~6, 

,
f

n iθ 为图 3 中正确模式 + 正确初始场 , 即采用

“Imperfect”入渗序列+“Imperfect”初始场的预报序列). 
图 4 表现的是试验 1~3 的结果, 不难看出 EnKF

由于无法在同时同化多个时刻的观测资料, 其分析

场的相对误差明显偏大 , 最大相对误差要超过

0.06(图中并没有画出), 而 POD/SVD-E4DVAR 方法

的分析场相对误差都要小于 EnKF, 绝大多数同化窗

内的相对误差都要小于 0.005.由于此时所用的预报模

型是没有误差的, 模式的预报场的误差只来自于初

始值偏差的时间演变 , 两个变分方法(POD/SVD)同
化的分析场的相对误差非常接近, 但是还是能够看

出 POD 方法由于能够捕捉到预报集合更多的能量, 
其同化精度要略高一些, 相对误差也比 SVD 方法略

微偏小. 
图 5给出的是试验 4~6的分析场相对误差的对比

结果. 很显然, 这个时候由于采用预报方式是采取模

型有误差+初始场有误差, 模式预报的误差不仅仅来

自于初始场的时间演变, 还在很大程度上取决于模

式本身的不确定性. 这种情况下, 3 种方法的分析场

的相对误差都有所加大, 其中 EnKF 的相对误差的最

大值超过 0.15(图中没有给出), 与试验 1~3 相对比, 
POD-E4DVAR 方法的相对误差变化不大, 显示出该

方法在模式有无误差的情况下都能表现良好 .而
SVD-E4DVAR方法则稍微逊色一些, 尤其在第 15~40
个同化窗内, 其相对误差偏大, 甚至与 EnKF 方法的

相对误差相差无几, 如: 第 20 个同化窗附近, 图 5(a), 
(b)中 SVD-E4DVAR 的相对误差超过 0.09, EnKF 的相

对误差为 0.12, 而 POD-E4DVAR 的相对误差仅为

0.04~0.05; 在第 30~40 同化窗内, 图 5(b)中 SVD- 
E4DVAR 的相对误差甚至超过了 0.15; 在图 5(c)中
SVD-E4DVAR 的相对误差在第 20 个窗口附近也超过

了 0.08, SVD-E4DVAR表现得与 EnKF方法几乎一致, 
而 POD-E4DVAR 方法的相对误差则都能控制 0.06 以 
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图 4  POD/SVD-E4DVAR 和 EnKF 方法所同化的土壤湿度分析场的相对误差序列 

预报误差仅来自初始场的误差 
 

下. 由图 5 还可以看出, 观测频次的不同对 SVD- 
E4DVAR 方法影响较大, 观测频次为 7 次/窗(图 5(c))
的 SVD-E4DVAR 方法所同化的分析场的相对误差要

比观测频次为 4 次/窗内(图 5(b)), 3 次/窗(图 5(a))小一

些, 尤其在第 15~40 同化窗内; 而观测频次对 POD- 
E4DVAR 方法的影响要相对小一些: 从图 5(a)~(c)上
可以看出 POD-E4DVAR 方法所同化的分析场的相对

误差变化不大. 
就计算时间效率而言, 就这个个例而言(以上 3

种方法所采用样本个数均为 60, 且 POD/SVD 方法特

征根的截断误差取为 5%, 也就是(2.7)式中的 γ 取为

0.95)所用时间的比例约为 1:1:30 (POD-E4DVAR: 

SVD-E4DVAR:EnKF), 由此不难看出这种 POD- 
E4DVAR 方法应用的巨大潜力. 

对 POD-E4DVAR 方法的两种取样方式而言, 从
图 4和 5可以看出, POD1-E4DVAR与 POD2-E4DVAR
方法的同化效果几乎一致, 由于在整个同化窗口内

的每个时刻都进行取样能够更充分地反应模式预报

的时空变化信息, 因此 POD2-E4DVAR方法的同化效

果要略好一点. 从实际应用上看, 随着控制空间维数

的急剧增加, POD2-E4DVAR 方法的计算量会随之变

大(当然若在每个积分都有观测信息的时候, 两种取

样方式是一致的, 见图 4(c)和 5(c)), 从这个角度出发, 
POD1-E4DVAR 方法更为有效.
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图 5  POD/SVD-E4DVAR 和 EnKF 方法所同化的土壤湿度分析场的相对误差序列 

预报误差来自初始场的误差和预报模型的不确定性 

 
4  讨论与小结 

本文所发展的一个基于标准正交分解的显式四

维变分同化方法与 Qiu 基于 SVD 分解的方法相似, 
都能使控制变量显式地出现在代价函数中, 避免了

伴随模式的运用, 使得同化过程变得简单. 用土壤湿

度预报方程和人造资料进行的数值试验表明: 无论

那种情形, 由于 POD/SVD-E4DVAR 变分方法能够在 
同一个时刻同化多个时间的观测数据, 它们的同化

结果都要远远优于 EnKF 方法, 它们的分析场的相对

误差都要远远小于 EnKF 方法. 在只有初始值存在误

差而模式没有的情况下, POD/SVD-E4DVAR 方法的 

同化效果极为相似, 或许是由于 POD 基能捕捉到样

本空间更多的能量, POD-E4DVAR 的同化结果略好

于 SVD-E4DVAR, 相对误差也略小于 SVD-E4DVAR; 
而在初始场和模式都存在误差的情况下 ,  P O D - 
E4DVAR方法的优势表现地较为明显, 其相对误差与

模式不存在误差的情况下变化不大 ,  而 S V D - 
E4DVAR方法则在某些同化窗内的同化误差变大, 甚
至与 EnKF 方法的相对误差几乎一样. 另外, 观测频 
次 POD-E4DVAR 方法的同化效果影响较小, 而对 
SVD-E4DVAR 方法的影响较大. 就计算时间效率而

言, 数值试验表明 POD/SVD-E4DVAR 方法所用的计

算时间大体相当, 都远远小于 EnKF 所耗费的计算时 
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间. 从上面分析不难看出 POD-E4DVAR 方法的优势 较大, 潜力不小. 

致谢    感谢审稿专家提出的宝贵意见. 
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