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摘要　深度学习通过多层神经网络对数据进行学习, 不仅能揭示潜藏信息, 还能很好地解决复杂非线性问题.

偏微分方程 (PDE)是描述自然界中许多物理现象的基本数学模型. 两者的碰撞与融合, 产生了基于深度学习的

PDE智能求解方法, 它具有高效、灵活和通用等优点. 文章聚焦 PDE智能求解方法, 以是否求解单一问题为判

定依据, 把求解方法分为两类: 神经算子方法和类物理信息神经网络 (PINN)方法, 其中神经算子方法用于求解

一类具有相同数学特征的 PDE问题, 类 PINN方法用于求解单一问题. 对于神经算子方法, 从数据驱动和物理

约束两个方面展开介绍, 分析研究现状并指出现有方法的不足. 对于类 PINN 方法, 首先介绍了基础 PINN 的

3种改进方法 (基于数据优化、基于模型优化和基于领域知识优化), 然后详细介绍了基于物理驱动的两类解决

方案: 基于传统 PDE离散方程的智能求解方案和无网格的非离散求解方案. 最后总结技术路线, 探讨现有研究

存在的不足, 给出可行的研究方案. 最后, 简要介绍智能求解程序发展现状, 并对未来研究方向给出建议.
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Abstract     Deep learning, characterized by its multi-layer neural networks, has demonstrated its capability not only to
uncover hidden information in data but also to effectively address complex nonlinear problems. As a fundamental
mathematical model, partial differential equations (PDEs) find wide application in describing various physical

第  56  卷 第  4  期 力      学      学      报 Vol. 56,  No. 4

2024  年  4  月 Chinese Journal of Theoretical and Applied Mechanics Apr.,  2024

研究综述

 

    2023–08–28 收稿, 2023–10–28 录用, 2023–10–29 网络版发表.

1) 国家自然科学基金资助项目 (12172115和 12372244).

2) 李道伦, 教授, 主要研究方向为渗流模型、求解与数值试井研究等. E-mail: ldaol@hfut.edu.cn

3) 通讯作者: 沈路航, 博士, 主要研究方向为基于深度学习的渗流方程求解、基于深度学习的储层参数反演等. E-mail: lhshen@mail.hfut.edu.cn
 

引用格式:  李道伦, 沈路航, 查文舒, 邢燕, 吕帅君, 汪欢, 李祥, 郝玉祥, 陈东升, 陈恩源. 基于神经算子与类物理信息神经网络智能求解新

进展. 力学学报, 2024, 56(4): 875-889
Li  Daolun,  Shen  Luhang,  Zha  Wenshu,  Xing  Yan,  Lyu  Shuaijun,  Wang  Huan,  Li  Xiang,  Hao  Yuxiang,  Chen  Dongsheng,  Chen
Enyuan. New progress in intelligent solution of neural operators and physics-informed-based methods. Chinese Journal of Theoretical
and Applied Mechanics, 2024, 56(4): 875-889

https://doi.org/10.6052/0459-1879-23-407
https://doi.org/10.6052/0459-1879-23-407
https://doi.org/10.6052/0459-1879-23-407
https://doi.org/10.6052/0459-1879-23-407
https://doi.org/10.6052/0459-1879-23-407
https://doi.org/10.6052/0459-1879-23-407
https://doi.org/10.6052/0459-1879-23-407
mailto:
mailto:lhshen@mail.hfut.edu.cn


phenomena in the natural world. The amalgamation of deep learning and PDEs has given rise to the emergence of
intelligent PDE solving methods based on deep learning. These methods possess several advantageous traits, including
high efficiency, flexibility, and universality, which make them valuable in practical applications. This paper focuses on
intelligent PDE solving methods, categorizing the solving approaches into two types based on whether they handle single
or multiple problems: neural operator methods and physics-informed neural network (PINN) methods. Neural operator
methods are employed to solve a class of PDE problems with the same mathematical characteristics, while PINN-based
methods are used to solve single problems. The first category encompasses neural operator methods, which are utilized
for solving a group of PDE problems that share similar mathematical characteristics. These methods leverage data-driven
approaches and physical-constraint approaches to formulate their solutions. An in-depth analysis is conducted to examine
the current research status, along with the identification of existing drawbacks in these approaches. As for PINN-based
methods, this paper introduces the relevant research progress from three derivative approaches of PINN (data-
optimization, model-optimization, and domain-knowledge-optimization). Finally, this paper provides a comprehensive
overview of the technical roadmap for PDE intelligent solving methods. It critically evaluates the existing research
limitations and proposes feasible research plans to overcome these challenges. Additionally, the paper briefly introduces
the current state of intelligent solving program development and offers suggestions for future research directions. By
amalgamating deep learning and PDEs, these intelligent solving methods have the potential to revolutionize various
scientific and engineering domains, enabling more accurate and efficient problem-solving in complex nonlinear systems.

Key words    neural network, PDE intelligent solution, neural operator, grid discretization, physics-driven

 

引 言

近年来, 深度学习渗透到各个领域, 其强大的能

力和实用价值, 引起了各个领域的研究新热潮. 偏微

分方程 (partial differential equations, PDE)是描述自

然界中许多物理现象的基本数学模型 , 如流体力

学、热传导等. 对于某些复杂的物理问题, 往往不存

在解析解, 需要使用数值方法求解. 而神经网络作为

一种强大的深度学习模型, 可以通过学习大量数据

实现高精度的预测和分类, 已经在各个领域得到广

泛的应用[1-3]. 它不仅可以学习数据, 还可直接学习

诸如 PDE等的数学模型[4-6], 并且在加速计算上具有

巨大潜力[7-9].
根据神经网络的万能逼近定理[10-12], 一个前馈

神经网络如果具有线性层和至少一层具有“挤压”性
质的激活函数 (如 sigmoid, ReLU等), 给定网络足够

数量的神经元, 它可以以任意精度来近似任何从一

个有限维空间到另一个有限维空间的 Borel 可测函

数. 这为神经网络逼近微分方程解奠定基础. 同时,
深度学习的一个重要优势是对高维问题的可扩展

性, 它可以使用较少的参数来拟合高维函数, 从而避

免了传统数值方法中的维数灾难.
因此, 神经网络可以作为一种新的数值求解方

法, 通过学习数据和物理信息来求解微分方程, 相比

传统的数值方法具有更高适用性和灵活性, 有望实

现求解技术的变革. 这里将其称为 PDE深度学习求

解方法、或 PDE 神经网络求解方法、或 PDE 智能

求解方法. 同样, 根据损失函数构建方式, 将其分为

3 大类: 第 1 类是数据驱动, 完全基于标签数据构造

损失函数[13-14]; 第 2类物理驱动, 损失函数完全不使

用标签数据[15]; 第 3 类是物理约束, 介于前二者之

间, 即损失函数包含标签数据、控制方程[16].
随着深度学习技术的快速发展, 越来越多的研

究者加入 PDE智能求解方法探索之旅. 本文聚焦于

PDE智能求解方法, 从是否为泛函插值或算子插值,
将其分为两类: (1) 基于神经网络的算子学习方法;
(2) 基于物理约束的神经网络方法 (其中物理信息神

经网络 (PINN)[17] 最为人熟知, 下文简称类 PINN
方法).

传统的数值求解方法, 只能在给定初始条件和

边界条件时, 才能进行求解. 如果初始条件和边界条

件发生变化, PDE就要重新进行求解.
然而, PDE 智能求解方法可以优于传统的数值

求解方法. 这就是 2022年以来风靡全球的大模型研

究. 大模型是具有大量参数和深层的深度学习模型,
这些模型可以从海量数据中学习复杂的特征和表

示. 基于此概念, 可以把 PDE求解大模型定义为, 一
个具有大量参数和深层的深度学习模型, 可以求解

不同求解区域、不同初始条件、不同参数下的同类

型或不同类型 PDE. 比如华为的天气预报大模型[18],
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就是基于海量天气数据和守恒定理相的所训练的天

气预报大模型. 面对新的问题, 只需简单的前向传播

即可得到对应解 , 比传统数值求解方法速度提高

10 000倍, 极大地提升了求解性能.
根据驱动方法的不同, PDE 求解大模型有不同

的技术路线. (1) 基于数据驱动的 PDE 求解方法: 该
方法通过编码和逼近操作, 训练神经网络学习算子,
从而实现一个模型求解一类具有相同数学特征的 PDE
问题[19-20]; (2) 基于物理约束的求解方法: 该方法主

要通过迁移学习和元学习的方式, 实现不同初始或

边界条件下的 PDE求[21-22].
尽管基于神经网络的 PDE 求解方法发展迅速,

仍然不存在一种通用的求解方法, 特别是对于实际

工程中的 PDE 问题, 还只能求解简单问题, 且难以

保证稳定的求解, 往往需要调整网络结构或者超参

数. 这引起了众多研究, 新方法层出不穷, 恰似寒武

纪大爆发时代的生命多样性. 对此, 本文从神经算子

和类 PINN 方法这两条技术路线出发 ,  对近年来

PDE 的智能求解方法进行介绍, 将神经算子分为数

据驱动方法和物理约束方法, 并根据是否进行网格

划分和数值离散 ,  将类 PINN 方法分为基于传统

PDE离散方程的智能求解方案和无网格的非离散求

解方案. 进一步, 对于离散方案, 根据方程的类型, 分

为求解线性和非线性方程组方法; 对于非离散方案,

根据优化方式的不同, 分为基于数据优化、基于模

型优化和基于领域知识优化的求解方法, 分类归纳

图如图 1所示.
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图 1   偏微分方程智能求解方法的分类归纳图

Fig. 1    Classification and induction diagram of intelligent solution methods for PDEs
 
 

1     基于深度学习的神经算子研究进展

传统数值求解方法通常需要给定初始条件和边

界条件, 一旦更换相应条件, 需要重新求解, 而神经

网络对于算子的学习能力, 为 PDE求解大模型提供

可能. 算子是一种从函数空间到函数空间的映射. 要

用神经网络来学习算子, 需要将算子进行分解和表

征, 即编码和逼近.

编码是指将函数空间中的函数用有限维向量来

表示, 通过在一些采样点上取函数值, 或者傅里叶变

换等方法可以实现编码操作, 其目的是将无限维的

函数转化为有限维的向量, 从而可以作为神经网络

的输入或输出.
逼近是指用神经网络来拟合从有限维向量到有

限维向量的映射, 这个映射就是算子在编码后的逼

近, 其目的是利用神经网络强大的函数拟合能力来

学习算子的特征和规律.
通过编码和逼近后, 就可以通过训练神经网络
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学习任意算子, 从而实现一个模型求解一个具有不

同初始或边界条件下的 PDE. 表 1 总结了部分神经

算子方法的特点与适用问题, 关于数据驱动和物理

约束的神经算子方法将在本章小节中具体展开.
 
 

表 1   神经算子方法及特点

Table 1    Neural operator methods and characteristics

Category Method Feature

neural operators

data-driven

DeepONet[19] nonlinear, multiple input and output functions

FNO[20] nonlinear, high dimensional or periodic PDEs

Deeponet-grid-uq[23] nonlinear, uncertainty quantification

B-DeepONet[24] parametric PDEs, noise data

U-FNO[25] nonlinear, multiphase flow

MP-PDE solver[26] nonlinear, resolution-independent

physical-constraint
Pi-deeponet[27] parametric evolution equations, long-term prediction

LordNet[28] nonlinear, Navier-Stokes equation, no labels

 
 

1.1    基于数据驱动的神经算子方法

Lu等[19] 提出深度算子网络 (DeepONet)学习算

子 ,  它由两个部分组成: branch net 和 trunk net,
branch net负责对输入函数进行编码, 得到一个有限

维向量; trunk net 负责对输出函数进行编码, 并与

branch net输出的向量相乘, 得到一个近似算子输出

函数的向量, 如图 2所示.
Moya等[23] 提出了一种新的数据驱动方法来可

靠地预测电网的故障后运动轨迹, 其核心想法为: 先
以 DeepONet 为基础构建算子模拟故障前与故障后

轨迹的关系 , 再构建两种方法来量化故障后轨迹

预测的不确定性, 第一种为贝叶斯 DeepONet (B-
DeepONet), 它使用随机梯度哈密顿蒙特卡罗从

DeepONet 参数的后验分布中进行采样从而量化不

确定性. 第二种为概率 DeepONet (Prob-DeepONet),
它使用一个概率训练策略, 在几乎不需要额外计算

成本的情况下量化不确定性. 最后, 该模型在纽约—
新英格兰电网模型模拟中实现了较高的准确度. 此
外, 为了解决训练数据被噪声污染的问题, Lin 等[24]

提出了一个增强的贝叶斯深度算子网络 (B-DeepONet)
来近似带有噪声的参数 PDE的解算子. 与Moya等[23]

的贝叶斯 DeepONet 使用基于贝叶斯优化的自适应

采样策略不同, Lin 等[24] 使用了一种加速的副本交

换随机梯度 Langevin 动力学 (reSGLD) 算法, 来训

练两个不同的 DeepONet 粒子, 从而更好地处理噪声

数据, 逃离局部最小值.
Li 等[20] 提出傅里叶神经算子 (FNO) 来学习函

数空间之间的映射, 从而高效地求解 PDE, 其核心思

想是在傅里叶空间中对积分核进行参数化, 利用快

速傅里叶变换 (FFT) 实现高效的卷积运算. FNO 可

以用来求解一类参数化的 PDE 问题, 包括双曲型、

椭圆型和抛物型等, 训练后的模型预测速度比传统

的 PDE求解器可快几个数量级.
基于 FNO框架, 许多研究者展开进一步研究[29-30].

其中, Wen等[25] 提出了一种增强的基于傅里叶神经

算子的多相流深度学习模型 U-FNO, 其在 FNO 的

基础上增加了一个迷你 U-Net (mini U-Net)路径, 用
于丰富高频信息的表示能力. 迷你 U-Net 路径是一

种基于卷积神经网络 (convolutional neural network,
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图 2   DeepONet模型[14]

Fig. 2    DeepONet model[14]
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CNN)的方法, 它可以在空间域上进行下采样和上采

样操作, 从而提取和恢复高频信息, 其数学表达如下

z = F−1(N(F(x)))+U(x) (1)

x F F−1

N U

其中   为输入数据,    表示傅里叶变换,     表示逆

傅里叶变换,    表示全连接层组成的神经网络,    表

示迷你 U-Net. 相较于 FNO和 CNN而言, U-FNO有

更高的精准度.
此外, 还有一种被称为非线性动力学的稀疏识

别 (sparse identification of nonlinear dynamics,
SINDY)方法[31], 其使用稀疏性促进技术和机器学习

可以在有噪声的测量数据上组合使用以识别控制方

程, 依赖于假设——尽管数据是高维的, 但动力学主

要只受几个主要变量的影响, 使得方程在可能的函

数空间中是稀疏的. Zhong 等[32] 主要针对 FNO 和

Sindy 算法对 Lorenz 和 Rössler 系统相关的一些连

续、分数阶和超混沌系统的正向和逆问题做了研

究, 学习混沌、超混沌和分数混沌系统中初始条件

与后期轨迹之间的映射 .  实验表明 ,  FNO 算法和

Sindy 算法在非线性动态系统的正问题和逆问题中

具有较好的准确度, 因此这些深度神经网络算法也

可以扩展到其他混沌和超混沌系统.

k

u0 7→ (u1,u2, · · · ,
uk) = u1:k N +1

Brandstetter 等[26] 将图神经网络应用在算子学

习中, 通过时间捆绑技巧和前推技巧解决累计误差

变大与分布偏移问题, 提高了泛化能力. 时间捆绑技

巧是指在一次预测过程中, 同时预测未来多个时间

步长, 相比于基于单步训练的自回归求解器[33] 只预

测未来一个步长, 这个技巧一次推理了    个时间步

长, 来增强稳定性, 减少推理时间, 即 

 . 前推技巧就是将时间捆绑技巧使用  

次, 最后计算损失 loss 只计算最后一次与真实的误

差, 从而避免累计误差, 提高计算效率, 通过对比五

阶WENO的方式, 推理速度大大提高.
经典方式求解 PDE 方法的计算量会随着空间

分辨率的增加而极具提高, 如湍流尺度下, 当前计算

资源无法满足要求, Boussif等[34] 基于图神经网络提

出了一种编码−插值−预测方法, 可以求解任何网格

上的 PDE, 并且基于邻近插值方法可将求解空间的

分辨率提高 4倍.
综上所述, DeepONet的优势在于可以同时处理

多个输入函数和多个输出函数, 不需要重新训练网

络, 但需要大量的训练数据来保证泛化能力, 并且对

于非线性或复杂的 PDEs, 需要更深或更宽的网络结

构. 而 FNO可以利用傅里叶变换的性质来降低计算

复杂度和内存消耗, 能处理高维或周期性的 PDEs,
但需要对输入函数和输出函数进行采样和插值, 并
且对于非周期性的 PDEs, 需要更多的频域分量来保

证精度. 图神经网络的优势在于可以自适应地处理

不规则或动态变化的网格结构, 但需要提前对输入

输出进行网格划分和拓扑构建. 因此, 对于数据量充

足的问题, 可以考虑 DeepONet, 对于高维或周期性

的 PDEs, FNO优势明显, 而对于动态变化的问题, 图
神经网络更为适合. 

1.2    基于物理约束的神经算子方法

上述基于数据驱动的神经算子方法会面临数值

稳定性和精度问题. 由于神经网络的黑盒性质, 它们

可能无法准确地捕捉 PDE的解的数学属性, 并且在

使用有限的数据进行训练时, 可能产生过拟合. 因此,
此类方法需要大量标签数据来防止模型在未知数据

上的预测性能下降. 而对于复杂的 PDE 问题, 获取

足够的高质量训练数据是十分困难的. 同时, 此类方

法还需对不同参数和边界条件进行数据采样, 从另

一方面增加了数据获取的难度.
对此, 部分研究者引入物理约束, 通过构建一类

具有相同数学特征的 PDE 的物理残差训练神经网

络, 实现少量标签甚至无标签数据下的算子学习.
Koric 等[35] 采用有限元方法来离散空间域, 并将神

经网络输出作为有限元基函数的系数, 通过引入物

理信息约束, 即热传导方程和边界条件, 来指导神经

网络的训练, 从而提高了算子的泛化能力和物理可

解释性, 实现参数化热源下热传导方程的高精度求

解. 该方法具有较高的数据效率, 即只需要少量的训

练数据就可以达到较好的结果. Wang 等[27] 提出了

一种基于物理信息的深度神经网络算子, 用于求解

具有随机初始条件的参数化演化方程. 考虑到现有

的 DeepONet模型无法实现长时间稳定的预测, 其通

过迭代算法分割完整时域, 使用上个时步的预测结

果作为下一时步的初始条件, 从而实现了对长时间

区间内的全局预测.
此外, Shi 等[28] 提出一种基于低秩分解模块的

网络模型 (LordNet), 不需要任何数据, 让神经网络直

接从离散的 PDE 所构造的均方残差来学习物理信

息, 并针对传统 CNN对长距离纠缠表征效果不佳的

问题, 通过对多通道全连接层的权重进行低秩近似,
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以学习全局纠缠, 实现无标签数据下的算子学习.
然而, 一些 PDE 的边界和初始条件不容易用代

数算子来表示, 并且代数算子引入的近似误差导致

不能完全符合物理规律. 此外, 这些方法只考虑了一

些简单的参数化演化方程, 而没有涉及更复杂和具

有实际价值的问题, 方法的稳定性和收敛性没有理

论保证, 模型的泛化能力仍有待验证.
总的来说, 神经算子为构造求解 PDE 的大模型

提供了可能, 但是需要寻找合适的编码方式将函数

空间中的函数表示为有限维向量, 同时缺乏对于更

复杂非线性问题的研究. 因此, 无需精确解作为标签

的算子学习方法仍有待研究. 

2     类 PINN 的相关衍生方法

与纯数据驱动的神经网络学习相比, PINN在训练

过程中施加了物理信息约束, 因而能用更少的数据

样本学习到更具泛化能力的模型. 尽管其可在无标

签数据下求解相对简单的稳态或无源汇的 PDE[36-37],
但对于实际工程中的复杂动力系统, 往往需要结合

标签数据才能实现高精度、稳定的求解, 这也限制

了此类方法在实际应用中的发展. 参考物理约束嵌

入机制[38], 本节将从 3个角度介绍相关衍生方法, 部

分代表性的方法及特点如表 2所示.
(1)基于输入数据优化的衍生方法

类 PINN 方法通过抽样采样点作为训练数据计

算损失, 不同的采样方式会严重影响求解精度和稳

定性. 因此, 此类基于输入数据优化的衍生方法通过

提取方程特征, 改进输入数据的采样方式, 从而提升

模型求解精度.
(2)基于模型优化的衍生方法

类 PINN 方法通常使用自动微分 (AD) 计算微

分算子, 而稀疏采样下 AD 求导倾向于去寻求非物

理解, 导致求解结果不准确[50], 并且模型对多个损失

项的权重超参数敏感, 严重影响实际应用价值. 此外,
神经网络的激活函数、权重初始化和训练梯度都倾

向于低频信息, 从而导致高频信息的损失. 因此, 此
类基于模型优化的衍生方法通过改进优化算法、微

分算法和激活函数等, 从而提升模型稳定性和精度.
(3)基于领域知识优化的衍生方法

类 PINN 方法大多只解决特定的 PDE, 一旦更

换初始或者边界条件, 需要重新训练网络, 严重影响

计算效率. 因此, 此类基于领域知识优化的衍生方法

利用相关领域之间的知识来减少训练数据和计算资

源的需求, 以及适应不同的问题和场景.
 
 

表 2   类 PINN 方法及特点

Table 2    PINN-based methods and characteristics

Category Method Feature

PINN-based method

input-data-based method

DFS-Net[39] nonlinear, sampling weight strategy

ADNN[40] nonlinear, high-dimensional PDEs

time segmentation[41-42] temporal-causal PDEs

model-based method

CAN-PINN[36] nonlinear, sparse sampling

ND-PINN[43] linear, accelerate solution

learning rate annealing[44] nonlinear, multi-scale, turbulent problems

DNNsolve[45] nonlinear, periodic function

TgNN-LD[46] nonlinear, noise data

HOrderDNN[47] high frequency PDE

knowledge-based method

iPINN[48] nonlinear, reaction-diffusion PDE

MAD[49] parametric PDEs

metalearning mehtod[49] parametric PDEs

 
 

2.1    基于输入数据优化的衍生方法

采样方式的不同会引起求解精度的变化. 首先,

采样点通常使用均匀采样, 在空间和时间域上等距

地选取点作为训练数据. 然而, 当 PDE 的解具有奇
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异性或多尺度特性时, 均匀采样无法捕捉到这些细

节, 且无法平衡不同尺度或物理现象之间的重要性,
导致预测结果不准确或不稳定.

Chen 等[39] 根据有源项一维非稳态 PDE 特点,
对 PINN 进行改进, 提出一种无数据代理模型 DFS-
Net. 该模型基于注意力的神经结构, 使用一个加权

机制, 将每个训练点的权值与其在计算域中的坐标

联系起来, 用来改善 PINN 预测不稳定、不准确问

题. 以二维域为例, 在域内进行采样得到训练点, 对
区域内部采样点赋予更高的权重, 基于此给出权重

的分段函数

ω(p) =


1

0.5−dt
dl, dl > 0.5−dt

1, else
(2)

dl dt

p ∈ Ω
式中,    为采样点距离边界的最短距离,    为控制加

权区域范围的经验参数,    .
DFS-Net 能够更好地平衡内部点与边界点采样

的训练点的贡献, 加速损失收敛, 还可以消除潜在奇

异值, 获得更好的精度. Zeng 等[40] 进行自适应选择

损失函数、激活函数和自适应采样来提高 DNN 求

解 PDE 的性能, 数值实验表明, 自适应技术可提高

计算精度, 加快收敛速度, 而无需增加 DNN 的层数

或神经元数量.

∂u/∂t+β·
∂u/∂x = 0

对一类无源汇项的微分方程, PINN在求解时很

容易退化, 即空间偏导数与时间偏导数都为 0, 从而

满足控制方程约束 ,  例如满足扩散方程  

 的约束. 显然, 这不能满足初始条件. 从另

一个角度, Krishnapriyan等[41] 通过时域分割来解决

PINN在求解多尺度特性问题, 如混沌或湍流行为的

动力系统时, 出现的学习失败问题. 类似地, Wang
等[42] 指出 PINN对于多尺度问题学习糟糕的原因来

自于其在学习过程中没有遵循时间因果, 在整个时

域上没有保持物理意义. 对此, 其通过放大初始时域

采样点的权重, 优先训练接近初始时刻的时域, 提升

求解精度.
综上所述, 此类衍生方法主要根据不同 PDE 的

特性改进采样方式, 优化输入数据, 从而提升求解精

度. 此外, 时域分割可以有效解决多尺度特性引起的

退化问题. 

2.2    基于模型优化的衍生方法

对于基础的 PINN 模型, 存在自动微分, 损失权

重平衡以及高频信息丢失等问题. 本小节将从模型

优化的角度分别对这 3个问题展开讨论. 

2.2.1    优化自动微分

考虑到计算成本与时间消耗, 往往需要在稀疏

采样下求解 PDE, 然而在此情况下 AD 求导只能满

足采样点的导数要求, 而采样点邻近区域的求导结

果可能不符合物理约束. 如图 3所示, 神经网络在采

样点上的导数满足约束, 但输出结果可能如蓝线所

示, 不符合所需的线性函数 (红色虚线).
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图 3   自动微分可能的情形

Fig. 3    Possible cases of automatic differentiation
 

为此, Chiu 等[36] 对稳态无源汇 NS 方程, 提出

了将数值微分 (ND)与 AD相结合, 在稀疏采样情况

下提高 PINN 训练精度, 使得网络更容易拟合物理

规则, 因为基于 ND 与 AD 的训练损失公式在稀疏

样本状态下可以强连接相邻的采样点, 使得训练更

有效.
对非规则网格, 拉普拉斯算子可用邻近网格点

的函数值来近似表示, 基于该思想, Fang[37] 对稳态

无源汇 PDE 提出了局部拟合微分算子的深度学习

PDE 求解方法. 该方法通过网格构造具备软硬约束

的最小二乘法来得到稀疏矩阵, 以此来近似微分算

子, 从而代替自动微分, 对复杂几何形状、非平面求

解域的稳态 PDE方程都可进行有效求解, 从而避免

了常规的微分算子只适用于规则网格的局限.
Lim等[43] 对无源汇 PDE, 使用有限差分代替自

动微分, 并且在 Laplace方程和 Burgers方程上测试,
研究表明在稀疏采样下基于有限差分的 PINN 计算

速度更快, 在误差方面也有所改进. 综上所述, 数值

微分结合自动微分可以有效解决稀疏样本状态下求

解不准确问题. 

2.2.2    优化损失权重

此外, 由于类 PINN 方法的损失包括 PDE 损
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失、边界条件损失、初始条件损失和数据损失 (如
果有), 这就带来了多目标优化的权重选择问题, 通
常这些权重需要仔细调整方可. 这大大降低了模型

的稳定性和实际应用价值. Wang等[44] 分析了 PINN
在解决 PDE问题时的一种基本失败模式, 即由于数

值刚性导致训练过程中梯度不平衡, 从而提出了一

种学习率退火算法, 通过动态调整学习率来平衡损

失函数不同项的梯度, 但也引入了额外的超参数如

退火因子等. 与 Wang 等不同, Jin 等[51] 基于梯度归

一化方法, 通过优化一个额外的目标函数来平衡损

失函数中不同项的权重, 从而自适应地解决不同问

题, 但增加了计算复杂度.
针对超参数权重选择问题, 基于无源汇 PDE,

Guidetti等[45] 提出了 dNNsolve模型, 利用双神经网

络求解 ODE/PDE, 将 DNN的隐藏层分为两个部分: 
第 1 部分使用 sigmoid 激活函数下的神经网络近似

一个函数的长期组成部分; 第 2 部分使用 sine 激活

函数下的神经网络模拟振荡分量, 对多种一维、二

维、三维 ODE/PDE 进行求解, 都不需要超参数微

调, 有效缓解权重选择难题.
Wang 等[52] 提出了理论指导神经网络 (TgNN),

随后 Rong 等[46] 在理论指导神经网络的基础上, 将
多目标学习的参数设置为可学习参数, 采用拉格朗

日对偶法将问题转换为凸优化问题, 提出了基于拉

格朗日对偶的 TgNN (TgNN-LD), TgNN-LD 在

TGNN 的基础上, 把问题转换成了一个有约束情况

的多目标优化问题. 数值实验表明, 该方法对于地下

水流动建模问题比起标准 PINN 有着更强的预测能

力; 而将拉格朗日对偶问题作为 PINN的改进, 使得

原本人为设定的超参数可以在学习的过程中自动调

节, 并且在参数之间保持良好的均衡性; 同时也是一

种对 PINN 基础框架的更新, 具有泛用性, 可以推近

到许多改进的 PINN 框架上. 然而, 该方法仍然存在

超参数.
综上所述, 损失权重平衡算法能有效提高类 PINN

方法的求解精度, 但需要在引入额外超参数或增加

计算复杂度之间做出取舍. 

2.2.3    优化高频问题

神经网络求解 PDE 时, 可能会遇到“高频危机”
(high-frequency crisis)或者“谱偏差”(spectral bias)的
问题, 这是指神经网络在训练过程中更倾向于拟合

目标函数的低频成分, 而忽略或延迟拟合高频成分,

从而导致泛化能力下降或者误差增大. 这使得神经

网络求解高频问题时需要更多的训练时间和更大的

网络规模, 而且很难达到高精度的要求.
从傅里叶分析的角度, Rahaman等[53] 证明了谱

偏差与神经网络的结构、参数、激活函数和初始化

等因素有关, 高频成分的学习难度随着流形复杂度

的增加而降低, 并且指出神经网络参数必须精细调

节才能表达高频函数.
Chang等[47] 将有限元方法中的高阶思想与 DNNs

结合起来, 提出了一种高阶深度神经网络 (HOrderDNN),
用于求解高频 PDEs. 其通过引入非线性变换层, 实
现了对输入空间中任意阶数的多项式函数的精确表

示, 从而提高了神经网络对高频函数的近似能力. 此
外, 激活函数对神经网络的频谱偏置也有影响. Hong
等[54] 基于有限元理论将激活函数换成分段线性的

B 样条函数, 即帽子函数 (hat function), 从而消除神

经网络的频谱偏置.
以上方法都在一定程度上解决了高频 PDE 问

题, 但也存在一些局限性. 比如对于非线性、随机和

多尺度的高频 PDEs 研究不足, 其泛化性能和可扩

展性还有待验证. 因此, 如何根据 PDEs 的特征自适

应地选择合适的神经网络结构、激活函数和阶数等

参数, 以提高神经网络对高频函数的近似能力, 仍有

待研究. 

2.3    基于领域知识优化的衍生方法

在 PDE 求解问题中, 有许多 PDE 的变化可能

只是改变了边界条件、初始条件和参数等. 传统 PINN
方法在此情况下往往需要从头开始再次训练; 而另

一类方法, 例如 FNO 和 DeepONet 试图直接近似解

映射, 则需要大量的标签数据进行算子学习. 对此,
基于迁移学习的思想, 利用相关领域之间的知识可

以有效减少训练数据和计算资源的需求. 具体而言,
通过预训练得到适合一类具有相同数学特征的 PDE
的预训练模型, 对于同一类问题, 仅需微调预训练模

型即可得到新的求解方案.
对一维无源汇 PDE, Dekhovich 等[48] 提出增量

物理信息神经网络 (iPINN), 使用迁移学习思想, 将
复杂 PDE 系统分解成多个简单的 PDE 子系统, 对
每个子系统分别训练子网络, 将子网络合并得到主

网络, 通过裁剪网络中不重要的连接, 从而求解原始

PDE. 对 2D有点源的麦克斯韦方程, Huang等[49] 提
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出一种无网格无监督参数 PDE深度学习方法, 即元

自动解码器 (MAD), 采用元学习概念实现参数微分

方程的快速求解, 在训练初阶段抽样学习一些通用

的元知识, 在微调阶段将特定任务的知识与共享的

元知识相结合, 快速求解新的任务. 与神经算子类似,
MAD 也包括编码和逼近过程, 其中   代

表 PDE 的可变参数, 通常来说   存在于一个高维空

间, 甚至于是无穷维空间之中, 通过隐式编码, 将  

存在于的高维空间映射到低维向量   表征的流形上,
然后将流形上的特征参数向量   与方程的输入   连

接, 再输入神经网络进行学习, 具体流程如图 4所示.
将    个随机生成的 PDE 参数    输入

模型中学习, 得到一个好的预训练模型, 从而只需对

模型微调即可实现不同参数的求解.
此外, Penwarden 等[22] 也提出了一种基于元学

习的方法, 用于加速 PINN在参数化 PDE上的训练,
主要基于神经网络权重在参数域上的平滑性假设,
使用加权插值的方法来预测新任务上的初始权重.

综上所述, 基于相关领域知识, 迁移学习和元学

习算法可以提供一个很好的预训练模型, 从而仅需

微调即可求解同一类 PDE问题. 

3     物理驱动智能求解方案

对于复杂 PDE 问题, 往往需要部分精确解作为

标签, 这限制了智能求解方法的应用前景. 因此, 无
标签下的智能求解方法研究也受到广泛关注. 本章

将从离散方程求解和连续方程求解两类技术路线出

发, 分析物理驱动方法的研究现状, 部分代表性方法

特点如表 3所示. (1)引入网格划分和数值离散的方
 
 

表 3   基于离散和非离散的物理驱动求解方案

Table 3    Physics-driven solution based on discrete and non-discrete

Category Method Feature

discrete model

a fast solver[55] system of linear equations

DeLISA[56] system of nonlinear equations

PICNN[57-58] system of nonlinear equations

FCGNN[59] system of linear equations

ADNN[60] system of 2-order nonlinear equations

a nonlinear solver[61] system of nonlinear equations

non-discrete model

LSTM-AM[62] nonlinear, non-convex flux functions

GW-PINN[63] nonlinear, groundwater flow equations

phyCRNet[64] nonlinear, periodic oscillation PDEs

physical AS-nets[65] nonlinear, seepage equation

 

程组求解方案; (2)无网格的非离散求解方案. 

3.1    引入网格和数值离散的方程组求解方案

在数值求解方法中, PDE 可通过有限差分法、

有限元法、有限体积法等方法进行离散化, 转化为

大型方程组, 进而求解. 而上文中提到的类 PINN 方

法存在采样问题、自动微分问题以及自适应超参数

等问题, 会严重影响 PDE 求解精度. 对于其中的非

稳态, 有源汇 PDE, 物理驱动的求解方法更为困难.

为此, 一些研究者基于 PDE离散方程来构造损失函

数, 即通过舍弃 PDE 智能求解的部分优势 (无需网

格划分、无须离散), 提出 PDE 智能求解新方法[55].

其本质是用深度学习求解大型方程组. 这相当于增

程式油电混动车, 传统数值方法是油驱, 智能求解是

电驱 , 基于深度学习的方程组求解方法将网格划
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图 4   元自动解码器网络[49]

Fig. 4    Automatic decoder network[49]
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分、方程离散与深度学习相结合, 则是油电混合方案.
在 PDE 数值求解中, 大规模线性方程组的求解

通常是耗时最长的步骤之一. 为打破这一限制, 蒋子超

等[55] 提出了一种结合残差网络结构与校正迭代方

法的求解算法. 其中, 残差网络结构解决了深度网络

模型的网络退化与梯度消失等问题, 将网络的损失

降低至经典网络模型的 1/5000, 修正迭代的方法采

用同一网络模型对预测解的反复校正, 将预测解的

残差下降至迭代前的 10−5.
使用经典数值方法求解高维 PDE 是一项具有

挑战性的任务. Li等[56] 提出了一种基于深度学习框

架的迭代方案逼近, 称为 DeLISA. 首先, 采用隐式多

步法和 Runge-Kutta 法进行时间迭代. 然后, 这种迭

代方案由神经网络近似. 类似于 DeLISA 时间迭代

方法, Zhang[57] 提出了一个物理信息卷积神经网络,
用于模拟非均质油藏模型中具有源/汇项的瞬态达

西流. 在没有标签数据的情况下 (即物理驱动), 采用

有限体积法近似损失函数中的 PDE残差, 且每个时

间步只训练一个 CNN. 此外, 边界条件以一种“硬编

码”的方式直接加入损失函数中, 避免了标签数据的

使用. 随后, Zhang等[58] 将该方法拓展到了两相达西

流动的模拟.

Φ (·) = Sgnr (·)+Sgn1/ r (·) , r ∈ (0,1)

Sgnr (·)

为了进一步提高传统的基于梯度下降法的神经

网络在求解线性方程组时的收敛速度, Xiao等[59] 设

计了一种快速收敛的梯度神经网络 (FCGNN) 模型

并进行了讨论. 与传统的梯度神经网络 (CGNN) 的
设计不同, FCGNN模型的设计是基于专门构造的非

线性激活函数   这里   ,
并且其中的每个元素   表示如下

Sgnr (u) =


|u|r, if u > 0
0, if u = 0
−|u|r, if u < 0

(3)

从而在有限的时间内可以达到更快的收敛速度, 且
理论上的误差界限可以达到 0. 此外, 还对 FCGNN
模型的收敛时间进行了估计, 并进行了理论证明.

归零神经网络 (ZNN)是一种专门为求解时变问

题而设计的动力学神经网络模型, 在求解时变方程

组方面有很多的应用. ZNN 通过基于误差下降的原

理使得系统自动达到平衡 , 使状态值逼近系统的

0 点或平衡点. 然而, 绝大多数固定参数的 ZNN 在

求解时变线形方程组时的速度都不够快, 并且在有

噪声的情况下不够鲁棒. 为此, Xiao 等[66] 提出并研

Ψ (z) βξ (t)

ξ (t) = exp[λ1arccot (t)+λ2t]

究了一种噪声抑制变参数归零神经网络 (NSVPZNN)
来处理动态 Sylvester 方程. 与之前的归 0 神经网络

不同, 提出的方法开发了一种新的非线性激活函数

 和专门构建的时变参数    来构建新颖的

NSVPZNN模型, 其中   , 如下

Ψ (z) =
k1|z|psign (z)+ k5 z, if |z| ⩽ 1

k2|z|qsign (z)+ k5 z, if |z| > 1
(4)

C1Y+C2 = 0

O j D

e j
∣∣∣e j
∣∣∣

ė =
(
e j− e j−1

)/
∆t

X =
[
e j

1, ė1,D1, · · · ,e j
N , ėN ,DN

]T
∆Y

对导数敏感以及需要合适的初始值是牛顿法等

经典非线性求解器的主要缺点, 为了克服这些缺点,
Ebadi等[60] 提出了一种基于自适应神经网络 (AdNN)
的二阶非线性 PDE数值求解器, 通过有限差分法将

PDE离散化为非线性方程组形式   , 然后

改变 AdNN 的权值来寻找非线性方程组的根 .
AdNN 首先将一组随机初始值输入非线性方程组,
生成的输出矩阵   与全零矩阵   做误差, 得到误差

矩阵   . 除非   小于设定的标准, 否则继续计算误

差对时间的导数     .  最后 ,  得到

AdNN 的输入   , 输出为

变化量   .
Qu等[67] 引入 CNN来学习时间相关的 PDE, 提

出了一种线性和非线性分离的 CNN框架, 在神经网

络模型的结构上引入了一系列约束来避免过拟合问

题. 首先, 由于强非线性 PDE 很容易与神经网络过

度拟合, 而线性 CNN 有助于减轻学习非线性 PDE
的过度拟合问题, 因此构建了一个由线性 CNN和非

线性 CNN 组成的分离网络, 从而在不需要 PDE 的

精确解作为标签数据的情况下, 有效求解 PDE.
在油藏模拟中, 渗流方程离散化后的线性化过

程会额外引入新的误差. Li等[61] 提出了一种无需线

性化即可求解离散渗流方程的新方法, 即将残差网

络和校正迭代法结合起来求解渗流方程离散后的非

线性方程组. 基于渗流方程生成的标签数据对残差

网络进行训练并逼近解, 将逼近解的误差作为训练

好的残差网络模型下一次校正迭代的新输入. 实验

表明, 该方法大大降低了线性化过程引入的误差, 提
高了求解精度, 并可在大时间步长下稳定求解.

综上所述, 深度学习在处理非线性、高维和复

杂数据等方面具有很大的优势, 通过将求解 PDE转

化为求解大型方程组, 提高了求解精度, 并具有很好

的通用性和稳定性, 可应用于工程领域相关方程组

的加速求解. 
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3.2    无网格的非离散求解方案

引入网格和离散虽然在一定程度上解决了类

PINN 方法求解复杂 PDE 时的稳定性和精度, 但是

也牺牲了一部分深度学习求解 PDE的优势. 通过改

进网络结构和损失函数来完善深度学习求解复杂

PDE 系统 (如非稳态、有源汇的长期动力系统), 从
而保留了智能求解方法的优势. 这相当于纯电动汽

车, 完全舍弃了传统求解中网格划分、数值离散和

线性化等步骤, 是一条更为彻底的智能求解 PDE的

研究路线.
由于类 PINN 方法通过构造多项残差训练神经

网络, 属于多目标优化问题, 难以避免超参数权重问

题. 在实际的工程问题中, 动力系统非常复杂, 并且

边界和初值条件十分重要. 如果设计的损失函数不

够合理, 可能会出现损失下降但求解结果变差的情

况. 因此, 通过设计符合数学以及物理性质的网络框

架, 构造合理的损失函数, 来提高求解稳定性, 保证

收敛到最小的损失函数, 并使得模型更加符合物理

性质.
对无源汇方程, Shan等[62] 提出求解多孔介质中

的 Buckley-Leverett方程的新方法, 即一种具有长短

期记忆和注意力机制的物理信息神经网络 LSTM-
AM, 基于物理驱动求解 PDE.

受 Lagaris 等[68] 提出的硬编码的方法使深度学

习自动满足初始或边界条件启发, Mattheakis 等[69]

提出了一种物理驱动的哈密顿神经网络方法来求解

微分方程, 改进了参数函数, 自动满足初始条件, 提
高计算效率. 对有源汇方程, Zhang等[63] 提出了物理

驱动的深度学习模型, 用于求解地下水流动问题. 该
方法采用硬约束、局部细化采样策略, 设计了一种

滚雪球式的两阶段训练策略, 以提高求解效果. Ren
等[64] 提出了一种基于物理信息的卷积−循环学习架

构, 通过卷积网络结合长短期记忆网络进行低维空

间特征提取和时间演化学习, 同样硬编码初始和边

界条件, 实现无标签数据下对非线性 Burgers 方程、

反应扩散方程等的高精度求解.
Shen等[65] 提出了一种基于物理驱动的近似−修

正智能求解模型, 如图 5所示. 该模型包含两个神经

网络, 一个用于近似渐近解, 即当时间趋于 0和无穷

时的数学正确解, 另一个用于修正近似误差, 使得最

终解在物理上正确 . 该方法通过构造基于边界条

件、控制方程和质量守恒的损失函数, 实现了不需

要任何标签数据的物理约束的神经网络, 可以在不

使用任何标签数据的情况下, 高精度地求解渗流方

程, 突破了深度学习方法对标签数据的依赖, 提升了

工程实际应用价值.
综上所述, 物理驱动方法对大部分非稳态、有

源汇的复杂 PDE求解困难, 而硬约束方法能使得网

络输出自动满足初始或边界条件, 大大提升求解精

度, 从而满足精度要求. 此外, 相较于传统求解方法,
智能求解无需网格划分、数值离散, 能有效提升计

算效率. 

4     偏微分方程智能求解应用

除了理论相关的研究, 偏微分方程智能求解在

实际科学和工程中的应用也得到了广泛的关注.
其中, 神经算子方法被广泛应用于参数化 PDE

的求解中[35,27]. 在油藏数值模拟领域, Zhang 等[29]

将 FNO方法用于解决由地下油/水两相流 PDE控制

的 3类问题 (正向、反向和参数识别问题).
基于神经算子的大模型将会引起多领域变革.

例如, 对油藏数值模拟, 就可能在多参数分布 (渗透

率、孔隙度和微裂缝等)、多开发制度、多布井方

案下, 基于物理驱动, 训练出一个神经算子的大模型,
从而开发方案调整与优化可能在几分钟内完成, 而
现在则需要数月才能完成. 这不同于数据驱动下的

大模型. 数据驱动下的大模型需要从传统模拟器中

得到相关数据, 相关功能严重受限.
此外, 类 PINN 方法也被广泛应用到流体模拟

和反问题求解中[46-49,53-58]. Xu等[21] 基于 PINN方法

结合有限个监测点, 来预测不同工程结构的外部载

荷, 用于对桥梁、隧道、建筑等结构的健康监测和

安全评估.
然而, 智能求解方法在工程中的应用仍存在一
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图 5   近似-修正模型网络模型[65]

Fig. 5    Approximate-modified model network model[65]
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些限制. 现有的物理约束求解方法往往需要结合大

量标签数据, 或将问题转化为求解大型方程组 (仍需

网格划分和离散), 从而限制了计算效率与应用前景.
因此, 神经算子方法结合物理约束实现少量精

确解数据乃至无需精确解数据求解时, 不仅真正代替

传统数值方法, 而且将引起相关行业工作模式的变革.
这里介绍团队近年来相关研究成果, 重点介绍

物理驱动的智能求解程序的优缺点.
团队最早在 2020 年研发出了基于深度学习的

代理模型进行数值试井的自动反演, 并集成在软件

中. 相对于传统的多项式代理模型, 深度学习代理模

型更适于解决试井问题. 随后, 基于数据驱动, 研发

出了解析试井的自动反演软件[70-71], 目前在大庆油

田应用.
物理约束的求解方法[72], 可应用于反演, 但离实

用化尚有距离[72-73]. 其主要障碍在于, 神经网络模型

存在需要人工调整的超参数. 这也是当前智能求解

普遍存在的问题. 另外, 反演结果的稳定性还需改进.
这还与使用的实测数据类型相关. 若使用整个生产

史的井底压力数据, 则反演结果稳定. 若仅用关井压

力数据进行反演, 导致生产期间没有井底压力数据

进行约束, 使得反演困难[73].
理论上, 物理驱动的求解方法[65] 应该对所有的

孔隙度、渗透率等参数都适应, 但在正确性验证中

发现, 当渗透率偏小 (小于 10 mD)、流量偏大时, 计
算结果会有偏差. 需要调整里面的超参数, 才能得到

好的计算结果. 该方法的模型训练时间约为 10 min,
传统的数值试井软件的计算时间不到 1 min[74]. 并且

当流量变化时, 该方法求解可能会有较大误差.
因其本质是求解线性方程组, 基于离散格式的

智能求解具有很好的普适性, 对边界条件、流量或

压力变化都不敏感[61]. 因其是基于离散方程构造标

签数据的, 求解时间更长. 最近, 我们对此方法进行

了改进, 计算时间呈数量级降低, 在默认参数下仅需

3 ~ 4 min. 目前, 网站中提供的求解程序是正在投稿

的论文的程序. 图 6是网页截图.
采样点是基于团队的数值试井软件的 PEBI 网

格进行采样的, 因而井周围自适应多采样. 软件界面

图 7所示.
后续, 我们将开放各种计算程序接口, 尤其是文

献 [65] 的方法, 同时完善网页功能, 供大家相互交

流, 共同研究. 

5     总结与研究展望

本文主要介绍了两类基于深度学习求解 PDE
方法, 分别是神经算子方法和类 PINN 方法. 从数据

驱动和物理约束两个角度探讨了神经算子方法的研

究现状, 分析现有方法的优点与不足. 此外, 根据基

础 PINN 存在的问题和不足, 从 4 个角度介绍了类

PINN 方法, 并逐一分析了最新的相关研究, 为进一

步深入研究提供了合理的技术路线.
目前, 物理驱动的 PDE智能求解方法快速发展.

神经算子方法正在起步, 除极少数论文外, 几乎都是

需要大量精确解作为标签数据. 当神经算子方法结

合物理约束实现少量精确解数据乃至无需精确解数

据求解时, 颠覆性的流动模拟技术就会到来, 将变革

现有工作模式. 现在正是迎接伟大变革的时刻.
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