
中国科学 : 数学 2018年 第 48卷 第 11期 : 1595∼ 1614

SCIENTIA SINICA Mathematica

综 述

英文引用格式: Li F, Ye C. Generalized path algebra and its significance in representation theory (in Chinese). Sci Sin Math,

2018, 48: 1595–1614, doi: 10.1360/N012018-00008

c⃝ 2018《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

广义路代数及其在表示论中的意义
献给刘绍学教授 90 华诞

李方1, 叶昌2∗

1. 浙江大学数学科学学院, 杭州 310027;

2. 湖州师范学院数学系, 湖州 313000

E-mail: fangli@zju.edu.cn, yechang@zjhu.edu.cn

收稿日期: 2018-01-06; 接受日期: 2018-06-08; 网络出版日期: 2018-10-30; * 通信作者

国家自然科学基金 (批准号: 11671350 和 11571173) 资助项目

摘要 刘绍学和 Coelho于 2000年引进了广义路代数的概念,以期对代数的结构和表示进行更直接的

刻画. 在随后的十几年, 广义路代数的方法获得了发展和应用. 本文是对这方面的一个总结和展示, 包

括对广义路代数及其相关概念 (如三角矩阵代数等) 的结构和表示的介绍、用广义路 (余) 代数提出的

对非基本 (非点) Hopf 代数的刻画的一个设想、广义路代数的变异以及一类广义路代数决定的丛代数

的加法范畴化.
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1 引言

代数闭域上的有限维基本代数是路代数的商代数这一事实在表示论中非常重要,因为它给出了基

本代数的结构的一种刻画, 据此提供了利用箭图给出基本代数各种不同例子的方法, 更重要的是, 可

以用来刻画给定代数上的有限生成模. 但这个方法的局限性也是明显的. 首先在于它对基础域的要求

仅限于代数闭域, 同时对每个有限维代数表示的刻画, 都必须通过其对应的基本代数. 针对这一问题,

Coelho 和 Liu [1] 率先引进了广义路代数的概念, 希望对代数的结构和表示的研究有更直接的新的认

识, 成为这一方法的开端.

在随后的研究中, 这个方法得到系统深入的发展, 如文献 [2–8] 等在这方面的工作. 同时, 我们发

现, 事实上类似的方法在代数及其表示的各个方面先后也有出现, 并且可以利用广义路代数的思想统

一起来思考和发展. 本文将从这一观点出发, 对这方面的工作做一个综述, 来展现这一方法的重要性,

从而说明刘绍学与合作者在这方面的早期工作对现在代数表示论的意义.

本文第 2 和 3 节是对已有研究的总结. 第 4 节是在已有结果基础上, 提出的一个对 Hopf 代数研

究的总结性的新设想. 第 5 节从广义路代数出发对丛代数及其范畴化的讨论, 是首先在本文提出的.

http://doi.org/10.1360/N012018-00008
www.scichina.com
mathcn.scichina.com
mailto:fangli@zju.edu.cn,~yechang@zjhu.edu.cn


李方等: 广义路代数及其在表示论中的意义

2 广义路代数的结构

2.1 广义路代数的定义及等价描述

设 Q = (Q0, Q1) 是一个箭图, k 为一个域, A = {Ai : i ∈ Q0} 是一组含幺 k- 代数 Ai 的集合, 下

标是 Q 的顶点.
∪
i∈Q0

Ai 中的元素叫作长度为 0 的 A- 路, 且对每个 n > 1, 一个长度为 n 的 A- 路

是 a1β1a2β2 · · · anβnan+1, 其中 (s(β1)|β1 · · ·βn|e(βn)) 是 Q 中长度为 n 的路, s(βi) 和 e(βi) 分别表示

箭向 βi 的起点和终点, 对每个 i = 1, . . . , n, ai ∈ As(βi), an+1 ∈ Ae(βn).

现在考虑 R 是由箭图 Q 中所有 A- 路为基生成的 k- 向量空间模去由形如 a1β1 · · ·βj−1(a
1
j +

· · ·+ amj )βjaj+1 · · ·βnan+1 −
∑m
ℓ=1 a1β1 · · ·βj−1a

ℓ
jβj · · ·βnan+1 的元素生成的子空间所得到的商, 其中

(s(β1)|β1 · · ·βn|e(βn)) 是 Q 中长度为 n 的路, 对每个 i = 1, . . . , n, ai ∈ As(βi), an+1 ∈ Ae(βn), 对 ℓ = 1,

. . . ,m, 有 aℓj ∈ As(βj). 现在在 R 中定义以下乘法, 给出两个元素 a1β1 · · ·βnan+1 和 b1γ1 · · · γmbm+1,

定义

(a1β1 · · ·βnan+1)(b1γ1 · · · γmbm+1) = a1β1 · · ·βn(an+1b1)γ1 · · · γmbm+1,

当 an+1 和 b1 属于同一个 Ai, 否则令 (a1β1 · · ·βnan+1)(b1γ1 · · · γmbm+1) = 0. 很容易验证上述 R 中的

乘法是好的定义, 并且给了 R 一个 k- 代数结构. 同时, R 有单位元当且仅当 Q0 是有限的. 上面定义

的代数 R 叫作 Q 的 A- 广义路代数, 记作 R = k(Q,A). 这个概念最早由 Coelho 和 Liu [1] 给出.

文献 [4] 给出了张量代数意义下 A- 广义路代数 R = k(Q,A) 的等价定义.

令 iMj 是由从 i 到 j 的箭向生成的自由 Ai-Aj- 双模, M =
⊕

(i,j)∈Q0×Q0i
Mj , A =

⊕
i∈Q0

Ai. 定

义当 k ̸= i 时, Ak·iMj = 0; 当 k ̸= j 时, iMj ·Ak = 0, 则 iMj 是一个 A-A- 双模.

显然, M 是一个 A-A- 双模, 代数 A ⊕M ⊕ (M ⊗k M) ⊕ (M ⊗k M ⊗k M) ⊕ · · · 的乘法由张量积
诱导出, 这时张量代数 T (A,M) = k(Q,A).

给一个域 k 上的有限维代数 A 和一个有限无圈的箭图 Q, 定义 Q 在 A 上的路代数, 即所谓代数

上的路代数 AQ 如下: AQ 中的元素写成有限和
∑
p∈P app, 其中 P 是 Q 中所有路的集合, ap ∈ A 并

且只有有限个 ap ̸= 0, 那么 AQ 成为一个 k- 代数, 当它的乘法定义成

(app)(bqq) = (apbq)(pq),

其中 apbq 是 A 中的乘积, pq 是 kQ 中路的乘积. 我们有 k- 代数同构

AQ ∼= A⊗k kQ ∼= kQ⊗k A.

广义路代数与代数上的路代数的关系在文献 [9] 中给出, 即有 AQ ∼= k(Q,A)/I, 其中每个 Ai ∈ A
都取 A, 关系 I 是由 {aα1A − 1Aαa | a ∈ A,α ∈ Q1} 生成的理想. 关于 AQ 的模范畴的研究, 可参见

文献 [10].

2.2 广义路代数的 Jacobson 根及组合刻画

Coelho 和 Liu [1] 给出了广义路代数的 Jacobson 根的刻画.

定义 2.2.1 设 Q 是一个箭图, A = {Ai : i ∈ Q0} 是一组 k- 代数的集合.

(1) 称 Q 中的路 (i|β1 · · ·βn|j) 是正则的, 如果它不是 Q 中某个定向圈的子路.

(2)设 (i|β1 · · ·βn|j)是 Q中的正则路,则称任意的 A-路 aβ1 · · ·βnb是正则的,这里 a ∈ Ai, b ∈ Aj .

如果没有定向圈通过顶点 i, 我们也称 J(Ai) 中的元素是长度为 0 的正则 A- 路.
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命题 2.2.1 [1] 设 R = k(Q,A) 是一个广义路代数, 则 R 的 Jacobson 根 J(R) 就是由所有 R 的

正则路生成的子空间.

推论 2.2.1 [1] 设 R = k(Q,A) 是一个广义路代数, 则 R 是半本原代数当且仅当 Q 没有正则路

并且当 i 是孤立点时有 J(Ai) = 0.

Coelho 和 Liu [1] 给出了判断一个广义路代数是素代数和 Noether 代数的等价刻画.

定义 2.2.2 称一个箭图 Q 是定向连通的, 如果对任意不同的顶点 i 和 j 存在从 i 到 j 的路.

定理 2.2.1 [1] 设箭图 Q 是连通的且至少有两个顶点, R = k(Q,A) 是一个广义路代数, 则以下

条件等价:

(1) R 是素代数;

(2) Q 是定向连通的;

(3) R 中没有正则 A- 路.

定理 2.2.2 [1] 设 R = k(Q,A) 是一个广义路代数, 则 R 是 Noether 的当且仅当 Q 是有限的, 且

对 Q 的任意连通分支 Γ 满足以下某种情形:

(1) Γ = {i} 是一个孤立点且 Ai 是 Noether 的;

(2) Γ 没有定向圈, 且对每个顶点 i, Ai 是有限维的;

(3) Γ 是一个圈, 且对每个顶点 i, Ai 是一维的.

文献 [1] 还给出了广义路代数的同构问题的刻画.

定理 2.2.3 [1] 设 Q和 Γ是有限无圈箭图,且每个 Ai (i ∈ Q0)和 Bj (j ∈ Γ0)是有限维的且只有

唯一的非零幂等元, 则广义路代数的同构 Φ : k(Q,A) → k(Γ,B) 诱导出箭图的同构 Ψ : Q→ Γ 使得对

每个 i ∈ Q0 有 Ai ∼= BΨ(i).

称一个广义路代数 k(Q,A) 是正规的, 如果对所有 i ∈ Q0, Ai 是单代数.

文献 [11, 定理 6.4–6.6] 给出了上述结论的改进结果, 即如下:

定理 2.2.4 [11] (1) 设 Q 和 Γ 是有限无圈箭图, 且每个 Ai (i ∈ Q0 和 Bj (j ∈ Γ0) 是不可分解代

数, 则广义路代数的同构 Φ : k(Q,A) → k(Γ,B) 诱导出箭图的同构 Ψ : Q → Γ 使得对每个 i ∈ Q0 有

Ai/r(Ai) = BΨ(a)/r(BΨ(a)). 特别地, 两个正规的广义路代数有同构 Φ : k(Q,A) → k(Γ,B) 当且仅当有
箭图的同构 Ψ : Q→ Γ 且对每个 i ∈ Q0, 有 Ai ∼= BΨ(a).

(2) 如果两个带关系的正规广义路代数 k(Q,A, ρ) ∼= k(Q′,A′, ρ′) 作为代数同构, 其中两个关系集

合分别满足对某些正整数 s 和 t, 有 Js ⊆ (ρ) ⊆ J2 和 J ′t ⊆ (ρ′) ⊆ J ′2, 则在同构意义下, Q ∼= Q′ 且在

重新标号 Q′ 中的点后有 Ai ∼= A′
i.

2.3 广义路代数的结构刻画

有很多文献对广义路代数的结构进行了研究.

Cobos 等 [6] 给出了广义路代数的 Gabriel 箭图的刻画.

定理 2.3.1 [6] 设 Q 是有限无圈箭图, Q0 = {1, . . . , n} 是顶点的集合. k 是代数闭域, A = {A1,

. . . , An}是一组有限维基础 k-代数的集合.假设 Q = {Q1, . . . , Qn}是一组箭图使得 Ai ∼= kQi/(Ωi)对

i = 1, . . . , n 成立, 其中 Ωi 是 kQi 的容许理想, 那么,

k(Q,A) ∼= kQQ/(Ω1, . . . ,Ωn).

这里的 QQ 定义如下:
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(1) 顶点 (QQ)0 =
∪
i∈Q0

(Qi)0.

(2) 对任意顶点 a ∈ Qi 和 b ∈ Qj , 如果 i = j, 则 a 到 b 的箭向个数等于在 Qi 中 a 到 b 的箭向个

数; 如果 i ̸= j, 则 a 到 b 的箭向个数等于在 Q 中 i 到 j 的箭向个数.

给定一个 Artin 代数 A, 令 {S1, S2, . . . , Sn} 为互不同构单 A- 模的完全集. 定义箭图 ΓA, 称为 A

的 Ext-箭图,它的顶点的集合为 Γ0 = {1, 2, . . . , n},从 i到 j 的箭向个数 mij 为维数 dimkExtA(Si, Sj).

设 r = r(A) 是 A 的根, 记 A/r =
⊕s

i=1 Āi, 其中对每个 i, Āi 是 A/r 的一个单理想, 则 r/r2

是一个 A/r 双模, 其模作用为 ā · (r/r2) · b̄ = arb/r2 对任意的 ā = a + r, 有 b̄ = b + r ∈ A/r. 令

iMj = Āi · r/r2 · Āj , 则对任意 i 和 j, iMj 是有限生成 Āi-Āj- 双模.

定义一个箭图 ∆A, 称为 A 的自然箭图, 它的顶点的集合为 ∆0 = {1, 2, . . . , s}; 从 i 到 j 的箭向个

数 tij 为有限生成 Āj-Āi- 双模 jMi 的秩. 显然, 当 jMi = 0 时, 从 i 到 j 没有箭向. 这个定义最早在

文献 [2] 中给出, 作者希望通过 Artin 代数的自然箭图上的广义路代数来将 Gabriel 定理推广到非基

础代数的情形.

注 2.3.1 一个有限生成的 A-B- 双模 M 的秩定义为所有生成子集合的势的最小值.

对于一个 Artin 代数 A, 分解 A/r =
⊕s

i=1 Āi 为 A/r 的单的左理想的直和, 存在一个相应的正规

广义路代数 k(∆A,A), 其中 ∆A 是 A 的自然箭图, A = {Āi | i = 1, 2, . . . , s}. 如果存在一个 k(∆A,A)

的理想 I 使得 A = k(∆A,A)/I, 则称 A 是 Gabriel- 型代数.

定理 2.3.2 [5] 假设 A 是以 r = r(A) 为根的一个 Artin 代数, 分解 A/r =
⊕p

i=1 Āi 为 A/r 的单

的左理想的直和. 如果存在一个箭图 Q 和一个由单代数构成的集合 B = {B1, . . . , Bq} 使得

A ∼= k(Q,B)/I,

其中 I 是 k(Q,B)中一个满足 Js ⊆ I ⊆ J2 的理想,这里 J 是 k(Q,B)中由长度为 1的所有 B-路生成
的理想, s 为一个正整数, 则 Q 恰好是 A 的自然箭图 ∆A, 且 p = q 使得重新标号后对于 i = 1, . . . , p,

有 Āi ∼= Bi, 即 A 是 Gabriel- 型代数.

称一个 k-代数 A在它的根 r 上可裂,如果存在一个 k-代数同态 ρ : A/r → A使得 π ◦ ρ = IdA/r,

这里 π 是 A 到 A/r 的投影映射.

定理 2.3.3 [4] 一个 Artin 代数 A 在它的根上可裂当且仅当 A 是 Gabriel- 型代数.

定义 2.3.1 一个赋值箭图 (Y,D,Ω) 由以下几部分组成:

(i) 一个有限集合 Y = {i, j, . . .} 称为顶点;

(ii) 集合 D = {(dij , dji | (i, j) ∈ Y × Y} 称为 Y 的赋值, 其中 dij 为非负整数使得存在正整数

εi(i ∈ Y) 满足 dijεj = djiεi 对所有 i, j ∈ Y 成立. 若 dij ̸= 0, 称 (i, j) 为顶点 i 与 j 之间的边.

(iii) 定向 Ω 给每一条边一个排序.

定义 2.3.2 一个 Artin代数 A的自然赋值箭图是指由 k(∆A,A)诱导的赋值箭图 ((∆0)A,D,Ω),

其中 (∆0)A 是 ∆A 的顶点, D = {(dij , dji) | (i, j) ∈ Q0 × Q0}, 这里 dij = rank(iMj)Aj , dji =

rankAi(iMj), iMj 是由从 i 到 j 的箭向生成的自由 Ai-Aj- 双模, 定向 Ω 是当 iMj ̸= 0 时存在唯

一的从 i 到 j 的定向边.

定义 2.3.3 一个 Artin 代数 A, 令 A/r =
⊕s

i=1 Āi, 其中 Ai ∼= Mni(Di), Di 是可除 k- 代数对

i = 1, . . . , s. 记 {Ti}si=1 为 A 的非同构单模的完全集. 定义赋值 Ext- 箭图 (LA,F,Υ) 如下:

(i) LA = {1, . . . , s}.
(ii) 对 i, j ∈ LA, 若 Ext1A(Tj , Ti) ̸= 0, 则有从 i 到 j 的定向边. 这样得到一个定向 Υ.
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(iii) 对 i, j ∈ LA, 若 Ext1A(Tj , Ti) ̸= 0, 令 eij = dimDiExt
1
A(Tj , Ti), eji = dimDop

j
Ext1A(Tj , Ti), 定义

赋值 F = {(eij , eji) | (i, j) ∈ L× L}.
当 Artin 代数 A 是基本代数时, 它的自然赋值箭图与赋值 Ext- 箭图是赋值相反的赋值箭图. 在

一般情形下, 有如下结论:

定理 2.3.4 [3] 对 Artin代数 A,它的自然赋值箭图 ((∆0)A,D,Ω)和赋值 Ext-箭图 (LA,F,Υ)满

足如下关系:

(i) 顶点相同, 即 (∆0)A = LA;

(ii) 定向相同, 即 Ω = Υ;

(iii) 赋值 D = {(dij , dji) | (i, j) ∈ (∆0)A × (∆0)A} 和 F = {(eij , eji) | (i, j) ∈ LA × LA} 满足公式

dji = eijn
2
j

tij
mij

, dij = ejin
2
i

tij
mij

对任意顶点 i 和 j 成立, 这里 tij 是 A 的自然箭图 ∆A 中从 i 到 j 的箭向的个数, mij 是 A 相应的基

本代数 B 的自然箭图 ∆B 中从 i 到 j 的箭向个数, ni = dimkSi/(dimkEndASi) 对 A 的单模 Si 在顶

点 i.

特别地, 当 A 是 k- 可裂 Artin 代数时, 对任意顶点 i 和 j, 有

dji = eijn
2
j

1

mij

⌈
mij

ninj

⌉
, dij = ejin

2
i

1

mij

⌈
mij

ninj

⌉
,

其中 ⌈a⌉ = min{n ∈ Z | n > a}.
上述用广义路代数刻画的 Gabriel 定理都是对 Artin 代数甚至是对有限维代数的. 目前对于非

Artin 代数的情形的讨论, 只有在文献 [12] 中对于具弱序乘法基的代数的研究, 我们对文献 [12] 中的

这个研究简述如下.

对一个 k-代数 R,它的两个子集 S 和 T ,记 ST = {st | s ∈ S, t ∈ T}\{0}.若 S2 ⊆ S∪{0},则称 S

是 0- 封闭的. 如果一个集合 B = {bω ∈ R : ω ∈ Ω} 是 0- 封闭的且是 R 的一组基, 则 B 叫作 R 的乘

法基.

类似于文献 [13], 在文献 [12] 中, > 称为是 B 的一个弱允许序, 如果以下性质成立:

(W0) > 在 B 中是一个良序;

(W1) 对所有 b1, b2, b3 ∈ B, 若 b1 > b2 且 b1b3 和 b2b3 都不为 0, 则 b1b3 > b2b3;

(W2) 对所有 b1, b2, b3 ∈ B, 若 b1 > b2 且 b3b1 和 b3b2 都不为 0, 则 b3b1 > b3b2;

(W3) 对所有 b1, b3 ∈ B, 若存在 b2, b4 ∈ B \ V 使得 b1 = b2b3b4, 则 b1 > b3, 这里

V = {b ∈ B : ∃ b−1 ∈ B, s.t. bb−1 和 b−1b 是不同的幂等元}.

称 R 有一个弱序乘法基 (B, >), 若 R 有一组乘法基 B 且 B 有一个弱允许序 >.

定理 2.3.5 [12] 设 R 是一个有弱序乘法基 (B, >) 的 k- 代数, k(Q,A) 是由上面定义的广义路代

数, 则存在一个满的代数同态 ϕ : k(Q,A) → R.

3 广义路代数的表示

本节介绍广义路代数的表示方面的研究.
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3.1 模块及其表示

对广义路代数 k(Q,A), 称 X = (Xi, φjk)i,j,k∈Q0 为 k(Q,A) 的一个表示, 若 Xi 是 Ai- 模, φjk :

M(j, k)⊗Ak
Xk → Xj 是 Aj- 模同态, 其中

M(j, k) = AjΩ(j, k)Ak, Ω(j, k) = {α ∈ Q1 | s(α) = k, e(α) = j}.

一个从表示 X 到表示 Y 的态射 f 定义为一族同态 (fi, i ∈ Q0), 其中对每个 i ∈ Q0, fi : Xi → Yi 是

Ai- 模同态, 使得 fiφij = φij(idMi,j ⊗ fj) 对所有 φij 成立.

还有另外一种 k(Q,A) 的表示的定义. 一个 k(Q,A) 的广义 k- 线性表示是一族 “模与映射” 对

X = (Xi, Xα)i∈Q0,α∈Q1 ,满足对每个 i ∈ Q0, Xi 是 Ai-模;对每个 Q1 中的箭向 α : i→ j, Xα : Xi → Xj

是一个 k- 线性映射. 一个从表示 X 到表示 Y 的态射 f 被定义为一族同态 (fi, i ∈ Q0), 其中对每个

i ∈ Q0, fi : Xi → Yi 是一个 Ai- 模同态, 使得对每个 α : j → i, 有 fiXα = Yαfj .

事实上,这两个定义是等价的. 定义函子 F := F (Xi, φjk)i,j,k∈Q0 = (Xi, Xα)i∈Q0,α∈Q1 使得对任意

α : j → k 有 Xα(Xj) = φjk(1Ak
α1Aj ⊗Xj). 容易验证函子 F 是一个范畴等价的函子.

定义 3.1.1 一个赋值箭图 (Y,D,Ω) 的 k- 模块 (modulation) M = (Fi,iMj) 是一组在公共中

心子域 k 上的有限维可除代数 {Fi}i∈Y 以及一组 Fi-Fj- 双模 {iMj}i,j∈Y 使得 dim(iMj)Fj = dij ,

dimFi(iMj) = dji.jMi 是双模 iMj 的对偶, 满足双模同构

jMi
∼= HomFi(iMj , Fi) ∼= HomFj (iMj , Fj).

定义 3.1.2 (i) 一个伪赋值箭图 (Y,D,Ω) 的 k- 伪模块M = (Ai,iMj) 是指一组 Artin k- 代数

{Ai}i∈Y 和一组有限生成含幺 Ai-Aj- 双模 {iMj}(i,j)∈Y×Y 使得

rank(iMj)Aj = dij , rankAi(iMj) = dji.

(ii)一个伪赋值箭图 (Y,D,Ω)的 k-伪模块M = (Ai,iMj)称为 (半)正规的,如果对所有的 i ∈ Y,

Ai 是 (半) 单代数.

(iii)一个伪赋值箭图 (Y,D,Ω)的 k-伪模块M = (Ai,iMj)称为 k-预模块的,如果所有的 i, j ∈ Y,

iMj 是自由 Ai-Aj- 双模.

(iv) 一个 k- 预模块称为正则的, 如果对所有 i, j ∈ Y, 它满足 Ai-Aj- 双模同构 HomAi(iMj , Ai) ∼=
HomAj (iMj , Aj).

定理 3.1.1 [3] 伪模块和有限生成双模的 A- 路型张量代数可以唯一地相互构造.

对一个伪赋值箭图 (Y,D,Ω) 的 k- 伪模块 M = (Ai,jMk), 定义 M 的一个表示为一个对象

V = (Vi,j φk), 其中对每个顶点 i ∈ Y 对应一个 Ai- 模 Vi, 对每个箭向 k → j 对应一个 Aj- 模同态

jφk :j Mk ⊗Ak
Vk → Vj . 从一个表示 V = (Vi,j φk) 到另一个表示 U = (Ui,j ψk) 的态射是一系列 Ai-

模同态 αi : Vi → Ui 使得对每个箭向 i→ j 有以下交换图成立:

jMk ⊗Ak
Vk

jφk−−−−→ Vj

id
jMk

⊗Ak
αk

y αj

y
jMk ⊗Ak

Vk
jψk−−−−→ Uj .
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定理 3.1.2 [3] (1) 令M = (Ai,iMj) 是伪赋值箭图 (Y,D,Ω) 的 k- 伪模块, 则M 的所有表示构

成的范畴 Rep(M) 范畴等价于右 T (M)- 模范畴 ModT (M). 类似地, M 的所有有限生成表示构成的

范畴 rep(M) 范畴等价于有限生成右 T (M)- 模范畴 modT (M).

(2) 对广义路代数 k(Q,A) 和相应的 k- 预模块M = (Ai,iMj), 范畴 Rep(M) 和 rep(M) 分别等

价于范畴 Mod(k(Q,A)) 和 mod(k(Q,A)).

推论 3.1.1 [3] 对一个根为 r 的有限维遗传代数 A, 它的伪赋值箭图 (G,D,Ω) 对应的伪模块
M = (Ai, iMj), 如果 A/r 是可分的, 则 (有限) 表示范畴 Rep(M) (rep(M)) 范畴等价于 (有限生成)

模范畴 ModA (modA).

定理 3.1.3 [3] 预模块和广义路代数可以相互构造. 当域 k 是特征为 0 的代数闭域时, (半) 正规

预模块都是 (半) 正规正则模块.

模块的一些例子在文献 [3] 中给出, 见第 3.1.1–3.1.3 小节.

3.1.1 群样本 (group species)

Demonet [14] 引进了群样本的概念, 即一个群样本是一个三元组 (I, (Γi)i∈I , (Mij)(i,j)∈I2), 其中 I

是一个有限集合; 对 i ∈ I, Γi 是有限群; 对每个 (i, j) ∈ I2, Mij 是有限维 (k[Γi], k[Γj ])- 双模.

群样本 (I, (Γi)i∈I , (Mij)(i,j)∈I2) 的表示是一个二元组 ((Vi)i∈I , (xjk)(j.k)∈I2), 其中对每个 i ∈ I, Vi

是有限维左 k[Γi]- 模, 对每个 (j, k) ∈ I2, 有 xjk ∈ HomΓj (Mjk ⊗Γk
Vk, Vj).

令 ((Vi)i∈I , (xjk)(j.k)∈I2) 和 ((V ′
i )i∈I , (x

′
jk)(j.k)∈I2) 是群样本 (I, (Γi)i∈I , (Mij)(i,j)∈I2) 的两个表示.

它们之间的一个态射是一组 (fi)i∈I ∈
∏
i∈I HomΓi(Vi, V

′
i ) 使得对每个 (i, j) ∈ I2 有以下交换图成立:

Mjk ⊗Γk
Vk

xjk−−−−→ Vj

idMjk
⊗fk

y fj

y
Mjk ⊗Γk

V ′
k

x′
jk−−−−→ V ′

j .

显然, 一个群样本 (I, (Γi)i∈I , (Mij)(i,j)∈I2) 可以看成某个伪赋值箭图的 k- 伪模块. 事实上, 令伪

赋值箭图 (Y,D,Ω) 的顶点 Y = I, 定义赋值 D = {(dij , dji) | (i, j) ∈ Y×Y}, 其中 dij = rank(kΓiMij),

dji = rank(MijkΓj
); 对每个 (i, j), 若 Mij ̸= 0, 给一个从 i 到 j 的定向, 则给出了一个定向 Ω. 那么, 群

样本 (I, (Γi)i∈I , (Aij)(i,j)∈I2) 可以看成伪赋值箭图 (Y,D,Ω) 的 k- 伪模块 ((kΓi)i∈Y, (Mij)(i,j)∈Y×Y).

这时, 它作为群样本的表示和表示态射, 恰好是它作为伪模块的表示和表示态射.

当 k 是特征为 0 的代数闭域时, 所有的 kΓi 都是半单代数, 所以, 群样本对应的 k- 伪模块是半正

规的.

群样本进一步可以与丛代数 (见后面第 5节)理论联系起来. 在非退化的情形下,文献 [14]给出的

群样本的变异定义与本文第 5.2 小节对广义路代数的变异一致, 类似于 Fomin-Zelevinsky 定义的种子

的变异, 其换位矩阵是由群样本得到的可斜对称化的矩阵. 当换位矩阵是由带势的群样本给出时, 文

献 [14] 就群样本的变异及其装饰表示给出了丛代数中 F - 多项式和 g- 向量的解释. 丛代数的相关内

容见第 5 节及文献 [14].

3.1.2 微分张量代数 (differential tensor algebra)

一个张量代数 T = T (A,M) 上有一个自然的分次, 即对所有 l > 0 有 Tl =M⊗l, 其中 T0 = A.
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对一个分次 k- 代数 T , 称一个 T 上的线性变换 δ 是微分, 如果它满足对所有 i 有 δ[T ]i ⊆ [T ]i+1,

且对所有齐次元素 a, b ∈ T 有 Leibniz 法则 δ(ab) = δ(a)b+ (−1)deg(a)aδ(b) 成立.

一个微分张量代数 A 是一个二元组 A = (T, δ), 其中 T 是一个张量代数, δ 是 T 上的微分且满足

δ2 = 0. 微分张量代数及其表示参见文献 [15].

定义 3.1.3 (1) 给定一个伪赋值箭图 (Y,D,Ω) 的 k- 伪模块M = (Ai,iMj) 和它对应的 A- 路

型张量代数 T (A,M), 一个线性变换 δ : T (A,M) → T (A,M) 称为M 上的微分, 如果 δ 满足:

(i) δ(Ai) ⊆i Mi;

(ii) δ(iMi1 ⊗Ai1
· · · ⊗Ais−1

is−1 Mj) ⊆
∑
l∈YiMl ⊗AllMi1 ⊗Ai1

· · · ⊗Ais−1
is−1 Mj +

∑
l∈YiMi1 ⊗Ai1 i1

Ml ⊗All Mi2 ⊗Ai2
· · · ⊗Ais−1

is−1 Mj + · · · +
∑
l∈YiMi1 ⊗Ai1

· · · ⊗Ais−1
is−1 Ml ⊗All Mj , 并且对任意的

a ∈i Mi1 ⊗ · · · ⊗is−1 Mj 和 b ∈u Mu1 ⊗ · · · ⊗ut−1 Mv 有如下 Leibniz 法则成立:

δ(ab) = δ(a)b+ (−1)deg(a)aδ(b).

(2) 一个微分伪模块M 定义为一个二元组 (M, δ), 其中 δ 是M 上的微分且满足 δ2 = 0.

容易验证 Leibniz法则对 T (A,M)的自然分次上的所有齐次元素都成立,所以,微分伪模块M的

张量代数 T (A,M) 是一个以 δ 为微分的微分张量代数.

3.1.3 微分分次范畴 (differential graded category)

一个范畴 J 称为分次范畴, 如果对任意对象 a, b ∈ J , 态射 Hom(a, b) 是态射 Ti(a, b) 的集合, 其

中 0 6 i < +∞, 且满足对任意 α ∈ Ti(a, b), β ∈ Tj(b, c), 有 βα ∈ Ti+j(a, c). 称 α 的阶数为 i, 参见文

献 [16, 17].

对一个给定的正整数 n,一个分次范畴 J 称为微分 n-分次范畴,若对 T =
⊕

a,b∈J HomJ (a, b)存

在一个 k- 线性映射 D : T → T 使得 D2 = 0, D(Ti(a, b)) ⊆ Ti+n(a, b) 对每个 a, b ∈ J , i > 0 成立, 以及

对所有齐次元素 α, β ∈ T 有 Leibniz 法则 D(βα) = D(β)α + (−1)ndeg(β)βD(α) 成立. 这个 D 称为 J
的 n- 微分.

由文献 [18] 知, 对范畴 H 上任意的双模M, 我们可以构造M 的张量范畴 T (M), 即一个分次范

畴 T (M) 使得 T0 = M, T1 = M, . . . , Tn = M⊗H M⊗H · · · ⊗H M, 这里 Tn 是 n 个M 的张量.

对一个伪赋值箭图 (Y,D,Ω) 的 k- 伪模块 M = (Ai,aMb) 和它对应的 A- 路型张量代数 T (M)

:= T (A,M), 我们可以定义一个分次范畴 J : 它的对象就是 Y 中的顶点; 对 a, b ∈ Y, 它的态射是

HomJ (a, b) =
∪
i>0

Ti(a, b),

其中

Ti(a, b) = Σ(aα1a1α2a2···ai−1αib)aMai ⊗Aal
al Ma2 ⊗Aa2

· · · ⊗Aai−1
ai−1 Mb,

这里 (aα1a1α2a2 · · · ai−1αib) 取遍伪赋值箭图 (Y,D,Ω) 中从 a 到 b 的长度为 i 所有路.

然而, 通常张量代数 T (M) 上的 n 次微分不一定是它的分次范畴 T 的微分. 例如, 文献 [19] 构

造出了所有路代数 kQ 的 n- 微分 D, 但是它们通常不是分次范畴 TkQ 的微分. 所以需要找出哪些路

代数 kQ 的 n- 微分使得 TkQ 为微分分次范畴.

受此启发, 可以考虑如何构造 k- 伪模块M 上的微分使得对应的分次范畴成为微分分次范畴. 另

外, 还可以讨论由这些微分组成的李代数.
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3.2 由三角矩阵代数构作的广义路代数及其表示的 Gabriel 定理

Geiss 等 [20] 定义了一类代数, 它们是由可对称化的广义 Cartan 矩阵决定的箭图和关系定义的.

具体如下:

设 C = (cij) ∈ Mn(Z) 是对称化子为 D = diag(c1, . . . , cn) 的一个可对称化的广义 Cartan 矩阵.

对所有的 cij < 0 , 记 gij := |gcd(cij , cji)|, fij := |cij |/gij , kij := gcd(ci, cj).

C 的一个定向是指一个子集 Ω ⊂ {1, 2, . . . , n} × {1, 2, . . . , n} 满足如下条件:

(i) {(i, j), (j, i)} ∩ Ω ̸= ∅ 当且仅当 cij < 0;

(ii) 任意满足 t > 1 和 (is, is+1) ∈ Ω 的序列 ((i1, i2), (i2, i3), . . . , (it, it+1)), 其中 1 6 s 6 t, 我们有

i1 ̸= it+1.

给定 C 的一个定向 Ω , 令 Q := Q(C,Ω) 是如下箭图: 顶点集为 Q0 := {1, . . . , n}, 箭向集为

Q1 := {α(g)
ij : j → i | (i, j) ∈ Ω, 1 6 g 6 gij} ∪ {εi : i→ i | 1 6 i 6 n}.

对于箭向 Q = Q(C,Ω) 和 C 的对称化子 D = diag(c1, . . . , cn), 令

A(C,D,Ω) := kQ/I, (3.1)

其中 kQ 为 Q 的路代数, I 是 kQ 的由如下关系定义的一个理想:

(i) 对任意 i, 有幂零关系 εcii = 0;

(ii) 对任意 (i, j) ∈ Ω 和 1 6 g 6 gij , 有交换关系 ε
fji
i α

(g)
ij = α

(g)
ij ε

fij
j .

同时, A(C,D,Ω) 同构于一个广义路代数的商代数 k(Γ,A)/J , 其中

Γ0 = Q0,Γ1 = {α(g)
ij : j → i | (i, j) ∈ Ω, 1 6 g 6 gij},

而 A = {Ai : i = 1, . . . , n}, 其中 Ai = k(xi)/(x
ci
i ), J 是由 x

fji
i α

(g)
ij − α

(g)
ij x

fij
j 生成的理想, 1 6 g 6 gij .

对 n > 2 , 定义一个阶为 n 的三角矩阵代数 Γ 满足

Γ =



A1 A12 · · · A1n

0 A2 · · · A2n

...
...

. . .
...

0 0 · · · An


,

其中每个 Ai 都是代数, Aij 是 Ai-Aj- 双模, µilj : Ail ⊗Al
Alj → Aij 为双模同态满足如下交换关系:

Ail ⊗Al
Alj ⊗Aj Ajt

µijq⊗idAjt//

idAil
⊗µljt

��

Aij ⊗Aj Ajt

µijt

��
Ail ⊗Al

Alt
µilt // Ait.

任意 1 6 i < l < j < t 6 n, A = (aij)n×n, B = (bij)n×n ∈ Γ, 乘法定义为

(AB)ij =
∑
i<l<j

µilj(ail ⊗ blj),
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其中 (AB)ij 表示 AB 第 (i, j) 位置的元素.

如下数组 X 称为 Γ 的一个表示:

X =



X1

X2

...

Xn


ϕij

,

使得对于任意 1 6 i < j 6 n, ϕij : Aij ⊗Aj Xj → Xi 是 Ai- 模同态并且满足如下交换图:

Aij ⊗Aj Ajq ⊗Aq Xq

µijq⊗idXq //

idAij
⊗ϕjq

��

Aiq ⊗Aq Xq

ϕiq

��
Aij ⊗Aj Xj

ϕij // Xi.

从表示 X 到表示 Y 的一个态射 f 包含如下数组: (fi, i = 1, . . . , n), 对任意 1 6 i < j 6 n,

fi : Xi → Yi 是 Ai- 模同态使得 fiϕij = ϕij(idAi,j ⊗ fj).

因此, 我们得到 Γ 的表示范畴, 记作 Rep(Γ).

定理 3.2.1 [21] 三角矩阵代数的表示范畴和它的模范畴是范畴等价的.

设 Ai (i = 1, . . . , n)是任意有限维代数. 令 Bij 为 Ai-Aj-双模使得 Bij 为自由左 Ai-模和自由右

Aj- 模, 并且对所有 1 6 i < j 6 n, HomAi(Bij , Ai) 是一个投射 Aj- 模或内射 Aj- 模. 令

Aij =

j−i−1⊕
l=0

⊕
i<k1<k2<···<kl<j

Bik1 ⊗Ak1
Bk1k2 ⊗ · · · ⊗Akl

Bklj (3.2)

对 1 6 i < j 6 n 成立, 其中 l = 0 时约定表示直和项 Bij .

称一个三角矩阵代数

Λ =



A1 A12 · · · A1n

0 A2 · · · A2n

...
...

. . .
...

0 0 · · · An


为正规三角矩阵代数, 如果它满足 (3.2) 且映射 µijq : Aij ⊗Aj Ajq → Aiq 为嵌入映射.

Gorenstein 投射模的概念由 Auslander 和 Bridger [22] 提出. 令 A 为一个 Artin 代数, A-mod 为有

限生成左 A- 模范畴. 一个完全 A- 投射分解是一个有限生成投射 A- 模的正合列

P • = · · · // P−1 d−1
// P 0 d0 // P 1 // · · ·

使得 HomA(P
•, A) 是正合的. 一个模 M ∈ A- 模叫作 Gorenstein 投射模, 如果存在一个完全 A- 投射

分解 P • 使得 M ∼= Kerd0.

定理 3.2.2 [21] 假设 Λ 是一个正规三角矩阵代数, X 是一个 Λ- 模, 那么 X ∈ GP(Λ) 当且仅当

以下条件成立:

(1) 对每个 1 6 i 6 n− 1,
⊕n

k=i+1 ϕik(Bik ⊗Ak
Xk) → Xi 是单同态;

(2) 对每个 1 6 i 6 n , Xi 和 Xi/
⊕n

k=i+1 ϕik(Bik ⊗Ak
Xk) 是 Gorenstein- 投射 Ai- 模.
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当存在一个左 A- 模同构 AA ∼= D(AA), 此时有限维的代数 A 称作一个 Frobenius 代数, 其中

D := Homk(−, k), 参见文献 [23].

定义 3.2.1 对任意 i = 1, . . . , n,令 Ai 是一个具有单位元 ei 的 Frobenius代数. 对任意 1 6 i < j

6 n, 令 Bij 是一个 Ai-Aj- 双模满足 Bij 是有限秩的自由左 Ai- 模和有限秩的自由右 Aj- 模. 假设对

所有 1 6 i < j 6 n, 存在 Ai-Aj- 双模同构

HomAi(Bij , Ai)
∼= HomAj (Bij , Aj).

对所有 1 6 i < j 6 n, 令

Aij =

j−i−1⊕
l=0

⊕
i<k1<k2<···<kl<j

Bik1 ⊗Ak1
Bk1k2 ⊗ · · · ⊗Akl

Bklj , (3.3)

其中 l = 0 时约定表示直和项 Bij .

如果三角矩阵代数

Λ =



A1 A12 · · · A1n

0 A2 · · · A2n

...
...

. . .
...

0 0 · · · An


满足 (3.3)以及双模映射 µijq : Aij ⊗Aj Ajq → Aiq 为自然嵌入,则称 Λ为 Frobenius-型三角矩阵代数.

假设 Q = (Q0, Q1)是一个无圈的有限箭图,即 Q0 和 Q1 都是有限的. 令 j > i,如果存在从 j 到 i

的道路. 因为 Q 无圈, 则这个定义是合理的. 那么有 k(Q,A) ∼= Λ, 其中

Λ =



A11 A12 · · · A1n

0 A22 · · · A2n

...
...

. . .
...

0 0 · · · Ann


是一个正规三角矩阵代数. 因此, 每个广义路代数都可以看成一个三角矩阵代数通过定义 Aij 为由所

有从 j 到 i 的 A- 路生成的 k- 向量空间. 而 Bij 就是由所有从 j 到 i 的 A- 箭向生成的 k- 向量空

间. 事实上, A- 路可以看成自由 Ai-Aj- 双模, 所以, k(Q,A) 是一类特殊的正规三角矩阵代数, 且有

Aii = Ai. 表示 X = (Xi, φjk)i,j,k∈Q0 可以写成

X1

X2

...

Xn


φij

.

定义 3.2.2 对一个 Frobenius- 型三角矩阵代数 Λ, 称一个有限生成 Λ- 模 X 是局部自由的, 如

果 Xi 是自由 Ai- 模对所有 1 6 i 6 n 成立. 一个 Λ- 模 X 称作 τ - 局部自由, 如果 τk(X) 是局部自

由的对任意 k ∈ Z 成立. 特别地, X 称作不可分解 τ - 局部自由, 如果 X 不能写成两个非零 τ - 局部自

由 Λ- 模的直和, 这里 τ 是 AR- 函子.
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对于一个 Frobenius- 型三角矩阵代数 Λ, 令 C = (cij) ∈Mn(Z), 其中

cij =


2, 如果 i = j,

−rankAi(Bij), 如果 i < j,

−rankAi(Bji), 如果 i > j.

记 ci = dimk(Ai). 容易知道 cicij = cjcji = −dimk(Bij), 这意味着 C 是一个可对称化的 Cartan 矩阵.

定义一个 C 的二次型 qC : Zn → Z 满足对 x = (x1, . . . , xn)
T ∈ Zn, 有

qC(x) :=
n∑
i=1

cix
2
i −

∑
i<j

ci|cij |xixj . (3.4)

称一个 Cartan 矩阵 C 是 Dynkin 型, 如果 qC 是正定的. 作为对这类广义路代数的 Gabriel 定理,

我们有如下定理:

定理 3.2.3 [24] 对一个 Frobenius- 型三角矩阵代数 Λ, 以下结论成立:

(1) 不可分解 τ - 局部自由 Λ- 模的同构类的个数是有限的当且仅当 C 是 Dynkin 型的;

(2) 如果 C 是 Dynkin 型的, 那么映射 rank : X 7→ rank(X) 诱导了一个从不可分解 τ - 局部自由

Λ- 模的同构类的集合到二次型 qC(x) 的正根的集合的双射.

4 对非基本或非点 Hopf 代数的结构的应用

4.1 广义路余代数及其上 Hopf 代数结构的一个刻画

虽然代数和余代数是有对称性的结构, 很多性质和研究思想都有对称意义下的类似性. 但由于余

代数和余表示结构特有的局部有限性, 因此, 余代数及其余表示的研究在方法上有比代数和表示更易

把握的有益的一面, 这也是很多代数研究者关注余结构的原因. 在这个意义上, 我们同样有必要引入

并考虑广义余代数和余表示的结构, 这方面, 文献 [25] 引入并做了初步的研究.

设 Q = (Q0, Q1) 是一个箭图, S = {Si | i ∈ Q0} 是余代数 Si 构成的集合, 其中下标是 Q 的顶点,

Si 的余乘法记为 ∆i, 余单位记为 εi.
∪
i∈Q0

Si 中的元素叫作长度为 0 的 S- 路, 且对每个 n > 1, 一个

长度为 n 的 S- 路是 a1β1a2β2 · · · anβnan+1, 其中 (s(β1)|β1 · · ·βn|e(βn)) 是 Q 中长度为 n 的路, 对每

个 i = 1, . . . , n, ai ∈ As(βi), an+1 ∈ Ae(βn).

现在考虑 R 是由箭图 Q 中所有 A- 路为基生成的 k- 向量空间模去由形如

a1β1 · · ·βj−1(a
1
j + · · ·+ amj )βjaj+1 · · ·βnan+1 −

m∑
ℓ=1

a1β1 · · ·βj−1a
ℓ
jβj · · ·βnan+1

的元素生成的子空间所得到的商, 其中 (s(β1)|β1 · · ·βn|e(βn)) 是 Q 中长度为 n 的路, 对每个 i = 1,

. . . , n, ai ∈ Ss(βi), an+1 ∈ Se(βn); 对 ℓ = 1, . . . ,m, 有 aℓj ∈ Ss(βj). 现在在 R 中定义以下余乘法和余单

位, 给定 a1β1 · · ·βnan+1, 定义

∆(a1β1 · · ·βnan+1) =
n+1∑
i=1

a1β1 · · · ai−1βi−1a
′
i ⊗ a′′i βiai+1 · · · anβnan+1.
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特别地, 对 ai ∈ Si, i ∈ Q0, 有 ∆(ai) = ∆i(ai) = a′i ⊗ a′′i . 定义余单位

ε(p) =

0, 如果 p 的长度大于 0,

εi(p), 如果对某个 i ∈ Q0, 有 p ∈ Si.

这个余代数称为 Q 的 S- 路余代数, 记作 kC(Q,S).
李方和刘公祥 [25] 给出了广义路余代数的一些基本性质,解决了正规广义路余代数的同构问题.对

于满足 CodimC0 6 1的余代数 C,他们证明了对偶Wedderburn-Malcev定理成立. 作为广义路余代数

的一个应用, 他们推广了点余代数的对偶 Gabriel 定理.

定理 4.1.1 [25] 设 C 是一个余代数满足 CodimC0 6 1. 假定我们将余根写成 C0 =
⊕

i∈Λ Si, 每

个 Si 是单余代数. 如果 C1/C0 作为 C0- 双余模是 C/C0 的直和项, 则

(i) 存在余代数的嵌入 ψ : C ↪→ CoTC0(C1/C0);

(ii) (广义对偶 Gabriel 定理) 设 Q = (Q0, Q1) 是 CoTC0(C1/C0) 的箭图, C = {Si | i ∈ Λ}, 存在余
代数嵌入 φ : C ↪→ k(Q, C) 使得 φ(I1) ⊆ k(Q1, C), 其中 I1 = I ∩ C1.

设 G 是一个有限群, D 是 G 的所有共轭类的集合. 由文献 [26] 知, 群 G 的分歧数据 r 是一组数

r = (rD)D∈D ∈ ND. 对应 (G, r) 的 Hopf 箭图 Q = Q(G, r) 定义如下:

(i) Q0 = {vg}g∈G;
(ii) 对任意 x, y ∈ G, 如果 yx−1 ∈ D, 其中 D ∈ D, 则有 rD 个从 vx 到 vy 的箭向.

对偶地, 我们有同样重要的覆盖箭图的概念, 即设 G 是一个有限群, W = (w1, w2, . . . , wn) 是 G

中元素的序列. 称 W 是一个权序列, 如果对任意的 g ∈ G, 序列 W 和 (gw1g
−1, gw2g

−1, . . . , gwng
−1)

在置换下是相同的. 特别地, W 在共轭作用下封闭. 定义一个箭图, 记为 ΓG(W ), 它的顶点集为集合

{vg}g∈G, 箭向由

{(ai, g) : vg−1 → vwig−1 | i = 1, 2, . . . , n, g ∈ G}

给出. 称这个箭图为覆盖箭图 (关于权序列 W ).

文献 [27] 给出了正规广义路余代数 kC(Q, C) 上具有 Hopf 代数结构的刻画, 即如下的定理:

定理 4.1.2 [27] 设 kC(Q, C) 是一个正规广义路余代数, 则以下三条等价:

(i) Q 是某个 (G, r) 的 Hopf 箭图使得 kC(Q0, C) 是 G- 型的;

(ii) kC(Q0, C)是 Q0-封闭的使得 kC(Q1, C)有一个 kC(Q0, C)-Hopf双模结构,其中模结构是 C-箭
向稳定的, 余模结构满足对任意 x ∈ kC(Q1, C), 有

δL(x) :=
∑
(x)

(x′)0 ⊗ x′′, δR(x) :=
∑
(x)

x′ ⊗ (x′′)0;

(iii) kC(Q, C) 有一个分次 Hopf 代数结构, 它是按路的长度分次的, 具有 Q0- 封闭余根和 C- 箭向
稳定的乘法.

因此,只要上述三个条件中任意一个条件成立,我们就有 kC(Q, C)上的一个 Hopf代数结构,记为

kHC (Q, C).

4.2 非基本或非点 Hopf 代数的分类的一个设想

利用上面覆盖箭图的概念, 文献 [28] 证明了下面的定理:
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定理 4.2.1 [28] 设 H 是一个有限维基本 Hopf k-代数,则存在一个有限群 G以及 G的一个权序

列 W = (w1, w2, . . . , wn), 使得 H ∼= kΓG(W )/I 对某个容许理想 I 成立.

至今, (有限维) Hopf 代数的分类研究的成熟的方法还限于基本 (basic) Hopf 代数的情形. 对于非

基本 Hopf代数, 事实上还没有系统的有效方法. 其中一个困难在于如何有效构造非基本 Hopf代数的

一些类, 而上面的 kHC (Q, C) 给出了一类非基本 Hopf 代数的构造方法. 在此, 我们基于广义路 (余) 代

数已获得的结果, 试图来给出一个可能的规划 (programme) 如下.

有限维非基本 (对偶地, 非点) Hopf 代数的分类的一个设想:

(1) 与定理 4.1.2 对偶地, 用 (广义) 覆盖箭图的方法, 给出正规广义路代数具有 Hopf 代数结构的

等价刻画;

(2) 对于一个有限维非基本 Hopf 代数 H, 利用定理 4.2.1 及其方法, 以及 (1) 的结论,

(i) 获得了一个 (广义) 覆盖箭图 ΓA
G(W ), 并以此得到一个具有 Hopf 代数结构的广义路代数

k(ΓA
G(W ),A),

(ii) 尝试将定理 4.2.1 改进到 H 上, 从而使得 H 成为一个商代数 k(ΓA
G(W ),A)/I;

(3) 利用 (2) 对 H 的商代数表达, 尝试对有限维非基本 Hopf 代数 H 进行分类刻画.

对偶地,

(2)dual 对于一个有限维非点 Hopf 代数 H, 利用定理 4.1.1 及其方法, 以及定理 4.1.2 的结论,

(i) 获得一个 (广义) Hopf 箭图 LC
G(Q) 并以此得到一个具有 Hopf 代数结构的广义路余代数

k(LC
G(Q), C),
(ii) 尝试将定理 4.1.1(ii), 即广义对偶 Gabriel 定理, 改进到 H 上, 从而使得 H 嵌入成为 Hopf 代

数 k(LC
G(Q), C) 的子余代数;

(3)dual 利用 (2)dual 将 H 的子余代数嵌入, 尝试对有限维非点 Hopf 代数 H 进行分类刻画.

上面 (3)dual 的规划,可以看作试图对刘公祥与合作者在文献 [29–32]中给出的对有限维基本 Hopf

代数的分类方法在 “非基本” 情形下的推广.

5 与丛代数相关的广义路代数结构

5.1 丛代数

定义 5.1.1 一个矩阵 B = (bij) ∈Mn(Z) 称作可斜对称化矩阵, 如果存在一个对角矩阵

D =



d1 0 · · · 0

0 d2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · dn


,

其中 di ∈ N (1 6 i 6 n), 使得 DB 是斜对称矩阵, 即满足 (DB)T = −DB. 此时, 称 D 是可斜对称化

矩阵 B 的一个斜对称化子.

当 B 是一个斜对称矩阵时, 我们可将其对应一个箭图 Q(B), 箭图 Q(B) 对应 B 行 (列) 指标, 若

bij > 0, 则在 Q(B) 中有 bij 条从顶点 i 到顶点 j 的箭向; 若 bij < 0, 则在 Q(B) 中有 −bij 条从顶点 j

到顶点 i 的箭向.
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定理 5.1.1 设 Q 为不含长度小于等于 2 的圈的箭图, 则 B 7→ Q(B) 定义了一个从斜对称整数

矩阵集到 Q 的一个双射.

定义 5.1.2 设 F 是一个带有 n 个独立变元的有理函数域, 二元组 (X,B) 称为 F 上的一个种
子, 如果

(i) X = (x1, . . . , xn), 使得 {x1, . . . , xn} ⊆ F 在 Z 上代数无关;

(ii) B 是一个 n 阶可斜对称化矩阵.

此时, 称 X 为一个丛 (cluster), X 的各个分量称为丛变量, B 称为一个换位矩阵.

特别地, 当 B 是斜对称矩阵时, 我们通常将种子 (X,B) 记为 (X,Q(B)).

定义 5.1.3 设 F 是一个带有 n 个独立变元的有理函数域, (X,B) 是 F 上的一个种子, 对

t ∈ {1, 2, . . . , n}, 定义 (X,B) 沿 t 方向上的变异 (mutation) µt(X,B) =: (X ′, B′):

x′i =


xi, 如果 i ̸= t,∏

bit>0 x
bit
i +

∏
bit<0 x

−bit
i

xt
, 如果 i = t,

(5.1)

b′ij =


−bij , 如果 i = t 或者 j = t,

bij +
|bit|btj + bit|btj |

2
, 其他.

(5.2)

显然, F 上种子 (X,B) 沿 t 方向的变异 µt(X,B) 仍为 F 上的一个种子.

由定义易知变异是一个对合, 即 µtµt(X,B) = (X,B).

当种子取成 (X,Q)时,它在沿 t方向的变异 µt(X,B) = (X ′, Q′),其中 X ′ = X \ {xt} ∪ {x′t}且 x′t

通过换位关系 (exchange relation) xtx
′
t =

∏
α:i→t xi +

∏
α:t→i xi 得到, Q′ 由 Q 经过以下变化得到:

(1) 如果在 Q 中存在路 i→ t→ j, 则增加一个从 i 到 j 箭向;

(2) 改变 Q 中所有与 t 相连的箭向的方向;

(3) 去掉 Q 中长度为 2 的圈.

定义 5.1.4 丛代数 A := A(X,B) 是指由所有从初始种子做变异得到的种子的丛变量生成的 F
的子代数.

5.2 广义路代数的变异

对一个广义路代数 k(Q,A), 其中 Q 为不含长度小于等于 2 的圈的箭图, A = {Ai | i ∈ Q0}. 设
Q0 = {1, . . . , n}, Ai 是有限维代数, 记 dimk(Ai) = di. 定义一个矩阵 C = (cij)n×n, 其中

cij =


dijΩij
di

, 如果存在箭向 i→ j,

−dijΩij
di

, 如果存在箭向 j → i,

0, 其他,

(5.3)

其中 dij 表示 di 与 dj 的最小公倍数. Ωij 表示顶点 i 与 j 之间箭向的个数. 显然, dicij = −djcji. 所
以, C 是一个可斜对称化矩阵.

对每个 i ∈ Q0, 取 Ai = kdi , 即 di 个 k 的直和, 则上面的可斜对称化矩阵 C 是唯一确定的. 由定

理 2.3.1 有以下推论:
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推论 5.2.1 k(Q,A) 为一个广义路代数, 取 Ai = kdi 对 i ∈ Q0, 有同构 k(Q,A) ∼= kΓ, 其中 Γ 是

一个箭图, 顶点 Γ0 = {iti | i ∈ Q0, ti = 1, . . . , di}, 箭向

Γ1 = {iti → jtj | i→ j ∈ Q1, ti = 1, . . . , di, tj = 1, . . . , dj}.

显然, 若 Q 是一个无圈箭图, 则 Γ 也是无圈的. 定义矩阵 B(Γ) := (bij), 其中

bij =


Ωij , 如果 Γ 中存在箭向 i→ j,

−Ωij , 如果 Γ 中存在箭向 j → i,

0, 其他.

(5.4)

注 5.2.1 为了方便讨论, 记 Γ 的顶点集指标为 {Ik | k ∈ Q0}, Ik = {k1, . . . , kdk}.
由上面的定义, 给定一个广义路代数 k(Q,A), 取 Ai = kdi , 则有唯一一个对应的可斜对称化的矩

阵 C, 有一个同构的路代数 kΓ, 记其对应的斜对称矩阵为 B.

定义 5.2.1 给定一个广义路代数 k(Q,A), 取 Ai = kdi (i ∈ Q0). 对 t ∈ Q0, 定义

µt(k(Q,A)) = k(Q′,A),

其中 Q′ 由 Q 经过以下变化得到:

(1) 如果在 Q 中存在箭向 i→ t 和 t→ j, 则增加 dt 个从 i 到 j 的箭向;

(2) 改变 Q 中所有与 t 相连的箭向的方向;

(3) 去掉 Q 中长度为 2 的圈.

则 µt(k(Q,A)) 称为 k(Q,A) 在点 t 的变异.

定义 5.2.2 [33] 称一个可斜对称化矩阵是强本原的 (strongly primitive), 如果它的斜对称化子是

两两互素的.

定理 5.2.1 给定一个广义路代数 k(Q,A), 取 Ai = kdi (i ∈ Q0), 它对应的可斜对称化矩阵为 C.

若 C 是强本原的, 则

(1) µt(k(Q,A)) 对应的可斜对称化矩阵为 µt(C);

(2) 若 k(Q,A) ∼= kΓ, 则 µt(k(Q,A)) ∼= k(µt1 · · ·µtdt (Γ)).

证明 (1) 设 µt(k(Q,A)) 对应的矩阵为 C ′ = (c′ij), Ωij 为 Q 中顶点 i 与 j 之间箭向的个数. 由

定义知,

Ωij =

Ωij , 如果 i = t 或者 j = t,

|Ωij ± dtΩitΩtj |, 如果存在箭向 i→ t, t→ j,
(5.5)

这里加或减取决于顶点 i 与 j 之间箭向的方向.

因为 C 是强本原的, 所以,

dtΩitΩtj = dt ×
|dicit|
dit

× |dtctj |
dtj

=
|citctj |
dj

.

因此,

c′ij =


−cij , 如果 i = t 或者 j = t,

cij +
|cit|ctj + cit|ctj |

2
, 其他.

(5.6)
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所以, µt(k(Q,A)) 对应的可斜对称化矩阵为 µt(C).

(2) 设 Γ 对应的斜对称矩阵为 B, 因为 µt1 · · ·µtdt (Γ) 对应的斜对称矩阵为 µt1 · · ·µtdt (B), 由变异

的定义, 有 µts(B) = (b′ij), 其中

b′ij =


−bij , 如果 i = ts 或者 j = ts,

bij , 如果 i ∈ It \ ts 或者 j ∈ It \ ts,

bij +
|bits |btsj + bits |btsj |

2
, 其他.

(5.7)

根据计算易知 µt1 · · ·µtdt (B) = (b′′ij), 其中

b′′ij =


−bij , 如果 i ∈ It 或者 j ∈ It,

bij +
dt(|bits |btsj + bits |btsj |)

2
, 其他.

(5.8)

由 (1) 知, µt(k(Q,A)) 对应的可斜对称化矩阵为 C ′ = µt(C), 所以, 要证

µt(k(Q,A)) ∼= k(µt1 · · ·µtdt (Γ)),

只需证 b′′ij =
dpc

′
pq

dpq
对所有 p, q ∈ Q0, i ∈ Ip, j ∈ Iq 成立.

由 C ′ 的定义知, 只需验证当 p ̸= t 和 q ̸= t 时, b′′ij =
dpc

′
pq

dpq
成立.

因为 C 是强本原的, 所以有 dij = didj 对任意 i, j ∈ Q0 成立. 这时,

b′′ij = bij +
dt(|bits |btsj + bits |btsj |)

2

=
dicij
dij

+
dtdidts(|bits |btsj + bits |btsj |)

2ditsdtsj

=
dp(cpq +

|cpt|ctq+cpt|ctq|
2 )

dpq

=
dpc

′
pq

dpq
.

所以, µt(k(Q,A)) ∼= k(µt1 · · ·µtdt (Γ)) 成立.

5.3 一类广义路代数决定的丛代数的加法范畴化

丛范畴由 Buan 等 [34] 于 2006 年提出. 他们构造了一个新的范畴 C, 它是域 k 上一个有限维遗传

代数 H 的模范畴的有界导出范畴的商范畴.

设H 是域 k上一个有限维遗传代数. 记mod(H)为有限生成模范畴.记 D = Db(H)为mod(H)的

有界导出范畴,记其平移函子为 [1]. 定义函子 F = τ−1[1],其中 τ 是 D 中的 AR-变换.定义 C = D/F ,
称其为 H 的丛范畴.

Caldero 和 Keller [35] 证明了在无圈情形下丛代数 A(X,Q) 的丛变量与 kQ 的丛范畴 C 的不可分
解刚性对象之间有一一对应关系. 这个对应关系诱导出了丛代数 A(H) 的丛与丛范畴 C 的基本倾斜
对象之间有一一对应关系.由此解决了重数定理、分母定理, 以及丛代数的交换图上的一些猜想. 所以

有以下引理:

1611



李方等: 广义路代数及其在表示论中的意义

引理 5.3.1 [36] 对一个无圈箭图 Q,丛代数 A(X,Q)的非初始丛变量与路代数 kQ的不可分解刚

性模的同构类是一一对应的,并且不可分解刚性模的维数向量对应于非初始丛变量表示成初始变量时

的分母中 xi 的指数.

事实上,对一个广义路代数 k(Q,A),其中 Q是无圈箭图,对任意的 i ∈ Q0,有 Ai = kdi . 其对应的

可斜对称化矩阵为 C. 若 C 是强本原的,且 k(Q,A) ∼= kΓ,则箭图 Γ对应的矩阵为 B,由定义知 B是 C

的一个展开 (unfolding).

引理 5.3.2 [37] 通过把 yip 映到 xi, 其中 i ∈ Q0, p = 1, . . . , di, 丛代数 A(X,C) 可以看成丛代数

A(Y,B) 的商代数的子代数.

定理 5.3.1 令广义路代数 k(Q,A)的 Q是无圈箭图,且对 i ∈ Q0,有 Ai = kdi . 假设 k(Q,A)对

应的可斜对称化矩阵为 C, 其对应的丛代数为 A(X,C). 若 C 是强本原的, 则存在一个嵌入映射

π : {A(X,C) 的非初始丛变量} ↪→ {k(Q,A) 上不可分解局部自由刚性模}.

证明 回顾一个 k(Q,A) 模 X = (Xi, Xα)i∈Q0,α∈Q1 是局部自由的, 如果对任意 i ∈ Q0, Xi 是自

由的 Ai 模.

因为我们有代数同构 k(Q,A) ∼= kΓ, 所以, kΓ 的表示范畴与 k(Q,A) 的表示范畴是同构的. 因为

Ai = kdi , 易知这个同构是把在顶点 i1, . . . , idi 上的 k- 向量空间取直和变成 Ai- 模 Xi, 记这个函子为

F : Rep(kΓ) → Rep(k(Q,A)),

则对 Y ∈ Rep(kΓ) 要使 F (Y ) 是局部自由的, 只需对每个给定的 i ∈ Q0, Yip (p = i1, . . . , idi) 有相同的

维数.

由引理 5.3.1 和 5.3.2, 我们可以把 A(X,C) 的丛变量 xi 映到 F (
⊕di

p=1 Yip), 其中 Yip 表示丛代数

A(Y,B) 中的丛变量 yip 对应的不可分解刚性 kΓ- 模. 由计算可知 F (
⊕di

k=1 Yik) 是局部自由的. 显然,

对 i ̸= j, xi 与 xj 对应的模不同构. 所以, 这就建立了一个从集合 {A(X,C) 的非初始丛变量} 到集合
{k(Q,A) 中不可分解局部自由刚性模} 的一个嵌入映射.

注 5.3.1 (i) 定理 5.3.1 与引理 5.3.1 一样, 不能把初始变量对应过去, 是因为这个对应是把模

的维数向量对应到非初始丛变量用初始丛变量表示时的分母中的初始丛变量的指数 (即分母向量),所

以, 初始丛变量本身没有对应的模.

(ii) 定理 5.3.1 中, π 不是满射是因为证明中把丛变量 yip 映射到 xi 时有一些 A(Y,B) 丛变量在

A(X,C) 中没有对应.

设 C 是一个可斜对称化矩阵, 令 A(C) = (aij), 其中

aij =

2, 若 i = j,

−|aij |, 若 i ̸= j.

称 A(C) 为 C 对应的 Cartan 矩阵, 则有以下结果:

引理 5.3.3 [38] 丛代数 A 是有限型的当且仅当存在 A 中的一个种子 (X,C), 使得 A(C) 是有限

型 Cartan 矩阵, 且 A 中非初始的丛变量与 Cartan 矩阵对应的根系的正根一一对应.

因为在无圈的情形下广义路代数是特殊的正规三角矩阵代数, 所以由定理 3.2.3 有如下引理.

引理 5.3.4 令广义路代数 k(Q,A) 的 Q 无圈, 且对 i ∈ Q0, 有 Ai = kdi , 那么, 以下结论成立:
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(1)不可分解 τ -局部自由 k(Q,A)-模的同构类的个数是有限的当且仅当其对应的 Cartan矩阵 A

是 Dynkin 型的.

(2) 如果 k(Q,A)- 对应的 Cartan 矩阵 A 是 Dynkin 型的, 那么映射 rank : X 7→ rank(X) 诱导出

一个从不可分解 τ - 局部自由 k(Q,A)- 模的同构类的集合到 A 的所有正根的集合的双射.

定理 5.3.2 令广义路代数 k(Q,A) 的 Q 无圈, 且对 i ∈ Q0, 有 Ai = kdi , 其对应的可斜对称化

矩阵为 C. 若 C 对应的丛代数 A(X,C) 是有限型的, 则存在 A(X,C) 的非初始丛变量与 K(Q,A) 中

不可分解局部自由刚性模的一一对应.

证明 由上面两个引理直接可得,并且这个非初始丛变量的分母就由 k(Q,A)中不可分解局部自

由刚性模的秩向量给出.

注 5.3.2 因为在有限型的情形下, C 始终是强本原的, 所以, 定理 5.3.2 的条件是定理 5.3.1 的

条件的特殊情形, 但是定理 5.3.2 的结论是一一对应, 比定理 5.3.1 的结论只是嵌入要强.
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Abstract In 2000, Shaoxue Liu and Coelho introduced the concept of generalized path algebras in order to
make a more direct characterization of the structure and representations of algebras. Over the following decade,
the method for generalized path algebras received some developments and applications. This article is a summary
and demonstration in this respect. Firstly, we give an introduction to structures and representations of generalized
path algebras and some related notions, such as triangular matrix algebras, etc. We show the characterization
of generalized path coalgebras with Hopf structures and then suggest a programme for classification of non-basic
(resp. non-pointed) Hopf algebras by generalized path (co-)algebras. We also define the mutation of generalized
path algebras and then investigate the additive categorification of cluster algebras determined by a class of
generalized path algebras.
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