
!""#

!

$

%

"

!&

#

$

%

"

!

$

%%%%%%%%

国际著名应用数学和力学家、教育家和

社会活动家，中国科学院和波兰科学院院

士、上海大学校长钱伟长先生今年已
'(

岁

高龄。钱老在其大半个世纪的学术生涯中，

与时俱进，不断创新，成就卓著，在科研和育

人上都做出了突出的贡献，使他早已成为公

认的我国近代力学的奠基人之一)&*!+。不仅如

此，钱老还是世界奇异摄动理论当之无愧的

奠基人之一，这个结论是笔者在
(

年前应美

国弗吉尼亚州立理工大学高扬教授之邀为

其主编的《献给钱老
'"

寿辰》专集 )&+撰写的

一祝文时郑重宣布的。为此，我曾用近
,

个

月的时间集中对大量有关文献进行了深入

的领会、分析对比，并对时序做了仔细的考

证。下面着重介绍钱老在这方面的主要成

就。

&-%

摄动理论

&$&%%

正则摄动理论

&'(.

年钱老创建了以中心挠度 （与板

厚
/

之比）
0

1

为摄动参数作渐近展开的摄

动解法，第一次成功地求得了园薄板大挠度

234-567164

非线性微分方程的级数解。此法

有下列几个创新特点：

（
&

）与通常都选已知参数为摄动参数的

惯例相反，本文所选的摄动参数
0

1

本身是

未知的。这样做的优越性是显著改善了级数

的收敛性。为了说明这一点，让我们分析挠

度
0

的展开式：

科学家
!"#$%&#'&'

钱伟长
———我国近代力学

和国际奇异摄动理论的奠基人

刘高联 8

（上海大学应用数学和力学研究所 上海
!""".!

）
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对于周边为固夹和简支的情况，利用中心点

（η＝１）处的边界条件，可立即由（&）式得知，

在中心点有
'(&)*'

+

。可见，在中心点上，无

论
'

+

多大，展开式（
&

）只存在第一项（线性

项），其它所有
'

+

的高次项都消失，这说明

选取
'

+

为摄动参数是非常明智的，它使渐

近展开式有很好的收敛性。如果按
,-./0.1

（
&23&

）改选无量纲外载压力参数
4

为摄动

参数，则挠度的摄动展开式将是：

对于周边简支的情况，在中心处有：νｉ牗１牘≠０，

牗ｉ＝０牞１牞２……牘因而 '

同
4

是非线性关系，这

正体现大挠度下的几何非线性。显然，展开

式（
!

）的收敛性就比钱老的展开式（
&

）差。本

方法在前苏联被广泛引用，并被称为钱氏摄

动法。

（
!

）钱老选的摄动参数
'

+

根本就不出

现在
56.789:+9.

大挠度方程及边界条件

中。这使我们想到它同人工参数摄动法很类

似，但通常人工参数并无物理意义，而钱老

引入的参数
'

+

却具有鲜明的物理意义。

（
3

）钱氏摄动法的结果也可以用下列重

整化法得到：先按
,-./0.1

（
&23&

年）以
4

为

摄动参数求得（
!

）式，以 η＝１代入，得到 ｗｍ

的展开式，然后对它进行反演，即可得到

将它代入（
!

）式消去
4

，即得钱法的展开式

（
&

）。

（
;

）我们也可以把（
!

）式看成是应用参

数变形法的结果，不过，为了得到钱法的结

果，还必须对（
!

）式反演出（
3

）式和（
&

）式。因

此，钱老的摄动法应看作“参数变形法的反

演”。

钱氏摄动法的上述特点 （尤其是第⑴、

⑵点）大大拓广了人们选择摄动参数的眼界

和技巧，充分体现了钱老突出的创造性，使

摄动法的研究推进了一大步，其结果同

</=>0:?6.@7AB+C0:D

和
E05F

（
&2;!

年）的实

验数据非常吻合。

&$!77

奇异摄动理论

当板壳挠度非常大时，上述摄动解会遇

到收敛的困难，钱老接着于
&2;G

年又深入

研究了在这种情况下固夹园薄板受均布负

荷的问题，即后来称作奇异摄动问题的典型

类型之一。他首先发现这里存在边界效应

（类似于流体边界层），在板的外边界狭小邻

区内，挠度
'

的变率很大，传统的（正则）摄

动法失效，为了看清那里的变化，他提出使

用“放大镜”，即引用新的放大坐标 β，把渐

近解分解成两部分之和，例如将挠度
'

写

成：

其中
H

是以原坐标 η和负荷参数 τ（与 4

&I3

成比）表示的外区挠度，
J

则是用放大的新

坐标 β和 τ表示的边界层内挠度修正项，H

和
J

都被展成τ的级数。首先对外区展开，

用η＝０处边界条件得外区摄动解 H

，其中第

一项就是
K0./LF

的薄膜解；接着将（
;

）式代

入微分方程，再利用η＝０处边界条件可得边

界层内区的修正展开式，而合成展开式（
;

）

就是在全区内都适用的渐近解。这就是钱老

首创的合成展开法，它比
=:9.M1N

的匹配展

开法在构思上和数学技巧上都有显著的突

破和创新，而且非常有效，其结果同实验非

常吻合。国际上类似的方法 （例如
O$ %

P:6+C0:D

）到
&2Q#

年以后才出现，即比钱法

至少迟了
G

年。

众所周知，边界层型的奇异摄动理论起

源于
&2"Q

年
=:9.M1N

的匹配渐近展开法，后

来的发展主要有：
&2;G

年钱氏的合成展开

法，
&2;2

年
E-D>1>-NN

（或
=E8

法）变形坐标

法，
&2#;

年
,9.%RFL0

的高阶匹配原则。显

'*ν０牗η牘·ｐ＋ν１牗η牘·ｐ３＋ν２牗η牘·ｐ５＋…… 牗２牘

'*'

&

Sη牘·'ｍ＋'3

Sη牘·'ｍ＋ｗ５Sη牘·'ｍ＋……牗１牘3 Q

'*HSη@τ牘＋Ｇ牗β牞τ牘 牗４牘

4*α１ｗｍ＋α２ｗｍ＋α３ｗｍ＋…… 牗３牘3 Q

()*
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然，其中钱法提出最早，因此，钱老应当是

'()*+,-

之后最早对奇异摄动理论做出突出

贡献的科学家。应当指出的是：
./01,1/--

法

只宜用于双曲型方程 （他本人也承认这一

点），而钱法至少对椭圆型方程（例如薄板问

题）是有效的。

此外，前苏联学者
.23,4(*/5

等于
&678

年提出了边界层修正法，并得到广泛应用，

但我们不难发现，其基本思想同钱氏的合成

展开法非常相似，但比钱法已晚了
6

年！

&697

年，钱老同陈山林合作又对合成

展开法进行了下列改进：①改用薄板中心挠

度
:

;

为摄动参数，从而大大提高了收敛速

度；②所有边界条件都在各级近似中满足，

并改进了结果的可靠性。

&6<8

年钱老在求解超声速锥体绕流问

题时，以
=)(;)*>?@@(4

的线化解为一次摄

动解，求得了以锥角ε及其下列组合为摄动

参数的渐近级数解。

一般讲，要找出（
7

）式这样的参数组合

是 很 不 容 易 的 ， 但 钱 老 巧 妙 地 通 过

=)(;)*>?@@(4

线化解的展开式找到了它

们。接着，将它们看成
#

个具有不同尺

度的参数（依次记作 λ１，λ２，……，λ６），

将未知解φ展成多重尺度λｉ的级数。

可以看出，该方法同后来（
&6#!

年）
?)1@*A

首先提出的 “多重尺度法”

基本思想十分类似，不同的是钱老利用

了多重尺度的摄动参数，而不是多重尺

度的坐标，所以钱法可称为“参数多重

尺度法”。

由上述事实和分析雄辩地证明，钱

老不论对奇异摄动理论，而且对薄板大

挠度理论都做出了世界领先的重大贡

献，是世界奇异摄动理论当之无愧的主

要奠基人之一。这项成果曾获国家自然科学

奖二等奖（
&677

年）。

!%%

弹性板壳统一的内禀理论

&6<&

年以前，弹性板壳理论中采用了

各种各样的近似简化条件，割断了同三维弹

性力学理论的联系，局面相当混乱，很难对

它们的合理性和准确性做出统一的对比和

评价。例如，不但把板与壳分开处理，而且薄

壳也按其几何形状不同而采取不同的近似

方法处理。一般都是从板壳的二维单元出

发，建立其宏观内力素的平衡方程，再采用

=/(B11@CC>.@D4%E

条假设来决定内力素同中

面应变的关系，从而导出
E

个未知中面位移

分量应满足的
E

个平衡微分方程。钱老早就

对这些近似板壳理论深感不满，并于

&6E9

—
&6E6

年在国内时即已开始对此问题

进行了全面的革新研究。他首次应用微观应

力应变关系将三维弹性力学平衡方程改写

成以应变张量来表示的形式，同时，采用拖

带坐标系（
F

"

G%F

&

H%F

!）（其中
F

&与
F

!为中面上

的高斯坐标系，而
F

"则与中面正交
I

，通过张

量分析，导出了以中面拉伸张量
Jαβ（α，βK&，

!

）和弯曲张量
Lαβ来表示的 E

个平衡方程和

E

个协调方程，从而建立了板壳精确的微观

ε２牞ε４牗ｌｇ２ε牘牞ε
４牞ε６牗ｌｇ２ε牘

２牞ε６牗ｌｇ２ε牘牞ε
６ 牗５牘

钱伟长———我国近代力学和国际奇异摄动理论的奠基人

!"!

１９５６年钱伟长在北京接受波兰科学院院士证书
（左起：郭沫若、钱伟长、波兰大使）
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通用内禀理论。

当钱伟长第一次进谒（
&'("

年
'

月）其

导师
)*+,-

时，发现他们两人都在研究同一

个问题，只不过
)*+,-

研究的是板壳宏观内

禀理论，即导出用板壳各内力素（内力和内

力矩）张量表示的（宏观）平衡方程。按照

)*+,-

的建议，这两种内禀理论被合写成一

篇论文，发表在
./+%01231+%#"

寿辰祝贺文

集中。值得特别指出的是该文集只收编了

!&

篇论文，其作者（共
!#

人），除年仅
!'

岁

的钱伟长外，都是当时世界权威学者（其中

有
4$% 56+78-6+9% ./+%:-;31++9% ./+%<67-79% =$

>/;21+8

和
)$%?63/7@-+A/

等），这大大激励

了钱伟长攀登科学高峰的勇气和信心。这篇

文章发表后，颇受学术界的重视，例如荷兰

力学家
=;88-+

教授对它做了高度评价。在

上世纪
B"

—
#"

年代，这篇文章曾多次被美

国和前苏联等国的学者（如
5$C$%=-6779%D$<$%

<;7@8;26

和
4$)$%E/F362

等）引用。

随后（
&'(!

年）
9

钱老在其博士论文中继

续深化和发展了他的微观内禀理论，主要贡

献有：①按板壳厚度和曲率的量级分析来进

行系统分类，得到不同精度的
&!

类薄板和

GB

类薄壳问题，它们各由
#

个方程 （含
Hαβ

和
Iαβ）所描述。它们不但包涵了常见的小挠

度方程和一些已知的大挠度方程，而且还含

有不少很具有实用价值的新方程，其中尤以

扁壳方程最为重要，它和圆柱壳方程一起被

广泛称为“钱伟长方程”。②将三维微观平衡

方程沿板壳厚度进行积分，就导得了以内力

素表示的宏观平衡方程，从而把
)*+,-

的宏

观理论和钱老的微观理论完全统一了起来。

#

年以后（
&'(J

年），
>$% ?2;-7K-FF

才独立完

成了内容相似的文章。③对板壳的边界效应

做了深入分析，其后来在
#"

年代推动了不

少有关三维理论的边界效应问题的研究，其

中包括著名的
4$5$%L2--+9%5$%=-677+-2%

和
M$%

>6N1F1

等人的工作。

总之，钱老的板壳内禀理论是国际上首

次建立的严格、统一和精确的理论，它将板

壳理论推进到一个新的发展阶段。上述论文

曾经是美国
!"

世纪
("

—
B"

年代应用力学

研究生的必读文献，他的贡献对以后的研究

工作有很大影响。甚至
4$>$%526+,-+

在开始

进行理性力学的开创性工作时，也从钱老的

板壳内禀理论中得到过启迪。

G%%

广义变分原理与有限元法

早在
&'#(

年钱老就提出了建立广义变

分原理的系统性方法，他从弹性力学的势能

原理和余能原理出发，利用
C1,21+,-

乘子

法把变分约束并入变分泛函中，接着由泛函

的驻值条件来唯一地识别乘子，从而严格地

导出了广义变分原理，于是彻底改变了此前

只能靠先验的凑合法来建立广义变分原理

的落后面貌。这个方法具有通用性，并不限

于弹性力学，无疑对广义变分原理的发展是

一个重要的贡献。遗憾的是该文投给《力学

学报》后，因审查人对
C1,21+,-

乘子法的误

解而未能发表。后来
E17@6O;

（
&'#J

）和

P6-+A6-Q6NO

（
&'RR

）才对此作了论述，但比钱

文已晚了很多年。
&'R'

年改革开放后，钱老

才得将该文正式发表，并因此获国家自然科

学奖二等奖（
&'J!

）。

钱老于
&'JG

年又发现，例如，当采用

C1,21+,-

乘子法试图从
D-FF6+,-2S=-677+-2

变分原理推导出广义变分原理时，乘子被识

别恒等于零，从而无法消除应力应变约束，

也就不能建立广义变分原理，他称这种现象

为临界变分状态，并为消除这种现象而创出

了“高阶
C1,21+,-

乘子法”，从而成功地把

D-FF6+,-2S=-677+-2

变分原理和
D;SE17@6O;

广义变分原理推广成相应的更普遍的广义

变分原理。这是钱老对广义变分原理做出的

另一突破性贡献。

()*
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年钱老在非线性 （物理的

和几何的非线性）弹性力学的变分原理研究

方面又取得了重要成果：①首次建立了大位

移非线性弹性力学的余能驻值原理，这是一

个公认的难题。②运用上述高阶乘子法，成

功地建立了广义变分原理族。

此外，钱老还在流体力学和磁场理论中

的变分原理方面得出了新的成果。例如他在

适当的简化约定下，应用加权余量法建立了

粘性流体
*+,-./01234.5

方程的广义变分原

理和极值功率消耗原理；建立了三维各向正

交异性非线性静磁场的各种变分原理，特别

是其中的余能原理及其派生广义变分原理

族以前从未见诸文献。

钱老对有限元法本身也有不少创新，例

如，他利用
6+7/+87.

乘子把相邻单元分界

面上的连续条件转化为自然界面条件，这样

既缩减了自由度，又简化了刚度矩阵。这是

对非协调杂交元的一项重大改进。他又创建

了一个使一致质量矩阵对角化的新方法，为

计算动力学问题（撞击、振动等）提供了一个

很有效的方法。

9:%

其它学术贡献

除上述三项最主要贡献外，钱老在环壳

理论与应用、变扭的扭转问题、汉字信息处

理（钱码）、三角级数求和法、二维叶栅出流

角的保角变换解法以及薄板压延理论等方

面也都有重要研究成果。

应当指出，钱老之所以能在科研上取得

如此广泛而卓越的成就，是同他对教育、教

学、治学、教学与科研、教书与育人、学校与

社会等问题都有一套精辟、独到而完整的思

想和观点分不开的。 上世纪
;"

年代钱老

在参加制定
&!

年国家科学技术发展远景规

划时，周恩来总理曾将他和钱学森、钱三强

一起赞誉为“三钱”。

可惜限于篇幅，在此不可能对这些贡献

一一详述，建议参考文献<&=!>。

;::

结语

以上的简略介绍已足可表明钱老是一

位学术造诣精深、才华横溢、既具有战略眼

光和超前意识，又勤奋务实，是当之无愧的

中国近代力学和应用数学的奠基人之一，也

是国际上奇异摄动理论的奠基人之一；他在

板壳非线性内禀理论方面的经典性著作已

经成为该领域发展史上的一个里程碑。在教

育领域，他通过半个多世纪不懈的努力，培

养了中国一代又一代的优秀科技和教育人

才，对中国科技和教育事业的发展必将产生

深远的影响。钱老虽然历经坎坷，但他始终

处变不惊，以自强不息、创新不止的精神，坚

持科研与教学工作，从来没有动摇过对祖国

对人民的深爱。我们在此衷心祝愿钱老健康

长寿，继续引领我们在科教兴国的征程上不

断取得新的成就。
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钱伟长———我国近代力学和国际奇异摄动理论的奠基人

（相关图片请见封四）


