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变双曲圆弧齿线圆柱齿轮传动几何特性分析
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摘　要:根据变双曲圆弧齿线圆柱齿轮的加工原理与推导得到的齿面方程，确定方程各相关参数的取值范围，基

于得到的齿面方程，依据微分几何，得到变双曲圆弧齿线圆柱齿轮凹、凸面主曲率的计算方法；基于空间啮合原

理，计算齿轮副在某一输入角速度下两齿面啮合点处的相对运动速度；根据已得到的齿面曲率、相对运动速度计

算方法，推导变双曲圆弧齿线圆柱齿轮副滑动率的计算公式。最后，以某一确定设计参数的变双曲圆弧齿线圆柱

齿轮副作为算例，计算其主曲率、诱导法曲率和滑动率，分析其变化趋势；并计算不同设计参数下的滑动率，分析

设计参数对其影响，以此作为分析该齿轮副设计及优化的参考。结果表明：对变双曲圆弧齿线圆柱齿轮来说，模

数越大，齿数比越小，齿线半径越大，则滑动率的变化范围越小，齿轮副在运转过程中的磨损更均匀；就磨损而

言，大模数、小齿数比、大齿线半径的齿轮具有更好的性能。建立变双曲圆弧齿线圆柱齿轮副滑动率与磨损之间

的量化关系，反映出其正相关关系，为齿轮磨损量的计算提供参考。
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Analysis on Geometric Characteristics of Cylindrical Gear with
Variable Hyperbolic Circular-arc-tooth-trace
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Abstract: According to the processing principle of cylindrical gear with variable hyperbolic circular-arc-tooth-trace (VH-CATT) and the deduced

tooth surface equation of the gear,the range of parameters was determined.Based on the obtained tooth surface equation and the differential geo-

metry,the calculation method of the principal curvature of concave and convex gear of VH-CATT was obtained.Based on the principle of spatial

meshing,the relative velocity of gear teeth on meshing point at an input angular velocity was calculated.According to the calculated method of the

curvature of the tooth surface and the relative velocity,the formula for calculating the sliding ratio of VH-CATT pair was derived.Setting a certain

VH-CATT design parameters for example,principal curvature,induced curvature and sliding ratio were calculated and their change trends were

analyzed.Sliding ratios under different design parameters were obtained,as the reference of analysis and optimization for gear design.Analysis res-

ults showed that for the VH-CATT pair,the greater the modulus,tooth number ratio and tooth trace radius,the smaller the range of sliding ratio of

gears is,and the abrasion in working process would be more uniform.Gear pair with larger modulus,smaller tooth number ratio,greater tooth trace

radius has better performance in wear process.The quantitative relationship between sliding ratio and wear of VH-CATT was established,which

provides reference for the calculation of gear wear.
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齿轮副的磨损是其在运转过程中最常见的破坏

形式之一。因此，在设计过程中考虑齿轮副的摩擦学

特性，进行齿轮的摩擦学设计，对于提高延长齿轮副

寿命、传动精度及传动效率有重要意义。摩擦学设计

的中心是齿轮副的润滑设计，文献[1–2]介绍了直齿

圆柱齿轮摩擦学设计模型中的润滑条件，该经验公
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式反映出了当量曲率半径、卷吸速度、单位长度载荷

对齿轮副润滑的影响。其中，量曲率半径、卷吸速度

等参数都与齿轮齿面几何特性有一定关系，其求解

公式中均涉及到齿面曲率。另一方面，齿轮副的滑动

率与齿面磨损紧密相关。所以，曲率、滑动率等都是

齿轮副齿面的重要几何特性，并且在一定程度上能

够反映齿轮传动的性能。Litvin[3]最早提出了空间啮

合理论，对多种形式的齿轮进行了分析，并提出了齿

轮齿面曲率关系的通用求解方式，为齿轮几何特性

的研究奠定了基础。李大伟[4]、陈兵奎[5]等对格利森

制弧齿锥齿轮、共轭曲线齿轮等多种新型齿轮的曲

率等几何特性进行了分析。赵亚平[6]提出了一种针对

点接触齿轮的滑动率计算方法。上述研究为变双曲

圆弧齿线圆柱齿轮副的几何特性研究提供了参考。

变双曲圆弧齿线圆柱齿轮是在格利森制弧齿锥

齿轮的基础上发展而来的一种新型齿轮，其与格利

森制弧齿锥齿轮一样使用大刀盘进行切削加工，区

别在于变双曲圆弧齿线圆柱齿轮的加工齿坯是圆

柱。针对该种新型齿轮，宋爱平[7]、侯力等[8–10]提出两

种不同的加工方式：平行连杆装置铣削和大刀盘铣

削，其中，大刀盘铣削的方式面向制造，可实现度更

高。基于该加工方式，Tseng[11]、陈明[12]、赵斐、孙志

军等[13–14]对空间啮合原理进行研究，推导出其齿面

方程，并以此为基础建立3维模型，为该种齿轮几何

特性的研究奠定了基础。作者首次基于变双曲圆弧

齿线圆柱齿轮的齿面方程，推导齿面主曲率的计算

方法，进行齿轮副相对运动分析，并提出该齿轮副滑

动率公式基于滑动率的齿面磨损计算模型。

1   变双曲圆弧齿线圆柱齿轮的齿面方程

变双曲圆弧齿线圆柱齿轮由刀盘转动切削而

成，其成形原理如图1所示。

利用同一圆周上的直刃刀进行切削，外刃在齿

坯上切出凸面轮廓，内刃在齿坯上切出凹面轮廓。内

外刃在刀盘旋转过程中形成的刀具形状呈圆锥形。

利用该方法加工的齿轮中，中截面齿廓为渐开线，由

圆锥刀具中截面上的直线包络而成；其他截面齿

廓为变双曲线，由圆锥刀具截面上的双曲线包络

形成。

利用空间啮合原理，根据文献[13–14]的推导过

程，可得到变双曲圆弧齿线圆柱齿轮齿槽凹、凸齿面

方程，如式（1）所示。

± + ∓ −式（1）中，“ ”取“ ”、“ ”取“ ”表示凹齿面，反之

表示凸齿面。

x = [−(±usin α+R± πm
4

)cos θ+R+R1φ]cos φ−
(R1+ucos α) sin φ,

y = [−(±usin α+R± πm
4

)cos θ+R+R1φ] sin φ+

(R1+ucos α)cos φ,

z = −(±usin α+R± πm
4

)sin θ,

u = ∓ sin α
cos θ

[cos θ(R± πm
4

)− (R+R1φ)]

（1）

φ φ

根据齿面与齿轮分度圆、齿顶圆及齿根圆之间

的关系，可以确定齿面在节圆上点所对应的齿面参

数 如式（2）；齿面参数 的取值范围如式（3）。

φ = ±

β−α+
√(

1
cos α

)2

−1

 （2）


|φ| ≥ β−α+

√[
z−2

(
h∗a+ c∗

)
zcosα

]2

−1,

|φ| ≤ β−α+

√[
z+2h∗a
zcosα

]2

−1

（3）

α α = π/9 β =
π
2z
−tan α+α

z h∗a h∗a = 1 c∗

c∗ = 0.25

式中： 为齿面压力角，取 ； ；

为齿轮齿数； 为齿顶高系数，取 ； 为顶隙系

数，取 。

2   齿面曲率分析

变双曲圆弧齿线圆柱齿轮的相对主曲率半径可

以影响到齿轮副的齿面接触强度。从Hertz公式可以

看出，相对主曲率与接触疲劳应力具有正相关性，且

齿轮滑动率分析及齿轮润滑研究中都涉及到齿轮曲

率的计算。

根据文献[3]计算齿面曲率，将变双曲圆弧齿线

圆柱齿轮的齿面方程以矢量形式表示如下：

r(θ,φ) = x(θ,φ)i+ y(θ,φ) j+ z(θ,φ)k （4）

则齿轮齿面单位法线矢量可表示为：

 

ω

V
t

ω
1

图 1　刀盘切削加工圆弧齿线圆柱齿轮原理

Fig.1　Principle of cutting VH-CATT by cutter disc
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n=
rθ × rφ∣∣∣rθ × rφ

∣∣∣ （5）

rθ式中： 为齿轮齿面沿齿线方向的切向量，即

rθ =
∂x
∂θ

i+
∂y
∂θ

j+
∂z
∂θ

k;

rφ为齿轮齿面沿齿廓方向的切向量，即

K H齿面的高斯曲率 和平均曲率 可以通过式（6）
与式（7）计算：

K =
LN −M2

EG−F2
（6）

H =
LG−2MF +NE

2(EG−F2)
（7）

E = (rθ)2 F = rθ · rφ G = (rφ)2 L = rθθ · n M = rθφ · n
N = rφφ · n
式中， ， ， ， ， ，

。

则变双曲圆弧齿线圆柱齿轮的主曲率计算

如下: K1=H+
√

H2−K,

K2=H−
√

H2−K
（8）

K1 K2

曲面特征可以通过其法曲率反映，但法曲率与

方向有关。因此一般分析过程中，选择主方向上的主

曲率为分析目标。式（8）计算得到的主曲率 、 分

别是在齿线方向与齿廓方向。后续计算过程中，用下

标1、2分别表示齿线方向与齿廓方向，上标Ⅰ、Ⅱ分

别表示配对齿轮对应啮合的凸齿面和凹齿面。

φ θ

φ

θ = 0 φ

将表1中相关参数代入式（8），可以计算所选定

的齿轮副齿线与齿廓方向的主曲率。齿面方程是通

过齿面参数 与 给出的，因此可以得到主曲率随两

参数的变化。将表1中参数代入式（3）即可得到齿轮

齿面参数 的取值范围，以齿轮的中截面齿廓上的点

为研究对象，取 ，研究主曲率随参数 沿齿廓的

变化情况，结果如图2～5所示。

φ

φ = −0.054 2

由图2知，中截面上不同齿廓位置沿齿线方向的

主曲率不同，随齿面成形参数 而变化；这是因为齿

轮产形过程中，刀具旋转形成锥面，在锥面上沿母线

方向取不同点，其曲率半径不同。以分度圆处为例，

通过式（9）计算得到，对应齿面参数 ，实

际成形刀盘半径为503.14 mm，曲率半径为0.001

891。图3是凸齿面齿廓方向主曲率，变双曲圆弧齿线

圆柱齿轮中截面上为渐开线，因此，图3反映渐开线

的曲率变化，由于是凸齿面齿廓，计算得到曲率为正。

图4同样反映出由于刀刃具有倾斜角度旋转形

成锥面的原因，不同齿廓位置沿齿线方向的主曲率

不同。

图5反映凹齿面中截面上渐开线曲率的变化情

况，因为凹齿面的缘故法曲率取负值。同时，由于齿

轮2与齿轮1转向相反，因此曲率变化趋势与齿轮1变

化趋势相反。

 

表 1　变双曲圆弧齿线圆柱齿轮参数

Tab.1　 Parameters of VH-CATT
 

参数 数值

模数m/mm 4

z1齿轮1齿数 29

z2齿轮2齿数 61

齿线半径R/mm 500
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图 2　凸齿面齿线方向主曲率

Fig.2　Principal curvature on tooth trace of convex surface
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图 3　凸齿面齿廓方向主曲率

Fig.3　Principal curvature on tooth profile of convex surface
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图 4　凹齿面齿线方向主曲率

Fig.4　Principal curvature on tooth trace of concave surface
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3   齿轮副运动分析

齿轮副相对运动速度是齿面啮合点位置的相对

速度，是计算齿轮副滑动率的必需参数。同时，啮合

点相对速度的计算对于分析齿轮的根切及其磨损有

重要意义。对齿轮副进行运动分析，计算啮合点和相

对速度，是为齿轮副滑动率的计算奠定基础。

M rⅠ

rⅡ

将齿轮1与齿轮2的角速度、啮合点位置的坐标、

速度等统一以矢量形式表示。啮合点 的位置用 、

表示： {
rⅠ = x1i+ y1 j+ z1 k,
rⅡ = x2i+ y2 j+ z2 k

（9）

ωⅠ ωⅡ角速度用 、 表示：{
ωⅠ = ω1xi+ω1y j+ω1z k,
ωⅡ = ω2xi+ω2y j+ω2z k

（10）

ΣⅠ ΣⅡ M则两齿面 和 在啮合点 处的相对速度为：

vⅠⅡ = vⅠ− vⅡ = vⅠⅡx i+ vⅠⅡy j+ vⅠⅡz k

vⅠ vⅡ式中， 、 分别是两齿面在啮合点处的运动速度，

具体的计算方法如式（11）、（12）所示。

σ1 =

∣∣∣vⅠⅠ,ωⅠⅡ,n∣∣∣+K I
v(vⅠⅡ)2

n · q （11）

vⅡ = ωⅡ× rⅡ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
ω2x ω2y ω2z

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣∣∣ （12）

ωⅠ = ω1 k
ωⅡ = ω2 k R1 R2

根据变双曲圆弧齿线圆柱齿轮传动的实际情

况，齿轮1的角速度可以用矢量表示为 。类

似地，齿轮2的角速度可以表示为 。 、 分

别是两齿轮的分度圆半径。

M则 点随齿轮1运动的速度为：

vⅠ = ωⅠ× rⅠ = −ω1(y+R1)i+ω1x j （13）

M点随齿轮2运动的速度为：

vⅡ = ωⅡ× rⅡ = ω2(y−R2)i−ω2x j （14）

则齿轮1与齿轮2在M点的相对运动速度为：

vⅠⅡ = vⅠ− vⅡ = [−(ω1+ω2)y+R2ω2−R1ω1]i+
(ω1+ω2)x j

（15）

4   齿轮副滑动率

在齿轮的啮合过程中，两齿面啮合点处的运动

速度的大小和方向都不相同，因此齿廓上会发生相

对滑动。啮合过程中，齿廓发生的相对滑动是造成齿

面胶合、磨粒磨损、塑性流动等齿面损伤的主要原

因。因此探讨齿轮副齿廓方向上的相对滑动，对于分

析齿轮在运转过程中的失效有重要意义，同时可以

为齿轮的摩擦学设计提供参考。

ΣⅠ ΣⅡ

∆t M
∆s1

∆s2 ∆s1 ∆s2 ∆s1−∆s2

如图6所示，一对齿面 和 相啮合，经过时间

之后，两齿面相切于点 。接触点在变双曲圆弧齿

线圆柱齿轮的齿面1和2上分别走过的弧长为 、

，则 、 称为移动弧长， 称为滑动弧

长。滑动弧长和移动弧长之比的极限值可以反映出

齿轮齿面在传动过程中的磨损程度，用来表示变双

曲圆弧齿线圆柱齿轮副的滑动率。

σ1 σ2 ΣⅠ ΣⅡ分别用 、 表示两齿面 和 齿廓的滑动率，

则可表示为：

σ1 = lim
∆s→0

∆s1−∆s2

∆s1
=

ds1−ds2

ds1
（16）

σ2 = lim
∆s→0

∆s2−∆s1

∆s2
=

ds2−ds1

ds2
=
σ1

σ1−1
（17）

4.1   变双曲圆弧齿线圆柱齿轮副滑动率

变双曲圆弧齿线圆柱齿轮副在啮合过程中，凹、

凸的接触发生在中截面，两齿面在除分度圆位置外

都会发生相对滑动。根据文献[15]，滑动率的计算可

以通过式（18）、（19）实现：

σ1 =

∣∣∣vⅠⅡ,ωⅠⅡ,n∣∣∣+KⅠv (vⅠⅡ)2

n · q （18）
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图 5　凹齿面齿廓方向主曲率

Fig.5　Principal curvature on tooth profile of concave sur-
face
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σ2 =

∣∣∣vⅠⅡ,ωⅠⅡ,n∣∣∣+KⅠv (vⅠⅡ)2

n · q+
∣∣∣vⅠⅡ,ωⅠⅡ,n∣∣∣+KⅠv (vⅠⅡ)2 （19）

q = ωⅠⅡ× (ωⅠ× rⅠ)−ωⅠ× vⅠⅡ ωⅠⅡ

M ωⅠⅡ = ωⅠ−ωⅡ = (ω1+ω2)k
KⅡv ΣⅠ M vⅠⅡ

式中： ， 是两齿轮在

点的相对转动速度， ；

是齿面 在 点处沿 方向的法曲率，可通过两

主曲率计算得到：

KⅠv = KⅠ1 cos φv+KⅠ2 sin φv （20）

φv ΣⅠ eⅠ1 vⅠⅡ式中， 为从 的主方向 到 的有向角。在空间啮

合过程中，齿轮1和齿轮2的齿面都是瞬时相切的，在

切点处总会存在公切平面和公法线。而齿轮在啮合

过程中两齿面的相对运动速度总与公法线垂直，才

能保证两齿面能够连续滑动接触。

针对变双曲圆弧齿线圆柱齿轮副，进行滑动率

计算公式的推导。变双曲圆弧齿线圆柱齿轮传动为

ω1 = 1

ω2 = i21

轴线不移动的等速比传动，为简化计算，令 ，

。根据前文计算的法曲率、齿面法向量与相对

运动速度可得：

n · q = −i21(nxacos Ψ −ny sin Ψ +nz sin Ψ ) （21）

n= nxi+ny j+nz k nx ny nz

Ψ

Ψ = π

式中， ， 、 、 分别是法向量在3个
方向的分量； 是两齿轮轴之间的夹角，在此属于轴

线平行的外啮合齿轮副，故取 。∣∣∣vⅠⅡ,ωⅠⅡ, n
∣∣∣=nx[x(1+ i2

21−2i21 cosΨ )+ai21(i21−cosΨ )]+

ny[y(1−i21 cosΨ )2+ zi21 sinΨ (1−i21 cosΨ )]+

nz[zi2
21sin2Ψ + y(1− i21 cosΨ )i21 sinΨ ]

（22）

将相关参数代入，可以得到变双曲圆弧齿线圆

柱齿轮副滑动率计算公式如式（23）、（24）所示：

 

σ1 =
nx[x− i21(x+a)](1− i21)−ny(1− i21)(i21− y)+KⅠv {(i21y+ y)2+ [x+ i21(x+a)2]}

i21nxa
（23）

σ2 =
nx[x− i21(x+a)](1− i21)−ny(1− i21)(i21− y)+KⅠv {(i21y+ y)2+ [x+ i21(x+a)2]}

i21nxa+nx[x− i21(x+a)](1− i21)−ny(1− i21)(i21− y)+KⅠv {(i21y+ y)2+ [x+ i21(x+a)2]}
（24）

M

M φ θ

θ = 0 σ φ

从式（23）、（24）中可以看到，滑动率与齿面啮合

点 的坐标有关。变双曲圆弧齿线圆柱齿轮副的接

触形式为点接触，接触迹线即为齿轮的中截面齿廓。

啮合点 的坐标与齿面参数 、 相关，而在中截面上取

，因此，齿轮副的滑动率 是齿面参数 的函数。

φ

首先可以确认在两齿轮中截面的节圆位置存在

一对啮合点，根据式（2）可以确定对应的齿面参数 。

两齿面坐标变换矩阵为如（25）、（26）所示。

A1x =


cos β1 sin β1 0 0
−sin β1 cos β1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 （25）

A2x =


cos β2 sin β2 0 0
−sin β2 cos β2 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 （26）

β1 β2

β2 = i21β1

φ θ

令 、 分别表示齿轮1、2在传动过程中转过的

角度，根据齿轮副传动关系 ，则齿轮1与齿轮

2的转动角度可以相应确定。从节圆位置出发，根据

齿轮间的啮合关系，对齿面进行相应坐标变换则可

以确定其他啮合点的坐标及对应的齿面参数 、 。

φ

φ

综合上述结果，根据式（10）可以确定参数 的取

值范围。通过参数 的变化可以得到在啮合过程中齿

轮副滑动率的变化情况。

4.2   变双曲圆弧齿线圆柱齿轮副齿轮副滑动率数值

计算

根据前文推导得到的变双曲圆弧齿线圆柱齿轮

副滑动率的计算方法，依照表1中所列出的参数，可以

计算出该齿轮副在啮合过程中滑动率的变化情况。

φ θ

依据齿面方程和表1中给出的参数，以齿轮1凸
齿面和齿轮2凹齿面的啮合过程作为研究对象，确定

不同啮合时刻的齿面参数 、 ；根据两齿轮间的啮合

关系，求出固定坐标系中啮合点的坐标。上述参数确

定后，将其代入式（23）、（24）则可以得到该变双曲圆

弧齿线圆柱齿轮副的滑动率范围：

−1.016 3 < σ1 < 0.216 9,
−0.276 9 < σ2 < 0.504 0 （27）

σ2

φ1 σ φ

根据上述计算可以得到，滑动率在啮合过程中

的变化情况，将齿轮2滑动率 的变化转换为与齿轮

1的齿面参数 相对应，即滑动率 与齿面参数 的曲

线关系如图7所示。 
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图 7　变双曲圆弧齿线圆柱齿轮滑动率曲线

Fig.7　Sliding ratio of VH-CATT
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0 ∼ σ1max 0 ∼ σ2max

φ1 = 0.201 5

φ1 = −0.338 5

φ2 = −0.109 4 φ2 = −0.147 3

φ = −0.054 2

σ1 = σ2 = 0

对图7中的曲线进行分析，可以看出：变双曲圆弧

齿线圆柱齿轮滑动率的绝对值在 （ ）

范围内变化，其正负只与方向有关，不代表大小。在

整个啮合过程中，齿轮1从齿根（ ）到齿顶

（ ）凸齿面的滑动率先减小后增大；齿轮

2从齿根（ ）到齿顶（ ）凹齿

面的滑动率同样先减小后增大。根据文中计算可知，

该变双曲圆弧齿线圆柱齿轮副齿轮1分度圆啮合点

对应的齿面参数 ，代入数据计算可得，分

度圆位置啮合点处凹、凸齿面的滑动率 ；

这是因为该齿轮副在分度圆啮合点处相对滑动速度

为0，仅做纯滚动，此时齿轮表面发生的磨损最低。滑

动率的符号在节圆位置发生了变化，意味着齿轮副

在节圆位置两侧的相对滑动速度方向相反，当滑动

率变化较快时，在齿轮节圆附近就易发生起槽和隆

脊现象。对于整个齿轮副来说，齿轮1齿根位置滑动

率达到最大，应当是发生磨损最剧烈的位置。

4.3   设计参数对变双曲圆弧齿线圆柱齿轮副滑动率

的影响

齿面磨损、胶合等是齿轮主要的失效形式，会对

齿轮的抗冲击能力造成很大影响。上述失效很大程

度上都是由啮合过程中齿面的相对滑动引起的。因

此，滑动率应当成为齿轮优化设计过程中的重要优

化对象，同时，滑动率是对齿轮副进行润滑等分析的

重要基础。针对变双曲圆弧齿线圆柱齿轮，设计参数

有模数、齿数比、齿线半径等。就上述参数对变双曲

圆弧齿线圆柱齿轮副滑动率的影响进行分析。

4.3.1    模数对滑动率的影响

φ θ = 0

θ , 0

滑动率的计算公式中并没有直接反映出模数的

影响，但模数对齿面的曲率会产生影响，因而间接影

响到滑动率。模数是齿轮设计过程中要确定的重要

参数，因此分析模数对滑动率的影响可以为齿轮优

化参数的确定提供重要依据。对于变双曲圆弧齿线

圆柱齿轮，其中截面齿廓为渐开线，因此以齿面参数

为因变量，若取中截面齿廓（即 ）进行滑动率影

响分析时，无法反映出模数对其的影响。在实际啮合

过程中，接触区域必然从中截面上的啮合点扩展到

其他截面，所以在分析过程中取 ，就模数对滑动

率的影响进行理论分析。保持其他设计参数不变，从

齿轮设计标准模数第一序列中选取模数，分析模数

与滑动率之间的关系，绘制滑动率曲线。得到滑动率

变化曲线如图8、9所示。

就滑动率的绝对值进行分析，从图8、9中可以看

出：对凸齿面来说，在分度圆以下的啮合位置，模数

越大，滑动率的值越小；分度圆以上的啮合位置模数

越大，滑动率的值越大。对凹齿面来说，在分度圆以

下的啮合位置，模数越大，滑动率的值越大；分度圆

以上的啮合位置模数越大，滑动率的值越小。对滑动

率在整个啮合过程中的变化范围来说，模数越大，滑

动率的变化范围越小，即在齿轮的运行过程中，大模

数的齿轮发生的磨损更均匀。

4.3.2    齿数比对滑动率的影响

i21

i21 σ

从滑动率的计算式（23）、（24）可以直观地看

出，齿数比（传动比） 是影响变双曲圆弧齿线圆柱

齿轮副滑动率的因素之一。但由于公式比较复杂，

无法直观地判断齿数比 对滑动率 的影响。以同

样的采用数值计算的方式，保持变双曲圆弧齿线圆

柱齿轮副的其他参数不变，仅改变其齿数比，计算

齿轮副的滑动率，并绘制其变化曲线，如图10、11
所示。

φ

φ = −0.054 2

σ1 = σ2 = 0

从图10、11可以看出：滑动率的绝对值随齿数比

变化而发生变化。齿数2的齿数比增大时，齿轮副的

滑动率随之减小。齿数比的变化对齿面参数 没有影

响， 仍为节圆位置的啮合点，节圆位置啮

合点处滑动率 ，不发生相对滑动。从滑动

率变化的总体趋势来看，齿数比越小，滑动率变化越

缓慢，同一齿轮在不同啮合位置上相对滑动更均匀，

则在齿轮副的运转过程中发生磨损也更均匀。
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图 8　凸齿面滑动率曲线

Fig.8　Slide ratio of convex tooth surface
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图 9　凹齿面滑动率曲线

Fig.9　Slide ratio of concave tooth surface
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4.3.3    刀盘半径对滑动率的影响

θ , 0

刀盘半径对中截面处的主曲率并未产生影响，

因此取 ，保证其他参数不变，研究当接触点发生

扩展时，非中截面位置上刀盘半径对滑动率的影响，

绘制滑动率的变化曲线，如图12、13所示。

由图12、13可知：就滑动率的绝对值进行分析，

对凸齿面来说，在分度圆以下的啮合位置，齿线半径

越大，滑动率的值越小；分度圆以上的啮合位置齿线

半径越大，滑动率的值越大。对凹齿面来说，在分度

圆以下的啮合位置，齿线半径越大，滑动率的值越

大；分度圆以上的啮合位置齿线半径越大，滑动率的

值越小。对滑动率在整个啮合过程中的变化范围来

说，齿线半径越大，滑动率的变化范围越小，即在齿

轮的运行过程中，大齿线半径的齿轮发生的磨损更

均匀。

4.4   滑动率与变双曲圆弧齿线圆柱齿轮副磨损关系

的计算

对变双曲圆弧齿线圆柱齿轮副来说，考察滑动

率与磨损之间的定量关系，一方面可以在其润滑条

件校核中提供重要依据，另一方面可以基于此进行

齿轮副的优化设计，使参数匹配更加合理化。

对于变双曲圆弧齿线圆柱齿轮副，其磨损过程

的发生与其他齿轮类似，主要是由于出现在齿面表

面的最大压应力与齿面下一定深度的最大切应力在

齿轮运转过程中交替作用，使其表面和亚表面出现

裂纹并不断扩展[16]。在齿轮副两齿面的接触滑动过

程中，出现在最大切应力位置的裂纹形核移动到齿

面表面。该磨损过程与剥层磨损机制相类似[17–19]。变

双曲圆弧齿线圆柱齿轮副的接触滑动中，滑动率越

大，发生的相对滑动更为剧烈。造成的结果是一方面

产生更大的切应力，另一方面加速裂纹形核的移动；

这两方面结果将加剧齿轮副的磨损。基于上述分析，

以磨损率为基础，可以建立变双曲圆弧齿线圆柱齿

轮副的疲劳磨损计算模型。

S

每次啮合过程中，对应接触位置的相对滑动距

离为 ，其计算过程如下：

S = 2dσ （28）

σ d式中， 为对应啮合点处的滑动率， 为接触椭圆在

滑动方向的半宽。

变双曲圆弧齿线圆柱齿轮主曲率方向为齿线方

向与齿廓方向，其亦为接触椭圆的长轴与短轴方向。

同时，该齿轮副啮合过程中的齿面相对运动速度方

向即滑动方向也在齿廓方向，因此，即为齿轮副的短
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图 10　凸齿面滑动率曲线

Fig.10　Slide ratio of convex tooth surface
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图 11　凹齿面滑动率曲线

Fig.11　Slide ratio of concave tooth surface
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图 12　凸齿面滑动率曲线

Fig.12　Slide ratio of convex tooth surface
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图 13　凹齿面滑动率曲线

Fig.13　Slide ratio of concave tooth surface
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d半轴长。由文献[3]可知， 可通过式（29）计算得到：

d =
∣∣∣∣∣ δB

∣∣∣∣∣ 1
2

（29）

δ

B

式中： 为齿轮副间的接触变形，可通过载荷大小确

定，一般取值为0.006 3 mm； 是接触椭圆方程参数，

可由式（30）求得：

B =
1
4

(k1− k2+ |g1−g2|) （30）

ki = KⅠi +KⅡi gi = KⅠi −KⅡi i = 1,2 ki gi式中， ， （ ）， 、 是与

齿面主曲率相关的两个参数。

因此，整个运转周期内的摩擦距离可由式（31）
求得：

L = S nt （31）

n t式中， 为齿轮转速， 为齿轮的总运转时间。

则磨损层厚度可由式（32）求出[16]：

h = IhS ntWMWLWP （32）

Ih WM WL WP

WM

WL

WP

式中， 为齿轮副的磨损率， 、 、 均为公式的

修正系数。其中： 为齿面改性系数，反映热处理等

工艺对齿面性能改变而产生的对磨损产生的影响；

反映润滑油，尤其是其中的极压抗磨剂对齿轮副

磨损的影响； 反映载荷及其不均匀性对于齿面磨

损的影响。

5   结　论

1）根据推导得到的变双曲圆弧齿线圆柱齿轮齿

面方程，基于微分几何可以求出齿面任意一点的法

曲率；以该齿轮副接触迹线即中截面上点为例，计算

其两方向的主曲率以及诱导法曲率，同时为齿轮润

滑性能分析做准备工作。

2）根据该齿轮接触点即中截面上点的曲率计

算，以及相应位置的相对运动速度，基于微分几何及

齿轮啮合原理，可以计算得到各啮合点的滑动率，并

依此判断不同位置下发生磨损、起槽和隆脊的剧烈

程度。

3）根据滑动率的计算方法，利用数值计算的方

式，计算啮合点滑动率在不同设计参数（模数、齿数

比、刀盘半径）下沿齿廓的变化情况，参考传统齿轮

磨损机制，推导变双曲圆弧齿线圆柱齿轮磨损计算

公式，建立该齿轮副滑动率与齿面磨损间的数学联

系，可为该齿轮副磨损计算提供参考与依据。
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