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推移质运动过程的非线性动力学特性 * 
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摘要    天然沙质海岸及河床上存在着不同形式的床面形态, 其运动变化受床

面附近推移质泥沙的运动特性所决定. 从床面层内推移质集体运动出发, 探讨了

推移质运动过程的非线性动力学特性, 发现泥沙起动、推移质平衡输沙以及床面

形态由平整到沙纹及沙垄等不同发展阶段, 受推移质运动过程的非线性动力特

征所决定, 它们分别对应于推移运动过程中的不同非线性状态. 通过与法国夏都

水利实验室床面形态试验比较, 进一步证明: “床面形态从平整到沙垄的演化与

否”由推移质泥沙运动过程的突变特性所决定, “突变分界线”是平整床面与沙纹

及沙垄床面的分界曲线.  

关键词    推移质  床面形态  非线性动力学特性 

当 21 世纪来临之际, 各门学科面临着新的变革和完善, 世界科学发展呈现

两大趋势: 一是学科之间高度交叉, 形成新的交叉学科; 二是“非线性科学”的崛

起和向其他学科的渗透, 以之描述解释各学科领域所涉及研究事物的非线性过

程 [1,2]. 而作为泥沙学科所研究的重大主题“河流动力过程”, 其具有典型的非线

性特征, 也正是泥沙科学今后研究发展的方向. 本文针对决定“河流弱动力过程”
的推移质泥沙运动的非线性特征展开研究.  

泥沙颗粒按其运动形式的不同, 可以分为接触质、跃移质、层移质和悬移质, 
其中前 3种形式又统称为推移质 [3]. 泥沙颗粒的起动及推移运动过程具有随机性, 
许多泥沙专家都对此做了详细的说明和卓越的研究, 建立了统计泥沙运动力学

理论 [4,5]. 随着泥沙机理研究的深入, 发现水流运动决定着推移质泥沙集体运动

的形式, 即沙波运动及其相应的床面形态. 伴随着水流的加强, 这种运动形式要

经过泥沙起动、沙纹、沙垄、床面平整和沙浪等几个不同的确定发展阶段. 随机

中拥有确定性, 确定中又酝酿着不稳定, 这些运动形式也正体现出了推移质运动
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过程的非线性动力学的特征 [6~10] 

1  推移质泥沙受力模型 

当水流流过松散的河床时, 假设床面上水流的时均流速为 ub( y), 则单颗粒床

面泥沙在水流的作用下, 除了承受上举力 FLi, 拖曳力 FDi, 重力 Wi 外, 由于推移

质运动是泥沙群体运动的一种形式, 还要承受推移质之间的颗粒间离散力(PLi, 
PDi), 其中 PLi 代表升力方向(竖直方向)上的离散力, PDi 代表拖曳力方向(水平方 
向)上的离散力(见图 1 和 2). 推移质颗粒的受力大小还与其在床面上所处的位置

有极大的关系(如图 3), 因此泥沙起动具有很大的随机性.  

 
图 1  单个泥沙颗粒受力模型(引自文献 [3]) 

 

 
图 2  水流作用下群体泥沙运动示意(引自文献 [3]) 

 

2  推移质运动的动力学方程 

考虑单向流运动情况, 设泥沙在水流作用下移动的速度为 ui, Ub 为水流作用

在床面沙粒上的流速, 则上举力 FLi, 拖曳力 FDi, 重力 Wi 力的表达式为 

 
2

2
1

( )
2

b i
Li Li i i

U u
F C A D

ρ −
= ⋅ ⋅ , (1) 
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图 3  群体泥沙颗粒不同分布形式(引自文献 [3]) 

(a)~(d)分别示位置 1~4 

 

 
2

2
2

( )
2

b i
Di Di i i

U u
F C A D

ρ −
= ⋅ ⋅ , (2) 

 3
3 ( )i s iW A Dγ γ= − , (3) 

式中, CDi为泥沙的颗粒拖曳力阻力系数, CLi为泥沙的颗粒上举力系数, Ub为作用

在床面泥沙上的流速; Di为泥沙粒径; ρ为水的密度; γ, γs分别为水和泥沙的重度; 
A1i, A2i, A3i为泥沙颗粒面积修正系数. 对于粒间离散力P, 目前成型的研究结果较

少. 总的说来, 它反映了粗颗粒对细颗粒的阻拦、遮蔽作用以及对细颗粒对粗颗

粒的包围、填穴密实等作用和颗粒间的接触反力、摩檫力等, 同时也反映泥沙本

身形状、排列的影响. 不均匀的床沙中, 粒间离散力P的产生依赖于水流垂直方向

的颗粒动量交换. 为此假定粒间离散力P与混合沙的平均抗剪力成比例 [11], 即令 

 2
1 4c MP B A Dτ= , (4) 

式中, B1 为比例系数, τc为混合沙平均抗剪力, A4 为面积修正系数. 根据Gessler[11]

的研究, 得出不均匀沙混合物的抗剪力应该是各颗粒泥沙按其频率加权后所得

的抗剪力之和, 可写成下式:  

 max
 

min
2 ( ) ( )d

D
c sD

B MDP D Dτ γ γ= −∫ . (5) 

对于一定的混合床沙, B2, γs 和 M 为常数, 得 
 2 ( )c s mB MDτ γ γ= − , (6) 

其中, Dmax, Dmin 和 Dm 分别为混合不均匀沙中最大、最小和平均粒径; P(D)为混合
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床沙中以重量计的颗粒粒径分布函数; B2 为系数; M 为混合不均匀沙的密实系数, 
与不均匀程度η = D50/D10 有关, 由下式近似计算: 
 0.75 0.65 (2 )M η= − + . (7) 

由(4)和(6)式得 

 3
2 1 4( )s MP B B A M Dγ γ= − ⋅  

 2( )s M CK MD Dγ γ= − ⋅ . (8) 

在上述力学分析的基础, 根据牛顿第二定律, 建立推移质泥沙运动方程. 

2.1  描述单颗粒泥沙运动的方程  

 
d

( )tg
d

i
Di i Li Li Di i

u
F W F P P m

t
ϕ− − − + = , (9) 

式中, mi 为单颗粒泥沙质量, 3
3i i s im A Dρ= , ϕ 为摩擦角, tgϕ μ= 为摩擦系数.  

2.2  描述群体泥沙运动的方程 

如图 3 所示, 由于推移质运动是泥沙群体运动的一种形式, 所以叠加方程式

(9)得群体泥沙整体运动的方程:  

 
d

( ) ( )tg
d

i
Di Di i Li Li i

u
F P W F P m

t
ϕ+ − − − =∑ ∑ ∑ . (10) 

相应地推移质输沙率为 

 3
3i i i s i iq m u A D uρ= =∑ ∑ . (11) 

将上举力、重力、拖曳力和离散力的各种表达式(1)~(3)和(8)代入(10)式中, 得 

 

2
2 2 3

1 1 4 3

2
2 2 3

2 1 4 3

( )
( )

2

( ) d
tg .

2 d

b i
Di i i D c i i s i

b i i
Li i i L c i i s i

U u
C A D B A D A D

U u u
C A D B A D A D

t

ρ
τ γ γ

ρ
τ ϕ ρ

⎡ ⎤ ⎡−
+ − −⎢ ⎥ ⎢

⎣⎣ ⎦
⎤−

− − =⎥
⎦

∑ ∑

∑
 

(12)

 

将离散的推移质泥沙取为等效的相互关联的连续群体, 得 

 

2

1 1 4 1 4

2
3 2 3

( )
tg

2
d( ) tg ( ) tg .

2 d

b
D D c L c

s L b s

U U
C A B A B A

UA D C A U U A D
t

ρ
τ τ ϕ

ργ γ ϕ ϕ ρ

−
+ + ⋅

− − ⋅ + ⋅ − =
 

(13)
 

相应地, 方程式中 A1, A2 和 A3 为河床泥沙群体移动的面积修正系数; CD 为河床泥

沙群体移动的拖曳力阻力系数; AL 为河床泥沙群体移动的上举力系数; U 为河床

泥沙群体移动的速度; D 推移质运动代表粒径.  
将(13)式展开, 并取 tgϕ μ= , 则上式可写为 
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2
3 1 2 1 2

2
3 1 2 1 4 1 4

d ( ) ( )
d 2

( ) ( ) .
2

s D L b D L

s D L b D c L c

UA D C A C A U U C A C A U
t

A D C A C A U B A B A

ρρ ρ μ μ

ργ γ μ μ τ τ μ

= − + ⋅ + +

− − ⋅ + + ⋅ + + ⋅
 

(14)
 

令 
 1 2( )D LG C A C A μ′ = + , (15a) 

由于 CD和 CL为 Reynold 数 bDU
Re

ν
= 的函数, 故G′ 亦为 Reynold 数 bDU

Re
ν

= 的

函数, 所以 

 0 0( ) bDU
G f Re f

ν
⎛ ⎞′ = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (15b) 

则(14)式可表示为 

 
2 2

3 3

1 4 1 4

( )
2 2

 .

s b s b

D c L c

dU G GA D G U U U A D U
dt

B A B A

γ ρ ρ γ γ μ ρ

τ τ μ

′ ′
′= − ⋅ ⋅ + − − +

+ +
 

(16)
 

当床面由均匀沙粒组成时, 外流垂线流速分布如下(见文献 [3]):  

 
* 1

5.75log30.2u y
U D

χ
α

= , (17) 

式中, 1 2α ≈ , χ 为与沙粒 Reynold 数有关的函数:  

*
1

U D
fχ

ν
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

则作用流速 Ub 可取 2y Dα= 处的流速, 其中 2α 为接近 1 的系数, 代入(17)式, 并

结合χ 的表达式:  

 *
* 2b

U D
U U f

ν
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (18) 

其中, * 2 *
2 1

1
5.75log 30.2

U D U D
f f

α
ν α ν

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

. 

所以, 将(18)和(15)式代入(14)式, 两边同除以 ( )s Dγ γ− 得 

 

23 * *
2

2
2* *

3 2

2
2*

1 4 1 4 2
*

d
( ) d ( ) 2( )

 
2 ( )

( )
( ) .

( )

s

s s s

s

s m
D L

s

A D G U U DU Gf U U
D t D D

U U DGA f
D

B MDU
B A B A

D U

ρ ρ ρ
γ γ γ γ ν γ γ

ρ
μ

γ γ ν

γ γρ
μ

γ γ ρ

′ ′⎛ ⎞⋅ = − + ⋅⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

′ ⎛ ⎞− ⋅ + ⋅ ⋅ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠

−
+ + ⋅

−

 

(19)
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引入 Shields 参数, 
2
*

( )s

U
D

ρ
Θ

γ γ
=

−
, 颗粒 Reynold 数 *

*
DU

Re
ν

= , (19)式可化简为 

2 23 * * *
2 3 2

d
( ) d ( ) 2( ) 2

s

s s s

A G U U D U DU G Gf U U A f
t D D

ρ ρ ρ μ Θ
γ γ γ γ ν γ γ ν

′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ = − + − ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 2
1 4 1 4 2

*

( )
( ) .s m

D L
B MD

B A B A
U

γ γ
μ Θ

ρ
−

+ + ⋅  (20) 

方程式(20)中的各项系数具有明确的物理含义, 为此引入如下物理概念:  
散体河床惯性参数: 

 3

( )
s

s

A
I

ρ
γ γ

=
−

. (21) 

散体河床运动临界参数 

 2 2*
2 3 1 4 1 4 2

*

( )
( )

2
s m

D L
B MDU DGC f A B A B A

U
γ γ

Θ μ μ Θ
ν ρ

′ −⎛ ⎞= − ⋅ + + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (22) 

散体河床运动阻力参数:  

 
2( )s

GA
D

ρ
γ γ

′
=

−
, (23) 

 * *
2( )s

G U U D
B f

D
ρ

γ γ ν
′ ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟− ⎝ ⎠

. (24)  

综合(15)和(18)式得 

 * * *
0 0 2 3( )

DU U D DU
G f Re f f f

ν ν ν
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = = =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
. (25) 

所以, 散体河床运动阻力参数 A 和 B 为颗粒 Reynold 数 *
*

DU
Re

ν
= 的函数; 散体

河床运动临界参数 C 则为颗粒 Reynold 数 Re*和 Shields 参数Θ 的函数. 故河床运

动方程写为 

 2* * *d ,
d

DU DU DUUI A U B U C
t

Θ
ν ν ν

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (26) 

3  推移质运动过程的非线性动力学特性分析 

从方程的特性可以看出, 散体河床运动或推移质运动具有非线性的特征, 随

颗粒 Reynold 数 *
*

DU
Re

ν
= 和 Shields 参数

2
*

( )s

U
D

ρ
Θ

γ γ
=

−
的变化, 运动将表现出不

同的非线性特征.  
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3.1  泥沙起动、止动状态及散体河床临界运动情况的分析 

3.1.1  C = 0 的情况 
考察泥沙群运动方程(26), 当泥沙处于静止状态, 即速度 U = 0, 加速度

d 0
d
U
t

= 时, 可以得到 C = 0, 表示就是泥沙颗粒处于临界状态时的情况. 针对实

际泥沙运动情况, 临界状态包含泥沙的起动和止动两种临界状态.  
当 C = 0 时, 由方程(22)有 

 2 2*
2 3 1 4 1 4 2

*

( )
( ) 0

2
s m

D L
B MDU DG f A B A B A

U
γ γ

Θ μ μ Θ
ν ρ

′ −⎛ ⎞ − ⋅ + + ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (27) 

解之得 

 2 2*
3 2 1 4 1 4 2

*

( )
/ ( tg )

2
s m

CS D L
B MDU DGA f B A B A

U
γ γ

Θ μ ϕ
ν ρ

⎡ ⎤′ −⎛ ⎞= + + ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

, (28) 

这里, ΘCS 代表考虑离散力作用的泥沙起动 Shields 参数. 由于 G′ = (CDA1+CLA2μ), 

CL 和 CD 均为颗粒 Reynold 数的函数, 见(25)式, 所以(28)式可表示为 *U D
ν

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

的函

数:  

 *
4CS

U D
fΘ

ν
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (29a) 

其中,  

2 2* * *
4 3 2 3 1 4 1 4 2

*

2 2* * *
3 2 0 2 1 4 1 4 2

*

( )1/ ( )
2

( )1 ( ) .
2

s m
D L

s m
D L

B MDU D U D DU
f A f f B A B A

U

B MDU D DU U DA f f f B A B A
U

γ γ
μ μ

ν ν ν ρ

γ γ
μ μ

ν ν ν ρ

⎡ ⎤−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

 

很容易看出, 它其实就是代表着泥沙起动的即 Shields 曲线. 初始起动时不

考虑离散力, 因此起动关系认为 

 2 *
3 22C

U DGA fΘ μ
ν

′⎡ ⎤⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
, (29b) 

这里, ΘC 代表不考虑离散力作用的常规单颗粒泥沙起动 Shields 参数. 而ΘCS 代表

考虑离散力作用的泥沙起动Shields参数, 它反映了群体泥沙起动时, 稍后起动泥

沙的起动情况以及运动的泥沙止动时的情况.  
3.1.2  C≠0 的情况 

当 C≠0 时, C 为颗粒 Reynold 数 *
*

DU
Re

ν
= 和 Shields 参数

2
*

( )s

U
D

ρ
Θ

γ γ
=

−
的
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函数, 即 *( , )C C Re Θ= . 即当 C > 0 时, 泥沙处于运动状态; 而当 C < 0 时, 泥沙

处于静止或运动减速状态. 对于 U = 0 的情况, 化简原方程(26), 得到 

d
d
UI C
t

= = , 

即 

 d
d
U C
t I

= . (30) 

这个式子表征泥沙起动时的加速度或者是泥沙即将落淤时的加速度(当显示泥沙

起动加速度小于零的时候, 就是表征泥沙还未被起动, 即处于静止状态), 它们之

间的不同之处就是起动的时候不考虑离散力的作用, 而当将要落淤的时候要考

虑离散力的作用. 由于离散力两个分量的综合叠加效果:  

2
1 4 1 4 2

*

( )
( ) 0s m

D L
B MD

B A B A
U

γ γ
μ

ρ
−

+ ⋅ > , 

所以在考虑离散力的作用效果之后, 泥沙落淤绝对加速度等值线将向减小(下移), 
这也就解释了泥沙群运动的滞后性.  

3.2  恒定均匀情况下散体河床推移质运动特性分析 

根据非线性动力学理论, 推移质运动方程(26)所代表的动力系统的不动点由

以下方程决定:  

 2 0AU BU C+ + = . (31) 

当 2 24 4 0B AC I ξ− = − > (参见方程(33)~(35), 即 0ξ < )时, 可得两个不动点:  

2

1
4

2
B B ACU

A
− − −

= , 
2

2
4

2
B B ACU

A
− + −

= . 

在此情况下, d 0
d
U
t

= , 即推移质处于平衡输沙情况. 因此推移质运动方程(26)所

代表的动力系统的不动点就对应于恒定均匀情况下的推移质运动状况, 即推移

质平衡输沙.  
将 A, B和C的表达式(22)~(24)代入上式, 得恒定均匀情况下散体河床推移质

运动速度:  

(ⅰ) 以 Reynold 数 *
*

DU
Re

ν
= 和 Shields 参数

2
*

( )s

U
D

ρ
Θ

γ γ
=

−
所表达的形式: 

* *
1,2 2

1
( )

( )
s

s

U U D
U f

D
D

ρ
ρ γ γ ν

γ γ

⎡
⎢

⎛ ⎞⎢= ⎜ ⎟⎢ − ⎝ ⎠
⎢− ⎣
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2
3 1 4 1 4 2

*

*
3

( )2 2( )
.

( )

s m
D L

s

B MDA B A B A
U

DUDf

γ γ
ρ μ μ Θ

γ γ
ν

⎤−
⋅ + + ⎥

⎥± ⎥⎛ ⎞− ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎥⎦

 (32a) 

(ⅱ) 以作用在床面泥沙上的流速 Ub 所表达的形式:  

 3 4 1 1 2
1,2

0

2 ( ) 2 ( ) ( )s D L s m
b

b

A D A B B B MD
U U

DUf

γ γ μ μ γ γ

ρ
ν

− − + −
= ±

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (32b)  

由(32a)或(32b)式可知 U1 小于水流作用速度, U2 大于水流作用速度.  

3.3  散体河床推移质运动过程的非线性特征及突变特性分析 

根据非线性动力学方法, 首先寻求散体河床推移质运动系统的势函数. 将方

程(26)可变为 

2d
d
U A B CU U
t I I I

= + + , 

即 

 
2 2

2 2

d
2

d 2 4

A BU
A B AC BI I U

t I I I I

⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ = − − − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (33) 

然后再对上式进行坐标变换, 取 

 
2

A BY U
I I

= − − , (34) 

则方程(33)变成一种比较简单的形式:  

 2d
d
Y Y
t

ξ= − − , (35) 

其中, 
2

2 24
AC B
I I

ξ = − , (35)式所描述的系统显然是一个有势的系统, 即 

 d d ( )
d d
Y V Y
t Y

= − ,  (36) 

其中, 
3

( )
3

YV Y Yξ= + , 即为势函数.  

联立方程 

 2

2

0,

0,

V
Y
V

Y

∂⎧ =⎪ ∂⎪
⎨

∂⎪ =⎪∂⎩

 (37) 
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寻找奇点, 即 
2 0,
2 0,

Y
Y

ξ⎧ + =⎪
⎨

=⎪⎩
 

解之得 

 
0,
0.

Y
ξ

=⎧
⎨ =⎩

 (38) 

(ⅰ) 当 0ξ < 时, 可以求解出方程有两个平衡点Y ξ= ± − ; 将Y ξ= − 代入

2

2
( ) 2 2 0V Y Y

Y
ξ∂

= = − >
∂

, 可知该点处于位势极小点上 ; 将 Y ξ= − − 代入

2

2
( ) 2 2 0V Y Y

Y
ξ∂

= = − − <
∂

, 可知该点处于位势极大点上.  

(ⅱ) 当 0ξ = 时, 可以解出 0Y = , 此点是拐点. 

(ⅲ) 当 0ξ > 时, 方程没有实数解, 所以也就没有位势极值点.  

(ⅳ) 以 Y 为纵轴, ξ 为横轴, 绘出突变特性曲线绘制突变分析图(图 4). 
 

 
图 4  突变分析图(ξ -Y 坐标) 

 
可以看出, 当ξ 从小于零到大于零连续变化时, 原方程(26)也从原来的一个

稳定解和一个不稳定解状态过渡到两个解合并成一个拐点的状态, 最后到达没

有稳定 (不稳定 )解的情况 . 换一句话说 , 当ξ小于零时 , 可以知道 Y ξ= − 和

Y ξ= − − 分别是方程的稳定解和不稳定解, 但当ξ 大于或者等于零时, 将会随着

t → +∞ , 出现Y → −∞ 的情况, 此时U → +∞ .  
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回到
2

2 24
AC B
I I

ξ = − , 将 A, B, C 和 I 的表达式(22)~(24)代入得 

 2 *
2 3 1 4 1 4( tg )

2( ) 2 D L
s

U DG G f A B A B A
D

ρξ μ ϕ
γ γ ν

⎧ ′ ′⎡ ⎛ ⎞⎪= Θ − ⋅ + + ⋅⎨ ⎢ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎪ ⎣⎩
 

 
( )

2 22
2 * *

22 2 2
* 3

( ) ( )1 .
4

s m s

s s

B MD G U U D
f

DU A
γ γ γ γρ

Θ
γ γ νρ ρ

⎫⎤⎤ ′− −⎛ ⎞ ⎪⋅ − − ⋅⎥ ⎬⎥ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎥⎦ ⎪⎦ ⎭
 (39) 

从(39)式可以看出, 当不考虑离散力时, 2
3

( )
2

s

s

G
DA

ρ γ γ μ
ξ

ρ
′− −

= , 0ξ < 恒成立, 

推移质运动过程不会发生非线性突变; 当考虑离散力时, 0ξ = 才有可能成立. 

也就是说, 离散力是推移质泥沙运动发生突变的根本原因.  

令 0ξ = 列方程, 然后在方程两边同除以
22

2 2
3

( )
2( )

s

s s

G
D A

γ γρ
γ γ ρ

′ −
⋅

−
得 

 

2 3 2* 1 4 1 4
2 2

*

22
* *

2

( )( tg )1
2

1 0.
2 ( )

s mD L

s

A B MDU D B A B A
f

G G U

U U D
f

D

μ γ γϕ
Θ

ν ρ

ρ
γ γ ν

⎡ ⎤⋅ −+ ⋅⎛ ⎞Θ − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ′ ′⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞− =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎣ ⎦⎣ ⎦

 
(40)

 

引入 * * *
0 0 2 3( )

DU U D DU
G f Re f f f

ν ν ν
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
和 Shields 参数

2
*

( )s

U
D

ρ
Θ

γ γ
=

−
 

上式变为 

2 3 2* 1 4 1 4
2 2

* * *
3 3

2
*

2

( )( )1
2

1 0,
2

s mD LA B MDU D B A B A
f

DU DU Uf f

U Df

μ γ γμ
Θ

ν ρ
ν ν

Θ
ν

⋅ −⎡ + ⋅ ⎤⎛ ⎞Θ − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞− =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

 

解之得 

 
2 2 2

3 *
2 2

1 1 4 2( ) ( )s
D L s m

A U D
B B A B MD D

μρν
Θ

μ γ γ ν
⋅

=
+ −

, (41) 

这里, Θs 代表推移泥沙运动发生突变时的 Shields 参数.  
由于 50 10D Dη = , 0.75 0.65 (2 )M η= − + , 所以Θs 为不均匀程度η = D50/D10, 

Reynold 数 *
*

DU
Re

ν
= , 推移质运动代表粒径 D 和非均匀沙平均粒径 Dm 的函数, 

即 
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 5 *( , , , )s mf D D ReΘ η= . (42) 

当泥沙组成确定后, 5 *( , , , )c f D D ReΘ η= 为 Reynold 数 *
*

DU
Re

ν
= 的二次函

数.  

3.4  推移群体泥沙运动有效区域的估计 

若将方程(26)取为 

 2A B Cy U U
I I I

= + + , (43) 

可以知道这是开口向上的二次曲线, 在 0 2
BU
A

−
= 处获得极值, 为一特征点. 由

(18), (23)和(24)式知, U0 = Ub, 也就是 U = Ub 时, 即泥沙颗粒与作用水流拥有相

同的速度, 此时泥沙将获得最大减速度/最小加速度, 此减/加速度全部由泥沙为

克服摩擦阻力进行水平运动产生的, 这一速度为特征速度. 由于我们考虑的是单

向流, 泥沙群体运动速度是由水流提供的, 所以, 很直观地可以认为 U > Ub 部分

所描述的泥沙群运动情况是无效的. 即在单向恒定均匀情况下, 以(43)式的极值

点作为分界线, 泥沙群运动速度 0 < U < Ub 的一支才是有效的(图 5).  
 

 
图 5  推移群体泥沙运动区域 

 

根据所进行的坐标变换 : 
2

A BY U
I I

= − − ,  重新绘制突变分析图(ξ -U 坐

标)(图 6). 图 6 中, 分界线和ξ 轴所包围的一块区域是泥沙运动速度的有效区域, 
图 6 与 4 的不同之处是: 图 4 是上支解是稳定的, 下支解不稳定, 而图 6 中则正 
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图 6  突变分析图(ξ -U 坐标) 

 
相反.  

通过前边的讨论可以得到: 方程的两个不动点就相当于势函数曲线上的两个

极值点, 一个是势能的极大值点(相当于不稳定的不动点, 它随时会由于种种扰

动平衡被破坏), 文章中所考虑的速度不在此范围内; 另一个就是势能极小值点, 

它对扰动不敏感, 处在所讨论的范围之内. 文中所讨论的速度分布在极值点和速

度为零的点之间, 在这一范围之内泥沙颗粒的速度是稳定的. 不管随机因素如何, 

泥沙颗粒的运动总是逐渐趋向于水流速度.  

4  非线性动力学特性分析结果计算绘图并与法国夏都水利实验室

结果比较 

4.1  绘图确定 f0(x)和 f1(x)的表达式, 并写出 f2(x),  f3(x)和 f4(x)的表达式 

4.1.1  f1(Re*)的确定方法 
f1(Re*)的物理含义为对数流速公式中从床面光滑过渡到粗糙过程中的校正函

数. 参见文献 [3, 12], 可通过如下方法确定: 

*

1 *

0.3 , 0.25( ),
( ) 6 , 0.25 10( ,

1, 10( ,

s s

s

s

K U K
f Re K

K

ν δ
χ δ

δ

<⎧
⎪= = ⎨
⎪ >⎩

床面光滑

结果如图 所示 ≤ ≤ 床面处于过渡区)

床面粗糙)

 

其中, δ 为近壁层流层的厚度, δ = 11.6ν /U*, 而糙率尺寸 Ks 一般取为 2D, 所以

*
*2sK U

Re
ν

= .  
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对图 7 的结果进行回归, 最后得到 f1(Re*)的表达式:  

 
图 7  对数流速公式中从床面光滑过渡到粗糙过程中校正值χ 和 Ks/δ 的关系 

 

2
*

2

* *

Reln
19.01059 5.8
2 0.68407

1 * *
*

*

0.6 , 1.45,

17.0027( ) 0.97806 e , 1.45 58,
0.68407 2π

5.8
1, 58.

Re Re

f Re Re
Re

Re

χ

⎛ ⎞
⎜ ⎟×⎝ ⎠−

×

<⎧
⎪
⎪
⎪

= = +⎨
⎪
⎪
⎪ >⎩

≤ ≤  

4.1.2  f2(Re*)的确定方法 

f2(Re*)的物理含义为: 相对作用流速
*

bU
U

随颗粒 Reynold 数 Re*变化的形状函

数.  

由于 * 2 *
2 1

1
5.75log 30.2

U D U D
f f

α
ν α ν

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

, 其中 , 1 2α ≈ , 2 1α ≈ . 将

f1(Re*)的表达式代入其中, 可以得到 

*

2

2
* *

1

Reln
19.01059 5.8

2 2 0.68407
2 * *

*1

2
*

1

5.75log 30.2 0.6 , 1.45,

17.0027( ) 5.75log 30.2 0.97806 e , 1.45 58,
0.68407 2

5.8

5.75log 30.2 , 58.

Re Re

f Re Re
Re

Re

α
α

α
α π

α
α

⎛ ⎞
⎜ ⎟×⎝ ⎠−

×

⎧ ⎛ ⎞
⋅ <⎪ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎪ ⎢ ⎥⎜ ⎟= ⋅ +⎨

⎢ ⎥⎜ ⎟
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞
>⎜ ⎟

⎝ ⎠

≤ ≤
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

(44) 
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4.1.3  f3(Re*), f0(Re)的确定方法 
f3(Re*)和 f0(Re)的物理含义相同, 均代表泥沙阻力与升力之和随 Reynold 数 

变化的情况. f3(Re*)的物理含义为: 泥沙阻力与升力之和随泥沙颗粒 Reynold 数 
变化的情况; f0(Re)的物理含义为: 泥沙阻力与升力之和随水流 Reynold 数变化的

情况.  
根据Coleman的实验结果 [13](见图 8)并参见文献 [3], 首先拟合出作用在床面

密集排列圆球上的上举力与圆球水下重量的比值K与Reynold数的关系: 
 

 
图 8  作用在床面密集排列的圆球上的上举力与圆球水下重量的 

比值 K 与 Reynold 数 Re 的关系 
对于颗粒 Reynold 数, 有效区间 6.5<Re*<1500 

 

5033.5718 9988.50124 25033.5718 9988.50124 2
710473.113233.51376

13.21958 11.22359
1 e1 e

ReReK − −− + −−

⎛ ⎞−⎜ ⎟= − + ⋅
⎜ ⎟+⎝ ⎠+

 

(6.5 < Re* < 1500). 
由此也可以得到升力系数 CL 的表达式:  

 
5033.5718 9988.50124 2

33.51376

5033.5718 9988.50124 2 2
710473.1132

3.219581.22359
1 e

1 4 ( )1 
31 e

L Re

s
Re

b

C

D g
U

ρ ρ
ρ

− +
−

− −
−

⎡
⎢= − +
⎢
⎢ +⎣

⎤⎛ ⎞ −− ⎥⎜ ⎟⋅ ⋅
⎜ ⎟⎥+⎝ ⎠⎦

 

(45a)

 

由 * * *
0 0 2 3( )

DU U D DU
G f Re f f f

ν ν ν
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
, 并结合(15a)和(15b)式, 得 
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( )* 2 *
3 * * 2 * 1 5033.5718 9988.50124 2

33.51376

3.21958( ) ( ( )) 1.22359

1 e
D Re f Re

f Re C Re f Re A
− +

−

⎡
⎢= ⋅ + − +⎢
⎢ +⎣

 

 ( )* 2 *
2 25033.5718 9988.50124 2

710473.1132

4 ( )11
3

1 e

s
Re f Re

b

D g
A

U
ρ ρ

μ
ρ− −

−

−⎤⎛ ⎞× − ⋅ ⋅⎥⎜ ⎟
⎜ ⎟⎥+⎝ ⎠⎦

, (45b) 

其中, 1
π
4

A = , 2
π
4

A = , 3
π
6

A = , ϕ是水下摩擦角, 一般取为 30°~40°, 则可取μ = 

tg35° ≈ 0.7, 而 f2(Re*)的表达式同前.  
4.1.4  f4(Re*)的确定方法 

f4(Re*)的物理含义: Shields 参数随颗粒 Reynold 数的变化, 称之为 Shields 函

数. 根据(28)式:  

 2 2*
4 * 3 2 1 4 1 4 2

*

( )( ) ( tg )
2

s m
D L

B MDU DGf Re A f B A B A
U

γ γ
μ ϕ

ν ρ
⎡ ⎤′ −⎛ ⎞= + + ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
, (46) 

式中, 1DB 和 1LB 分别为水平方向和垂直方向上的离散力分量系数, 考虑到离散

力的两分量PD ≈ PL, 可以取 1 1 1
2

2D LB B B= = . 根据离散力P与泥沙阻力FD之间

的关系 [14], 并参见文献 [3], 有 0.15
D

DP F
s

= , 其中, s代表颗粒之间的距离. 而

3
2 1 4( )s MP B B A M Dγ γ= − ⋅ , 

2
2

1 2
b

D D
U

F C A D
ρ

= , 故得到 

 
2

1 2 4 1
0.15( )

2
b

s D
U

B B A M C A
s

ρ
γ γ− = . (47) 

将上式代入(46)式中, 并且结合(29b)式, 若取 s = 0.25Dm, 则 

 3

2
1 2 *0.15 2(1 ) ( )

2

CS

D

A
G A C f Re

μ
Θ

μ
=

′⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (48) 

如果不考虑颗粒间的离散力, 且注意到 1
π
4

A = , 2
π
4

A = , 3
π
6

A = , 则上式变成 

 3
2

2 2 *
2 *

4
3 ( ) ( )( )

2

C
D L

A
G C C f Ref Re

μ μΘ
μ

= =
′⎛ ⎞ +

⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (49) 

此式即为 Shields 起动曲线. 通过 Shields 实验曲线ΘC(Re*), 并考虑 CL的表达式就
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可以反算阻力系数 CD 的变化(6.4≤Re*≤1500):  

 2
2 *

4
3 ( )D L

C

C C
f Re
μ μ

Θ
= −

⋅
. (50) 

CD 随颗粒 Reynold 数 Re*变化的曲线见图 9. 

根据(29a)式得 

 3
4 *

2
1 2 *

( )
0.15 2(1 ) ( )

2

CS

D

A
f Re

G A C f Re

μ
Θ

μ
= =

′⎡ ⎤+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

. (51) 

 
图 9  通过 Shields 曲线算得的阻力系数的变化情况 

 

以 Reynold数 *
*

DU
Re

ν
= 为横坐标, 以 Shields参数

2
*

( )s

U
D

ρ
Θ

γ γ
=

−
为纵坐标绘

泥沙起动曲线图给出颗粒 Reynold 数 *
*

DU
Re

ν
= 的大小, 在求得 CD, CL 及 G′后, 

根据(48)和(49)式算出水流强度ΘC 和ΘCS, 然后作图, 见图 10.  

由于考虑的推移质泥沙群体的运动, 泥沙起动有先后, 刚开始起动的泥沙, 

它只受到水流的作用, 泥沙之间尚不存在剪切作用, 也就不存在离散力. 而稍后

起动的泥沙, 就会受到已起动了的泥沙的剪切作用, 从而受到离散力的作用. 图

10 为不考虑离散力和考虑离散力两种情况下的泥沙起动曲线, 其中, 不考虑离散

力作用的泥沙起动 Shields 曲线θc, 反映的是最先起动泥沙的情况; 而考虑离散力

作用的泥沙起动 Shields 曲线θcs, 则反映了群体泥沙起动时, 稍后起动泥沙的起

动情况以及运动的泥沙止动时的情况. 通过这两条曲线的对比可以看出, 推移质 
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图 10  Shields 起动曲线和考虑离散力情况下的起动曲线 
 

泥沙群体运动时, 一旦有泥沙起动, 稍后的泥沙起动将变得容易; 另外, 也可以

看出, 在离散力的作用下, 泥沙止动所需的水流切应力小于起动切应力. 

4.2  推移运动过程突变曲线及其与夏都床面形态判别准则实验的比较 

以 Reynold数 *
*

DU
Re

ν
= 为横坐标, 以 Shields参数

2
*

( )s

U
D

ρ
Θ

γ γ
=

−
为纵坐标绘

推移运动过程突变曲线图. 在确定出 DC , LC 和离散力 P的基础上, 根据(41)式进

一步得到突变曲线表达式为 

2 2 2
3 *

22 2
10.152 (1 )

2 2

S
D b m

A U D
C AU D D

s

μν
Θ

ν
μ

=
+

. 

若仍然设 s = 0.25Dm, 并表示为 Re*的函数, 则 

 
2

3 3*
2 2

2 *1 1

1
( )2()1 0.15 2(1 )0.15S

bD D

A AU
U f ReC A C A

μ μ
Θ

μ μ
= =

+ +
, (52) 

其变化曲线见图 11.  
图 11 为推移运动过程产生运动性质非线性突变的分界线. 为了更能说明问

题的实质, 将ΘC, ΘCS 和ΘS 三者的相对位置关系绘出, 见图 12. 从图 12 Shields 泥

沙起动曲线和推移质泥沙运动突变分界线可以看出, 在泥沙起动后, 推移质泥沙

存在两个性质迥然不同的运动. 

绘出ΘC, ΘCS 和ΘS 三者的计算曲线并与床面形态判别准则实验结果比较选取  
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图 11  推移运动过程产生突变的分界线 
 
 

 
图 12  发生突变的分界线与起动曲线的相对位置 

 

典型的 *
*Reynold ,

DU
Re
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⎛

=⎜⎜
⎝

 数 Shields参数
2
*

( )s

U
D

ρ
Θ

γ γ
⎞

= ⎟⎟− ⎠
组, 绘出ΘC, ΘCS和ΘS

三者所表示的曲线并与法国夏都水利实验室“平整-沙纹-沙垄区的判别准则”实验

结果(参见文献 [3]和 [15])进行比较, 结果见图 13. 
结合图 12 和 13 可以看出, 推移质泥沙运动突变分界线与法国夏都水利实验

室“平整-沙纹-沙垄区的判别准则”试验曲线中出现沙垄的分界线相一致.  
该结果表明, 在泥沙起动后, 推移质泥沙存在两个性质迥然不同的运动, 床

面形态由平整到沙纹及沙垄的不同发展阶段, 受推移质运动过程的非线性动力 
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图 13  突变分界线在法国夏都水利实验室“平整-沙纹-沙垄区的判别准则” 
试验曲线中的相对位置(参见文献 [3]) 

 
特征所决定, 它们分别对应于推移运动过程中的不同非线性状态. 通过与法国夏

都水利实验室床面形态试验比较, 也进一步证明: “床面形态从平整到沙垄的演

化与否”是由推移质泥沙运动过程的突变特性所决定的, “突变分界线”正是平整

床面与沙纹及沙垄床面的分界曲线. 

5  结论与启发 

本文从泥沙颗粒受力出发, 建立了床面层内推移质集体运动的微分方程, 进

而从微分方程特性出发, 探讨了推移质运动过程的非线性动力学特征. 发现泥沙

起动、推移质平衡输沙以及床面形态由平整到沙纹及沙垄的发展演化, 均受推移

质运动过程的非线性动力特征参数所控制, 它们分别对应于推移运动过程中不

同的非线性状态; 而推移质运动过程的非线性动力特征参数又取决于水流强度

Shields 参数和颗粒 Reynold 数, 是两者的复杂函数.  

(ⅰ) 泥沙的起动与否对应着推移质集体运动方程中常数项是否为零. 当不

考虑泥沙颗粒间的离散力, 即泥沙颗粒间不存在离散力时, 推移质集体运动方程

中常数项为零, 就对应着传统的 Shields 泥沙起动曲线; 当考虑泥沙颗粒间的离

散力, 即泥沙颗粒间存在离散力时, 由推移质集体运动方程中常数项为零, 又可

以得到新的 Shields 曲线, 如果以 Shields 参数和颗粒 Reynold 数为纵横坐标, 则

该曲线在传统 Shields 泥沙起动曲线的下方. 该现象说明两个问题: 第一, 床面泥

沙最初起动是最困难的, 起动流速最大, 一旦床面有泥沙起动后, 其他床面泥沙
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就有获得泥沙颗粒间离散力的可能, 如果是这样, 由此床面泥沙起动将变的容易, 

泥沙起动流速将降低. 第二, 也从另一方面解释了泥沙止动流速为何小于泥沙起

动流速的原因, 即泥沙颗粒间离散力的影响.  

(ⅱ) 推移质集体运动方程的平衡点或者称之为不动点对应着的是推移质泥

沙的平衡输沙状态. 当 B2 − 4AC = −4I2ξ ≥ 0, 即ξ ≤ 0 (对应于图 13 的平整床 

面区域)时 , 方程可以求得两个不动点 , 理论上说这两个流速都对应推移质处  

于平衡输沙情况下的泥沙运动速度. 但其中一个运动速度 U1 是大于水流速度 Ub, 

属于无效的速度讨论区间, 同时它在图 6 中也属于不稳定的那一支解. 另一个 

运动速度 U2 小于水流速度 Ub, 它在图 6 中属于稳定的那一支解, 也就是当泥沙

颗粒运动一段时间后, 将会逐渐趋近于这个速度. 所以, 在平衡输沙时, 平整床

面上的泥沙颗粒将逐渐会以稳定的速度 U2 向前移动; 而当 B2 − 4AC = −4I2ξ < 0, 

即ξ > 0 (对应于图 13 中沙纹、沙垄区域)时, 令 AU2 + BU + C = 0, 无法求得实  

数解, 也就是在初始平整床面上, 推移质运动无法达到平衡状态. 而正是这种 

初始的不平衡输沙状态造成了床面的非均匀化, 并最终造成沙纹(沙垄)等床面形

态的出现. 这样, 就从不动点理论的方面解释了平整床面和沙纹(沙垄)床面的区

别所在.  

(ⅲ) 在突变分析中可以得到, 当突变参数ξ从小于零到大于零连续变化时, 

方程(26)也从原来的一个稳定解和一个不稳定解状态过渡到两个解合并成一个拐

点的状态, 最后到达没有稳定(不稳定)解的情况, 其中的ξ = 0 就是使方程性质发

生突变的分界点. 在理论上的这个分界点就对应着床面形态由平整到沙垄发展

的临界曲线, 通过进一步与法国夏都水利实验室床面形态试验比较证明: “床面

形态从平整到沙垄的演化与否”是由推移质泥沙运动过程的突变特性所决定的, 

推移质泥沙运动的突变分界线表达式, 亦可作为床面形态“平整区与沙垄区的判

别准则”. 这就从理论方面解释了平整床面和沙垄(沙纹)床面的区别. 从泥沙运动

过程非线性特征方面给出了法国夏都水利实验室“平整-沙纹-沙垄区的判别准则”

实验曲线的理论解释.  
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