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摘要 我们首先简要介绍了超冷原子和光晶格,然后利用推广的单带 Hubbard模型讨论了二维正方光晶格

中自旋 3/2费米型超冷原子体系中的几种Mott绝缘态,其中该系统的自旋自由度具有较大 SO(5)对称性.对于

对称性破缺的自旋四极矩有序态和自旋偶极 -八极矩共存有序态,我们详细研究了系统的低能集体激发模式

-Goldstone玻色激发的具体行为.在 SU(4)对称点附近,我们发现强烈的量子涨落可能会演生出一个 SU(4)π通

量的自旋液体态.对此,我们还分析了这两种奇异量子态之间可能存在的量子相变.
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1 引言

从 20世纪初量子力学建立以来,人们在原子尺

度上对自然界微观规律的认识进入了新的时代,量子

力学基本理论在解释各种物理实验现象及应用领域

上都取得了巨大的成功. 另一方面,在面对由大量原

子组成的多粒子体系时, 尽管微观粒子的运动规律

满足量子力学的运动方程 –薛定谔方程,但求解粒子

数在 1023量级上的量子关联体系对应的薛定谔方程

在可以预见的将来都是一个不可能完成的任务. 随

着高温超导、量子霍尔效应等众多新奇的宏观量子

效应的发现,人们逐渐认识到大量粒子组成复杂体系

之后,系统的整体行为不能通过其微观组成单元的性

质外推得到. 因此,在量子关联多体系统中寻找新的

方法, 发展新的概念一直是物理学研究中的重要问

题. 这一领域的不断发展还推动了一种新的科学研

究指导思想 – 演生论 (Emergence) 的形成, 即认为自

然界依据尺度和复杂性分为不同的层次, 每一个层

次都有其特有的基本规律, 并与其组成部分的微观

细节相对独立. 诺贝尔物理奖得主 Anderson 对演生

论的一个精辟说法是: More is different.

量子关联多体系统中的一个重要领域是对量子

自旋系统的研究.早在量子力学建立初期的 1931年,

Bethe[1] 就对一维量子自旋 1/2反铁磁海森堡链进行

了研究,开辟了量子自旋链研究的篇章.对于高维情

形下的反铁磁体, Anderson等人 [2,3]在 50年代发展了

自旋波理论, 预言了高维的反铁磁海森堡模型具有

长程序,低能元激发为无能隙的自旋波模式. 与量子

自旋系统相关的物理研究涉及凝聚态物理、量子场

论、数学物理等多个研究领域,一直是物理学发展中
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的常青树. 为研究这类体系的物理性质,人们发展了

许多解析方法,如可积模型、玻色化、共形场论等许

多有力的工具.

从实验的角度来看, 固体材料中的大自旋通常

需要洪特 (Hund)相互作用产生,自旋 S > 2的情形并

不多见.自从 20世纪 90年代稀薄玻色气体的玻色爱

因斯坦凝聚 (BEC)被实现以来,超冷原子成为现代物

理学研究中越来越重要的研究方向. 在超冷原子体

系中,人们可以研究与之相关的凝聚态物理、量子光

学、原子物理、甚至粒子物理与核物理问题,因而超

冷原子体系吸引了多个领域的物理学工作者们的广

泛关注. 超冷原子体系非常纯净,并且众多的重要物

理参数便于调节, 使得超冷原子体系相比于其他实

验体系具有特别的优势. 从凝聚态物理研究者的角

度出发,超冷原子体系提供了一个平台: 我们不仅可

以去用它来模拟传统的固体电子体系,而且可以利用

超冷原子去作量子调控,制备一些仅存在于实验室中

的量子态,这些量子态不仅具有奇特的物理性质,还

有可能在以后被用来实现可行的量子计算方案.

近年来, 快速发展的超冷原子体系提供了一个

新的研究大自旋量子多体系统的实验平台. 2002年,

德国的 Greiner等人率先在光晶格中实现了玻色原子

从超流态到 Mott绝缘态的量子相变 [4], 开启了利用

超冷原子体系研究量子关联体系的先河. 在超冷原

子体系中,不仅环境非常纯净,而且系统的众多参数

可以进行调节. 因而,人们有望用冷原子系统来模拟

传统的强关联电子体系, 甚至以人工量子调控的方

式在更多的研究对象中寻找新的量子物态. 在超冷

原子体系中,研究的基本对象是原子,而原子的自旋

由核自旋与外层电子自旋耦合得到,一般均大于 1/2.

在光晶格中, 原子的自旋自由度将完全被释放出来,

因此光晶格中的超冷原子体系是一个高度可控的大

自旋量子关联系统,为研究大自旋量子多体系统中的

新奇物态提供了舞台.

2 光晶格与冷原子的强关联体系

冷原子物理中的第一个重大突破是实现玻色爱

因斯坦凝聚. 众所周知,玻色原子的统计性质满足玻

色爱因斯坦分布率.对于理想的玻色气体,如果降低

体系的温度至某个临界温度 Tc,体系的化学势为 0,此

时体系发生玻色爱因斯坦凝聚,宏观数目的玻色原子

都凝聚在零动量的态上. 若体系温度为 T ,玻色原子

的质量为 m, 则其热德布罗依波长为 λdB = h√
2πmkBT .

若降低体系的温度,则德布罗依波长增大,在玻色爱

因斯坦凝聚相变发生的时候,德布罗依波长增大到原

子与原子之间平均距离的量级,此时原子与原子的波

包产生交叠,从而呈现出宏观尺度的物质波.

看上去我们只要能达到足够低的温度, 即可制

备玻色爱因斯坦凝聚体,但实际上这并非易事. 一般

而言,降低温度时,通常的原子气体在进入量子简并

极限之前会凝聚为液体或者固体. 为了避免在发生

BEC相变之前发生气 -液和气 -固相变,原子气体必

须非常稀薄, 这将使得 BEC转变温度降低到纳开尔

文 (Nano Kelvin)量级. 一直到 1995年,美国科罗拉多

大学的 JILA研究小组和麻省理工学院的 Ketterle研

究小组结合激光制冷和蒸发制冷的办法, 在磁势阱

中分别独立制备了碱金属原子气体 23Na 和 87Rb 的

BEC.这是自 1925年爱因斯坦和玻色预言 BEC以来,

70年来人们第一次成功观测到 BEC, Cornell, Wieman

和 Ketterle三位物理学家也因此被授予 2001年 Nobel

物理学奖.

在过去的几年中,光晶格实验技术的发展,更是

将超冷原子的研究推向了前所未有的高度,并建立了

与凝聚态物理特别是强关联体系的广泛联系.简而言

之,光晶格利用相向传播的激光束形成驻波,而冷原

子可被束缚于驻波的势阱中, 二维和三维光晶格的

构造方式如图 1 所示. 这样的人造晶格结构对于模

拟凝聚态体系尤为重要, 它使得在超冷原子体系中

研究强相互作用的多体效应成为可能. 在这样的条

件下, 不仅传统的电子体系可以被冷原子系统模拟,

而且以人工调控的方式研究新的量子态也成为可能.

2002年,德国的 Greiner等人 [4]率先利用光晶格实现

了玻色原子超流态到 Mott绝缘态的量子相变,这是

利用冷原子体系研究强关联多体物理的开端. 在 2.1

节中,我们先以此为例,介绍相关的冷原子实验与理

论的物理背景.

2.1 超冷玻色原子的超流 -Mott相变

实验中,六束两两相向传播的正交激光束在空间

中形成一个周期性的晶格势

357



张广铭等: 光晶格中自旋 3/2超冷费米原子的Mott绝缘态及其量子相变

图 1 利用四束和六束相向传播的激光束干涉形成驻波,得到二维 (a)与三维 (b)光晶格 [5]

Figure 1 The formations of the two-dimensional (a) and three-dimensional (b) optical lattices by using four or six counter

propagating laser beams [5].

V (x,y,z) = V0(sin2 kx+ sin2 ky+ sin2 kz), (1)

冷原子则被束缚在这个晶格势中. 1998年 Jaksch等

人 [6] 撰文指出,如果将无内部自由度 (自旋)的玻色

原子置入光晶格中,描述系统的哈密顿量将是 Bose-

Hubbard模型:

H =−J ∑
〈i j〉

b†
i b j +

1
2

U ∑
i

ni(ni−1)−µ ∑
i

ni, (2)

其中 ni = b†
i bi 为 i格点的粒子数算符,在位 (on-site)

排斥相互作用参数 U = h2as
πm

∫
d3r|w(r)|4,近邻格点跃

迁矩阵元 J =
∫

d3rw∗(r− ri)[− h2

8π2m ∇2 + V(r)]w(r−
r j),其中 w(r)为光晶格 s轨道的Wannier波函数.

这个看似简单的 Bose-Hubbard模型能够忠实的

描述光晶格中单分量玻色原子的多体行为, 原因是:

在单个格点上, 热激发和原子相互作用的能量尺度,

都远小于 s轨道和 p轨道之间的带隙,并且 Wannier

波函数在一个晶格长度 (半个激光波长)的尺度内迅

速衰减. 光晶格的优势在于它具备极强的调控能力,

如果改变激光的波长和势阱的深度等参数, 跃迁交

叠积分 J和相互作用强度U 均可在很大的参数范围

内变化. 我们可以给出一个直观的物理图象:如果增

大势阱深度,则原子在阱间隧穿几率变小,即 J减小,

如果激光波长更短,则势阱变 “窄”,原子在同一个阱

中波函数交叠更大,因而排斥相互作用强度 U 更大.

在极低温环境中,束缚在阱中的原子能量低,一般处

于阱底,为进行理论和实验的对比,人们可以采用简

谐近似处理光约束势,具体参数可参阅 Bloch等人 [5]

的综述文章.

Bose-Hubbard 模型即使是在一维也是无法求解

的, 为了理解这个模型的基本物理, 我们可以采取

“抓两头,看中间”的方式,首先考虑两种极端情形:

(ⅰ)超流态U/J → 0,所有玻色原子凝聚在 k = 0

的最低 Bloch带,此时多体基态波函数可写作

|SF〉=
1√
N!

(
b†

k=0

)N
|0〉 . (3)
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图 2 光晶格中玻色子超流态 (a)到Mott态 (b)的量子相变 [7]

Figure 2 The quantum phase transition from the bosonic superfluid state (a) to Mott insulating state (b) on optical lattices [7].

(ⅱ) Mott绝缘态U/J →∞,不妨假设粒子填充数

n̄ = 1,即平均每个格点一个原子,零级近似下玻色子

在光晶格间跃迁可忽略,体系基态波函数为

|MI〉= ∏
i

b†
i |0〉 , (4)

这两个态的示意图可参见图 2.

如果调节 U/J 从小到大变化, 可以期待在某个

临界值 (U/J)c时,体系会发生超流态到Mott绝缘态

的量子相变.众所周知,量子力学中坐标与动量是一

对共轭量, 它们满足 Heisenberg不确定性关系.事实

上,类似的共轭物理量还有相位 θ 和粒子数 N,它们

在超流 -Mott绝缘体相变中起到重要作用:在超流态

中,所有玻色原子间呈现出相位刚性 (Phase Rigidity),

即相位确定,但每个格点的粒子数完全不确定,低能

激发为无能隙且具有线性色散 (ωk = vs|k|)的超流声
子.而Mott绝缘态失去相位相干性,每个格点上粒子

数的涨落很小,对所有类型的激发都有能隙,属于不

可压缩态. 值得一提的是,超流 -Mott绝缘体相变完

全由量子涨落所控制,不同于气 -液相变等由热涨落

控制的经典相变,所以它属于量子相变的范畴.

早在 20 世纪 80 年代, Fisher 等人就对 Bose-

Hubbard模型进行了系统的理论研究 [8],当时并没有

与之对应的实验体系,而 Greiner等人 [4]基于冷原子

的实验工作填补了这一空白. 由于 Mott绝缘态与超

流态的区别在于是否存在相位相干, Greiner 等人 [4]

注意到可以通过 Time-of-flight方法来区分Mott态与

超流态:如图 3所示,在填充数为 n̄ = 1的条件下,他

们通过改变光势阱深度 V0 来观测不同的干涉图样.

如果冷玻色原子处于超流相,突然撤去光晶格势,则

干涉图样中会出现标志性的零动量相干峰. 当增大

V0 到临界值 12−13Er 时,标志着超流态的相干峰消

失,此时体系进入Mott绝缘态.这一实验结果与理论

预测的临界值 V0/Er = 11.89符合的很好.

2.2 光晶格中的量子磁学

目前, 冷原子物理中一个很有前景的方向是与

量子磁学的结合, 其中大自旋体系又格外引人关注.

众所周知, 固体材料中的强关联物理主要由自旋为

1/2电子的相互作用行为所决定.在超冷原子体系中,

研究的基本对象是原子, 而原子的自旋由核自旋与

外层电子自旋耦合得到,一般均大于 1/2. 若采用传

统的磁势阱,原子的自旋自由度被冻结,束缚的实际

上是一系列磁量子数中的最低能量态,等效为单分量

(无自旋)的体系.而在光势阱和光晶格中,原子的自

旋自由度完全被释放出来.例如,若将自旋 1/2的 6Li

原子置入光晶格中,则这个体系由著名的 Hubbard模

型所描述:

H =−t ∑
〈i j〉,α

c†
iα c jα +U ∑

i
ni↑ni↓−µ ∑

i
ni, (5)

其中费米型的 6Li原子填充数由化学势控制.当填充

数为 n̄ = 1时, 光晶格的 s轨道半填满. 在光势阱很

深的条件下,在位排斥相互作用项远大于动能项,可

359



张广铭等: 光晶格中自旋 3/2超冷费米原子的Mott绝缘态及其量子相变

图 3 当光晶格势 V0 分别等于 (a) 0Er, (b) 3Er, (c) 7Er, (d) 10Er, (e) 13Er, (f) 14Er, (g) 16Er, (h) 20Er 时,进行 time-of-

flight实验得到的干涉图样 [4],飞行时间为 15 ms

Figure 3 The interference patterns obtained from the time-of-flight experiments with time of 15 ms for different optical trapping potentials [4].

以将动能项作为微扰处理. 利用二阶微扰论,我们可

以得到低能有效模型:

Heff =
4t2

U ∑
〈i j〉

Si ·S j. (6)

在一维光晶格中, 这正是我们在第一章中讨论过的

自旋 1/2 的量子反铁磁 Heisenberg 模型. 在两维情

形, 该模型被认为很好的描述了高温超导体的母体

材料,如果我们用冷原子模拟高温超导体:在温度足

够低时,如果我们对这个体系进行 “空穴掺杂”(用激

光移除少量原子),可以期待冷原子以 d 波配对的形

式呈现超流态, 这将给高温超导理论的研究带来很

多启示.

若采用自旋为 1的玻色原子 23Na和 87Rb,在单

位填充数的Mott极限下,其有效模型可以写成 [9∼12]:

Heff =−J1 ∑
〈i j〉

Si ·S j− J2 ∑
〈i j〉

(Si ·S j)2. (7)

在一维情形,我们曾在 3.4节中讨论过这个自旋 1的

双线性 - 双二次模型的相图. 对于超冷原子实验中

常用的 23Na 和 87Rb 原子, 它们不同的散射长度导

致了不同的参数范围:对于 23Na, J1 < J2; 对于 87Rb,

J1 > J2; 在二维条件下,这两种体系的基态分别对应

于自旋液晶态 (四极矩有序)和铁磁态 (偶极矩有序),

其中前者作为一种非磁的新奇量子有序态, 近年来

引起了研究者们的广泛关注.

3 自旋 3/2超冷费米原子

最近日本京都大学的 Takahashi 小组在冷却自

旋 5/2 的稀土族费米原子 173Yb 中取得了很大的突

破 [13], 他们成功地将它冷却到量子简并极限下, 这

是对大自旋费米子体系研究的重要进展, 大自旋费

米子的冷原子体系也已经引起了许多实验和理论物

理学家们的兴趣. 在这一节中,我们主要讨论光晶格

中的自旋 3/2超冷原子的几种 Mott绝缘态,并分析

了与之对应的朗道序参量和对称性破缺, 以及可能

存在的非传统量子相变等问题.

简并性自旋 3/2 费米气体可以通过冷却碱金属

原子 132Cs或者碱土金属原子 9Be, 135Ba和 137Ba获

得,对自旋 3/2费米子体系的研究是对自旋 1/2费米

子体系最自然的推广. 如果将它们束缚在光势阱中,
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这些大自旋的费米原子可能产生许多新奇的基态和

集体激发模式 [14∼17].目前,人们对自旋 3/2费米原子

的超流态已经进行了较多的研究,相比于通常的自旋

1/2费米原子,自旋 3/2费米原子超流 Cooper对的结

构更为丰富. 它们不仅可以形成自旋单态的 Cooper

对, 还有可能产生总自旋为 2的 Cooper对 [18], 甚至

还可能形成一种由四个费米原子组成 Cooper对的超

流态 [19∼21],类似于核物质中的重子 (baryon).

3.1 推广的单带 Hubbard模型

为研究二维正方光晶格中自旋 3/2超冷费米原

子可能的 Mott 态, 我们先介绍描述该体系的模型 –

推广的单带 Hubbard模型. 实验中,我们可利用六束

激光形成束缚势:

V (r) = ∑
r=x,y,z

Vr sin2(k · r),

若将束缚势调制为 Vz À Vx = Vy, 则自旋 3/2 冷原子

被束缚在二维 x-y平面上的正方晶格中.描述光晶格

中的自旋 3/2 相互作用费米子体系的哈密顿量为推

广的单带 Hubbard模型,写作

H =−t ∑
〈i j〉

(ψ†
i ψ j +H.c.)+

c0

2 ∑
i
(Ni−2)2

+
c2

2 ∑
i

S2
i −µ ∑

i
Ni, (8)

其中四分量的自旋 3/2 费米子旋量 ψ 定义为 ψi =(
ψi,3/2,ψi,1/2,ψi,−1/2,ψi,−3/2

)T,能带半满 (每个格点填

充两个费米原子)时化学势 µ = 0. 其中, i格点的粒

子数算符与自旋算符分别定义为

Ni = ∑
α

ψ†
iα ψiα ,Si = ∑

αβ
ψ†

iα Sαβ ψiβ , (9)

这里的 S是自旋 3/2对应的 4×4矩阵.

我们可以看到推广的Hubbard模型 (8)式与通常

Hubbard模型 (5)式的区别:对于自旋 1/2费米子,由

于 S2
i 可以表示为粒子数算符的形式,所以保持自旋

旋转不变且独立的相互作用项只有一种可能. 而对

于自旋 3/2费米子, S2
i 和 (Ni− 2)2 相互独立,则推广

的 Hubbard模型中既包含密度密度型的在位排斥相

互作用,也包含自旋依赖的相互作用,这是推广的自

旋 3/2费米子 Hubbard模型的一个特点.

由于自旋 3/2费米原子具有四个分量,仅仅用粒

子数算符与自旋算符无法描述全部的自由度, 我们

还需要考虑自旋矩阵的乘积.其中,自旋四极矩矩阵

定义为

1√
3

(SxSy +SySx) = Γ1,
1√
3

(SzSx +SxSz) = Γ2,

1√
3

(SzSy +SySz) = Γ3, (Sz)2− 5
4

= Γ4,

1√
3

[
(Sx)2− (Sy)2] = Γ5,

这 5个 Γ矩阵分别对应于

Γ1 =


 0 −iI

iI 0


 ,

Γ2,3,4 =


 σ 0

0 −σ


 , (10)

Γ5 =


 0 I

I 0


 .

它们满足所谓的 Clifford代数 {Γa,Γb}= 2δab, I是 2×
2的单位矩阵, σ是 Pauli矩阵. 利用这些 Γ矩阵,我

们还可以构造出 SO(5)生成元矩阵 Γab =− i
2 [Γa,Γb],

通过 Γab的线性组合,我们可以得到自旋 3/2矩阵:

Sx =
√

3
2

Γ34 +
1
2
(Γ12 +Γ35),

Sy =−
√

3
2

Γ24− 1
2
(Γ13−Γ25),

Sz =−Γ15 +
1
2

Γ23,

它们构成了自旋角动量的 SU(2) 李代数 [Sα ,Sβ ] =

iεαβγ Sγ .此外,七个自旋八极矩矩阵可以写作:

(Sx)3 =
7
√

3
8

Γ34 +
7
8

Γ35 +
13
8

Γ12,

(Sy)3 =−7
√

3
8

Γ24 +
7
8

Γ25− 13
8

Γ13,

(Sz)3 =
13
8

Γ23− 7
4

Γ15,

{Sx,(Sy)2− (Sz)2}=−
√

3
2

Γ34 +
3
2

Γ35,
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{Sy,(Sz)2− (Sx)2}=−
√

3
2

Γ24− 3
2

Γ25,

{Sz,(Sx)2− (Sy)2}=
√

3Γ14,

SxSySz +SzSySx =
√

3
2

Γ45,

利用这些 Γ矩阵,自旋四极矩算符和自旋偶极 -八极

矩算符可以用费米算符的二次型来定义

na
i =

1
2 ∑

αβ
ψ†

iα Γa
αβ ψiβ (1 6 a 6 5), (11)

Lab
i =−1

2 ∑
αβ

ψ†
iα Γab

αβ ψiβ (1 6 a < b 6 5), (12)

其中 10个 Lab
i 算符满足 SO(5)代数的对易关系:

[Lab
i ,Lcd

j ] = iδi j(δadLbc
i +δbcLad

i −δacLbd
i −δbdLac

i ), (13)

根据物理量由对称性来分类的基本原则, 5 个 na
i 对

应于 SO(5)“超自旋” 矢量, 它们与 10 个 Lab
i 共同构

成 15个生成元的 SU(4)李代数,这也是四分量的自

旋 3/2 费米子在粒子空穴通道中可以具备的最高的

对称群.

必须强调的是, 在经典电动力学的多极展开中,

高阶的多极矩相互作用一般远小于偶极相互作用.

但在我们的问题中, 由于自旋偶极矩、四极矩和八

极矩算符都是写成费米子二次型的形式, 不同仅在

于插入不同的矩阵,因而它们是同阶的.

3.2 隐藏的 SO(5)对称性

推广的单带 Hubbard模型 (8)式不仅具有 SU(2)

自旋旋转不变性, 它还隐藏着更高的 SO(5) 对称

性 [14]. 利用前面构造的 SO(5) 算符, 我们可将这个

模型改写为

H =−t ∑
〈i j〉,α

(ψ†
iα ψ jα +H.c.)− 3c2

4 ∑
i,16a65

(na
i )

2

+
8c0−15c2

16 ∑
i
(Ni−2)2−µ ∑

i
Ni, (14)

或者

H =−t ∑
〈i j〉,α

(ψ†
iα ψ jα +H.c.)+

3c2

4 ∑
i,16a<b65

(Lab
i )2

+
c0

2 ∑
i
(Ni−2)2−µ ∑

i
Ni, (15)

这两种形式分别利用 SO(5)矢量和 SO(5)生成元来

表示推广的 Hubbard模型,使得隐藏的 SO(5)对称性

显现出来.

为了理解 SO(5)对称性,一个好的办法是观察能

级的简并度.我们考虑自旋 3/2的推广单带 Hubbard

模型在 t = 0的极限情形,此时只需分析单格点哈密

顿量:

H0 =
c0

2
N(N−1)+

c2

2

(
S2− 15

4
N

)
, (16)

用粒子数 n,总自旋 S和自旋 z分量 m来标记的体系

本征能量为

E0 =
c0

2
n(n−1)+

c2

2

(
S(S +1)− 15

4
n
)

, (17)

单格点 Hilbert空间中的所有本征态与能量均列在表

1中.

表 1 单格点本征态与本征值

Table 1 Eigen functions and eigen values for s single site

粒子数 n 总自旋 S 能量 E0

0 0 0

1 3/2 0

2 0 c0− 15
4 c2

2 2 c0− 3
4 c2

3 3/2 3c0− 15
4 c2

4 0 6c0− 15
2 c2

对于单格点的Hilbert空间,空态、格点单态和完

全填满的态构成 SO(5)单态 (无简并),一个粒子的态

与三个粒子的态构成 SO(5)旋量 (四重简并),格点五

重态构成 SO(5)矢量 (五重简并). 可以看出,费米子

所满足的 Pauli 不相容原理对 Hilbert 空间起到了强

烈的限制, 从而对能级简并和隐藏的 SO(5) 对称性

起到了关键的作用.

在以下的部分中, 我们把注意力集中在每个格

点两个粒子的 Mott绝缘态上. 从表 1可以清楚地看

到, 在 t = 0的极限下, 单格点的基态有两种可能性:

当 c2 > 0时两个原子构成自旋单态 (Si = 0),而 c2 < 0

时为自旋五重态 (Si = 2),在 c2 = 0时体系六重简并.

由于目前还没有自旋 3/2冷原子的散射长度的实验

报道,我们考虑 c0 À |c2|且 c0 À t 的参数范围,此时
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自旋相关的相互作用要远弱于密度密度型的相互作

用,这样的参数范围使得双占据 Mott绝缘态的稳定

性得以保证, 而且也符合目前碱金属原子实验的参

数情况.

3.3 自旋四极矩有序态

首先, 我们考虑 c2 > 0 的情形, 此时将推广的

Hubbard 模型写成 (14) 式. 在 Mott 极限下, 粒子

数涨落可忽略, 此时自旋四极矩密度的涨落占主导

地位, 这种涨落将导致费米面的不稳定性和自旋四

极矩有序态的产生 [16]. 不失一般性, 序参量可选作

(−1)i〈n4
i 〉 , 0,其中

2n4
i = ψ†

i, 3
2
ψi, 3

2
+ψ†

i,− 3
2
ψi,− 3

2
−ψ†

i, 1
2
ψi, 1

2
−ψ†

i,− 1
2
ψi,− 1

2
,

(18)

这样的序参量对应的经典构形如图 4 所示. 我们知

道 c2 > 0 对应于格点单态, 则序参量 n4
i 的含义是

Sz = ±3/2(长的蓝箭头) 与 Sz = ±1/2 自旋密度的差

(短的红箭头).这种所谓的自旋液晶态破坏了自旋的

SU(2)不变性, 但保持了时间反演不变性. 值得一提

的是,由于自旋对称性已经被破坏,这种自旋四极矩

有序态并不能被称作自旋液体态.

这样的基态构形,使得体系的对称性由 SO(5)破

缺到 SO(4), Goldstone流形为

SO(5)/SO(4) = S4,

从而体系的低能激发为 4支 Goldstone玻色子. 对通

常的自旋 1/2半满的单带 Hubbard模型,反铁磁基态

的对称性破缺对应的 Goldstone流形为

SO(3)/SO(2) = S2,

剩余的 SO(2)对称性并不禁止横向的涨落模式耦合,

正是这种模式耦合在大 U 极限下抑制了波速, 使

它的行为趋近于 vSDW ∼ t2/U 的行为. 由于剩余的

SO(4)对称性对体系的低能有效理论有很强的限制,

在高斯涨落的层次上, Goldstone 玻色子之间不能相

互耦合, 这使得自旋四极矩密度波的波速呈饱和趋

势,在 c2较大时呈 vQ ∼ t 行为.

关于自旋四极矩有序态的另一个有意思的问题

是关于非阿贝尔的 Berry相位 [22∼24].数学上讲,由于

图 4 两维正方光晶格上自旋四极矩有序相的经典图像,

对应序参量为 (−1)i〈n4
i 〉 , 0

其中每个格点两个原子都构成自旋单态,蓝色长箭头和红色短箭头

分别代表费米子磁量子数为 Sz =± 3
2 和 Sz =± 1

2

Figure 4 The classical picture of the spin quadrupole ordering state

on two-dimensional square optical lattice, where the two atoms form

a spin singlet on each lattice site.

四分量的 SO(5)旋量构成一个 S7 球,若在 Goldstone

流形 S4 上绝热地旋转自旋四极矩有序态的破缺方

向,则费米型准粒子将获得所谓的非阿贝尔 Berry相.

这个原因是 S7 → S4的映射定义了第二类 Hopf映射,

并存在对应的 SU(2)纤维丛和规范结构,物理上对应

为非阿贝尔 Berry相.由于费米型准粒子是二重简并

态,则绝热旋转对称性破缺的方向,再回到原来的破

缺方向时,得到的末态与初始态由一个 2×2的 SU(2)

幺正矩阵相联系.因此,四极矩有序态由 SU(2)非阿

贝尔 Berry相和第二类 Chern数所刻画,这是自旋四

极矩有序态相关的新物理.

3.4 自旋偶极 -八极矩有序态

在这一节中, 我们考虑 c2 < 0 的情形. 利用

SO(5) 李代数, 我们可将推广的 Hubbard 模型写成

(15) 式, 此时自旋偶极 - 八极矩的涨落将占主导地

位,使得体系形成自旋偶极 -八极矩共存有序态 [17].
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不失一般性, 偶极 - 八极矩有序态的序参量可选作

(−1)i〈L15
i 〉 , 0或者 (−1)i〈L23

i 〉 , 0,它们分别是

2L15
i = ψ†

i, 3
2
ψi, 3

2
+ψ†

i, 1
2
ψi, 1

2

−ψ†
i,− 1

2
ψi,− 1

2
−ψ†

i,− 3
2
ψi,− 3

2
, (19)

2L23
i = ψ†

i, 1
2
ψi, 1

2
+ψ†

i,− 3
2
ψi,− 3

2

−ψ†
i, 3

2
ψi, 3

2
−ψ†

i,− 1
2
ψi,− 1

2
, (20)

这样的序参量对应的经典构形如图 5所示.与自旋

图 5 两维正方光晶格上自旋偶极 -八极矩有序相的经典

图像,对应序参量为 (a) (–1)i〈L15
i 〉 , 0, (b) (–1)i〈L23

i 〉 , 0
其中每个格点上两个原子都构成自旋五重态

Figure 5 The classical physical picture of the spin dipole/octupole
ordering state on a two dimensional square optical lattice, where the

two atoms form a spin quituplet on each lattice site.

四极矩有序态不同的是, 这样的态不但破缺了自旋

旋转不变性,而且破缺了时间反演对称性.

不失一般性, 我们以序参量 (−1)i〈L15
i 〉 , 0 的态

为例进行分析. 此时, 不破缺的 SO(5) 生成元为 L15
i ,

L23
i , L24

i 和 L34
i , 其中后三个构成了 SU(2) 子代数.

因而, 这种情况下对称性破缺的 Goldstone 流形为

SO(5)/[SU(2)×U(1)] = CP3. 根据 Goldstone定理,体

系的低能激发为 6支 Goldstone玻色子. 为研究这些

Goldstone 模式的行为, 我们可以在鞍点解基础之上

考虑高斯涨落的办法得到自旋偶极 -八极矩密度波

的有效作用量,并求出它们的色散关系.此时,对称性

破缺的剩余对称性 SU(2)×U(1)并不禁止 Goldstone

涨落模式之间的耦合.自旋四极矩密度波和自旋偶极

-八极矩密度波的波速比较如图 6所示.在小 c2极限

下,由于模式耦合并不重要,自旋偶极 -八极矩密度

波的波速与自旋四极矩密度波行为接近. 而在大 c2

极限下,正是由于模式耦合起主导地位,使得自旋偶

极 -八极矩密度波的波速与自旋四极矩密度波完全

不同,它将呈现出类似于 Hubbard模型中反铁磁自旋

密度波的 v∼ t2/U 行为.

图 6 自旋偶极 -八极矩密度波速度 v(点线)与自旋四极矩

密度波速度 vQ (实线)
Figure 6 The velocity of the dipole/octupole density wave compared

with the velocity of the quadrupole density wave.

自旋偶极 -八极矩有序态的拓扑属性同样有趣.

四分量的 SO(5)旋量仍然构成 S7 球,但不同于自旋
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四极矩有序情形的 Goldstone流形,数学上 S7球可以

认为是 CP3 空间的U(1)纤维从,即定义了一个阿贝

尔的 Berry相位 [25]. 若在 Goldstone流形 CP3上绝热

地旋转自旋偶极 -八极矩有序态的破缺方向,则费米

型准粒子将获得一个 U(1)的相位,此时两重简并的

费米型准粒子间将不会如同非阿贝尔 Berry 相位中

出现线性组合的情况. 在拓扑上,这种自旋偶极 -八

极矩有序态由 U(1) 阿贝尔 Berry 相和第一类 Chern

数所刻画, 这是与自旋四极矩有序态的一个重要

区别.

3.5 自旋液体态

在前面的讨论中, 我们主要集中在两种有序的

Mott绝缘态. 一旦靠近 c2 = 0这个特别的 SU(4)高

对称点,两种有序态的能量很接近,量子涨落将非常

强.这两种有序态具有完全不同的对称性、低能激发

以及拓扑性质, 因而在它们之间发生连续相变的可

能性几乎不存在. 那么,一种非常奇特的代数自旋液

体态有可能作为量子临界态在 SU(4)高对称点附近

出现 [17].

我们首先考虑 SU(4)点的情形, 此时 c2 = 0, 推

广的单带 Hubbard模型约化为 SU(4) Hubbard模型:

H =−t ∑
〈i j〉,α

(ψ†
iα ψ jα +H.c.)+

c0

2 ∑
i
(Ni−2)2, (21)

在强耦合极限下, c0 À t. 利用二阶微扰论,我们可以

得到超交换形式的低能有效模型

Heff = J ∑
〈i j〉

[
∑

16a<b65
Lab

i Lab
j + ∑

16a65
na

i na
j

]
, (22)

其中耦合常数 J∼ t2/c0.如果采用四分量的费米型自

旋子 (Spinon)表示,则算符 na
i 和 Lab

i 可以被表示为

na
i =

1
2 ∑

αβ
f †
iα Γa

αβ fiβ , (1 6 a 6 5),

Lab
i =−1

2 ∑
αβ

f †
iα Γab

αβ fiβ , (1 6 a < b 6 5),

同时单个格点上的粒子数约束条件为 ∑α f †
iα fiα = 2.

利用这些条件,有效模型 (22)式可以写成

Heff =−J ∑
〈i j〉,αβ

f †
iα f jα f †

jβ fiβ , (23)

这正是 SU(4) 反铁磁海森堡模型. 为了寻找一个合

适的低能有效理论, 我们将对应的配分函数写成一

个泛函积分的形式:

Z =
∫

D f †D f Dλ exp
[
−

∫ β

0
Leff(τ)dτ

]
, (24)

其中有效拉式量为

Leff = ∑
i,α

f †
iα ∂τ fiα +Heff +∑

i
λi

(
∑
α

f †
iα fiα −2

)
, (25)

为保证粒子数的约束条件, 我们引入了一个拉格朗

日乘子场 λi. 再利用 Hubbard-Stratonovich变换,我们

可以通过引入价键辅助场解耦合四费米相互作用:

exp

[∫ β

0
dτ ∑

〈i j〉,αβ
f †
iα f jα f †

jβ fiβ

]

=
∫

Dχe
∫ β

0 dτ
[
∑〈i j〉,α ( f †

iα f jα χ ji+H.C.)−∑〈i j〉 |χi j |2
]
, (26)

其中 χi j = χ∗ji = |χi j|e−iai j , ai j 是一个相位场. 如果进

行 U(1)规范变换 ai j → ai j + θi−θ j, fi → fieiθi ,我们

会发现有效作用量是不变的,因而体系的低能有效理

论一定是 U(1)规范理论.在规范固定时,不妨取 χi j

为实场,则鞍点近似下我们得到如下 π通量态 [26,27]:

χi,i+x =−χ(−1)iy , χi,i+y = χ, (27)

尽管上述平均场假定破坏了格点的平移对称性, 但

如果将上述平均场基态投影到每个格点两个自旋子

的物理 Hilbert 空间中, 平移对称性仍得以保持. 采

用鞍点近似后, 我们可以得到自旋子激发谱为 ε±k =

±2Jχ
√

cos2 kx + cos2 ky,它在 kx = ±π
2 和 ky = ±π

2 处

有四个能隙消失的节点. 另外,体系的基态能量由填

充负能量的自旋子能带得到

επF = 4
∫ π

−π

dkx

2π

∫ π
2

−π
2

dky

2π
ε−k +2Jχ2, (28)

通过自洽计算, 我们发现能量的极小值在 χ =

0.958091时取得.

事实上, SU(4) π通量态的低能有效理论是无质

量的U(1)规范场最小耦合 Dirac费米子的 2+1维量

子电动力学.它与 SU(2) π通量态有很大不同,后者

的低能有效理论隐藏了更高对称性的 SU(2)规范结
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构.但 SU(4) π通量态与 SU(2)交错通量态 (staggered

flux)非常相似. 最近 Hermele等人 [28] 宣称, 2N 分量

的 Dirac 费米子耦合紧致的 U(1) 规范场的理论, 在

N 足够大时费米子是解紧闭的. 不久之后, Assaad也

采用量子蒙特卡罗模拟了二维正方晶格上的 SU(N)

反铁磁海森堡模型,他发现 N = 4时哈密顿量 (23)式

的基态很可能是 π 通量态, 同时自旋关联函数呈幂

律衰减, 晶格平移对称性和自旋旋转不变性都不破

缺 [29].因而,二维光晶格中的自旋 3/2相互作用费米

子系统, 也许是观测这种新奇量子态的最佳实验平

台. 对于 π通量态,自旋四极矩关联的等时关联函数

与自旋偶极 -八极矩算符的等时关联函数相等,并且

都呈现幂律衰减的趋势:

(−1)(ix+iy) 〈na
i na

0〉= (−1)(ix+iy)
〈

Lab
i Lab

0

〉
∼ 1
|ri|η . (29)

在冷原子体系中, 这类关联函数原则上可以通过空

间噪声谱实验测得 [30,31].在平均场框架下,上述关联

函数衰减的形式为 1/|r|4,原因是低能极限下自旋子

等效为相对论性的 Dirac费米子. 然而, 正如量子蒙

特卡罗模拟 [29] 中展示的 1/|r|1.12 衰减行为一样,规

范涨落将增强代数关联, 这也与大 N 展开的解析计

算 [32,33]定性一致.

根据 Landau的连续相变理论,两种具有不相容

对称性的量子态之间不可能发生连续相变 [34,35]. 在

前面的讨论中, 我们也展示了作为量子临界态出现

的 π通量态分开了两种有序态,当然,我们不能排除

π通量态实际上控制了参数空间中一个区域的可能

性,这是因为我们对推广的 Hubbard模型采用的鞍点

近似方法忽略了粒子数的涨落, 而粒子数的涨落可

能在有限大小的 c2 区域里破坏自旋有序态的存在,

使得代数自旋液体更稳定.

为了阐述这一问题, 我们可以从强耦合极限的

有效哈密顿量 [36]出发:

Heff = J1 ∑
〈i j〉,a<b

Lab
i Lab

j + J2 ∑
〈i j〉,a

na
i na

j + J3 ∑
i,a<b

(Lab
i )2,

(30)

其中 J3 ∝ c2. 在 SU(4) 点处, J3 = 0 并且 J1 = J2 =

4t2/c0,则有效模型约化为前面讨论的 SU(4)反铁磁

海森堡模型. 在自旋四极矩有序相中, 我们有 J2 À
J1 > 0和 J3 > 0,则模型的第一项可以被忽略,体系的

有效模型是一个 SO(5)转子模型.而在自旋偶极 -八

极矩有序相中,我们有 J1 À J2 > 0和 J3 < 0,则模型的

后两项可以被忽略,体系的有效模型是一个 SO(5)反

铁磁海森堡模型. 因此,上述有效模型正确描述了体

系的低能物理, 它计及了强耦合极限下粒子数涨落,

有序态的产生可以认为是代数自旋液体态的不稳定

性造成的. 基于这一思想, 我们利用平均场近似, 得

到了整个体系的基态相图,如图 7所示.

图 7 强耦合极限下有效模型的平均场相图

其中 ASL表示代数自旋液体,并且 J− = J2− J1

Figure 7 The mean field phase diagram of the effective model

Hamiltonian in the strong coupling limit.

4 总结

我们研究了两维正方光晶格中自旋 3/2费米冷

原子的 Mott 绝缘态, 其中既包括两个非传统的对

称性破缺态 - 自旋四极矩有序态和自旋偶极 - 八

极矩有序态, 也包括不破缺任何对称性的自旋液体

态. 其中自旋四极矩有序态是一种不破缺时间反演

对称性的非磁性态, 类似于经典系统中的液晶, 由

于连续对称性破缺的方式是 SO(5)/SO(4) = S4, 在

这个相中存在 4 个自旋四极矩密度波形式的 Gold-

stone 玻色子激发. 在自旋偶极 - 八极矩有序态中,

时间反演对称性被破缺, 连续对称性破缺的方式是
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SO(5)/[SU(2)×U(1)] = CP3,因此在该相中存在 6个

自旋偶极 -八极矩密度波形式的 Goldstone玻色子激

发. 由于这两个相具有截然不同的对称性,它们之间

几乎不可能存在直接的二级相变,在这两个相之间的

SU(4)高对称点附近存在很强的量子涨落,我们发现

在临界区域可能出现 SU(4) 代数自旋液体相, 此时

体系的低能激发为U(1)规范玻色子和自旋 3/2的自

旋子,并且自旋四极矩算符和自旋偶极 -八极矩算符

的两点关联函数呈幂律衰减. 从实验的角度,我们还

预言了这些Mott绝缘态中非传统的序可能被噪声谱

实验观测到,因此这些量子态的物性还值得进一步的

研究.
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Mott insulating states and their quantum phase transitions

of interacting spin-3/2 ultracold fermionic atoms
on optical lattices
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We first introduce the ultracold atoms and the optical lattices. Then, we analyze various Mott insulating phases of interacting
spin-3/2 fermionic ultracold atoms in two-dimensional square optical lattices. Using a generalized Hubbard model, we
identify two distinct symmetry breaking phases: the spin-quadrupole ordering phase and the spin-dipole-spin-octupole
ordering phase. Near the SU(4) symmetric point, we find that an algebraic spin liquid phase may emerge due to strong
quantum fluctuations. Finally, the possible quantum phase transitions between these exotic phases are also discussed.
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