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摘要    针对 X 型超轻点阵结构芯体, 首先引入均匀化等效理论, 进行均匀化等效处理, 然

后采用等效芯体的有限元计算模型预测 X 型结构夹层板的静态力学行为, 包括其压缩、剪切

弹性模量和峰值强度, 从理论和数值模拟上进一步证明了X型结构在静态力学性能上较金字

塔结构具有性能优势. 结合实验结果和三维实体有限元模型对比分析表明, 均匀化等效理论

预测与三维有限元计算结果吻合较好, 误差不到 10%. 
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当今工业装备技术(如高档数控机)和交通运输

(如航天航空器、高速机车、舰船)的迅猛发展对高性

能工程材料的设计与制备提出了更高的要求, 如: 轻
质, 高强/高韧, 多功能化应用等. 以此为背景, 近年

来超轻多孔金属材料因其具有优良的结构效率和广

泛的多功能应用前景, 成为众多研究关注的热点[1~10], 
其中蜂窝材料和泡沫铝已经应用于航空航天结构[2,5]. 
夹层结构的设计也出现新的变革[2~4], 新兴的点阵金

属桁架夹层板被视为最有前景的新型先进轻质超强

韧结构[2~13], 已经开始应用于飞行器结构、高速列车

和舰船 [12,13]. 目前, 主要的点阵桁架拓扑结构包括: 
四面体结构[14~19], 金字塔结构[20~22], 三维Kagome结
构[23,24], 以及金属编织物结构[25~28]等.  

国内外对点阵材料的静态力学特性的研究和材

料微结构的优化设计多建立于宏观等效理论之上. 基
于复合材料的等效理论框架[29~31], Hohe和Becker[32]以

及  Hohe 等 [ 33]通过对单胞施加宏观对称应力和应变约

束, 假定节点转角变形呈周期性分布, 计算了具有刚

性节点的周期性点阵材料的弹性宏观等效参数, 结

果显示了点阵取向对弹性宏观等效参数的影响. 在
多 孔 材 料 非 线 性 行 为 的 宏 观 等 效 模 型 方 面 , 
Deshpande 和  Fleck[ 34]提出了泡沫多孔金属材料的各

向同性本构关系模型, 该模型能够和实验较好吻合

而被众多商业软件所采用. 在全面综述三明治夹层

板计算模型及理论的基础上, Noor[35]和Straalen[36]提

出了基于应变能方法和均匀连续化替代离散(多孔)芯
体的等效计算模型. Mohr[37]和Rabczuk[38]采用细观力

学方法分别提出了针对桁架点阵材料和二维多孔夹

层材料的本构关系模型, 数值计算表明这些模型能

较好地模拟材料的非线性行为. 在二维周期性多孔

夹层材料的细观力学分析方面, Hohe和Becker[39]给出

了一个较为全面的综述, 指出对于二维格栅型的芯

体材料, 其主要的等效刚度参数取决于夹层与面板

的相互作用, 因此需要将面板和夹芯层综合考虑以

获得夹层板的整体宏观等效刚度 .  基于该思路 , 
Cheng等[40]从应变分析出发, 给出了一个计算二维周

期性多孔夹层板的数值方法, 通过计算四种夹层材

料的宏观等效刚度验证了该方法的有效性 .  在三 
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维周期性点阵材料的细观力学分析方面, Wallach 和

Gibson [ 14]利用特征单元分别计算了金字塔桁架点阵

材料的弹性模量、单轴受压强度以及剪切强度, 并将

之表示为材料的相对密度和几何比例(aspect ratio)的
函数. Deshpande等 [21]研究了八面体桁架材料的弹性

模量及失效模式, 并依据唯象理论(Hill屈服准则)构
造了此类材料的屈服函数, 数值计算表明由Hill准则

得到的屈服函数和实际屈服面存在一定误差. Mohr[41]

从材料变形机理出发, 忽略桁架单元中的弯矩作用, 
得到了桁架点阵材料的宏观等效塑性模型; 数值计

算表明该等效模型和材料的实际屈服面能够较好吻

合. Ziegler等[42]利用厚板理论构造了桁架点阵材料的

有限元模型, 数值计算表明该模型可以在弹性范围

内有效地计算材料的自振频率以及在弯曲或面内载

荷下的结构响应; 然而, 当面内和面外载荷相互耦合

时, 该模型的计算值具有较大误差. 有关三维周期性

桁架点阵材料的研究, 一般对其施加周期性边界条

件以获得相应的宏观等效性能, 即: 假定材料在三维

空间是无穷分布的(单胞在三维空间内无穷堆积). 实
际应用中, 桁架材料一般与实心面板构成夹层结构, 
而且由于面板和夹芯层在刚度分布上存在显著不同, 
将之放在一起进行宏观等效存在计算量较大的问题, 
这也是上述各文献的不足之处. 有鉴于此, Liu等 [ 43]

建立了基于均匀化等效理论的细观力学模型, 得到

了较文献[29~31,44,45]更为简化的计算方法, 并通过数值 

算例验证了夹层板理论在上述二维和三维多孔材料

弹性力学行为计算中的适用性.  
与四面体或金字塔结构(图 1)相比, 三维Kagome

结构的主要变化特征在于其具有三维约束的交错结

点[44~46]. Hyun等[44]通过有限元分析研究表明, 在压

缩或剪切载荷下, Kagome结构的均质性和稳定性均

较四面体或金字塔结构更高; Wang等[45]则通过实验

进一步验证了其性能优势. 受前期实验研究和三维

Kagome 结构的启发, 我们[1]在金字塔结构基础上提

出了一种具有二维的交错结点的新型点阵材料拓扑

结构(简称为X型结构; 见图 1). 由于该类结构可以通

过成本相对较低的钢板网制造, 使得大规模地应用X
型芯体夹层板成为可能. 本文的研究重点是引入Liu
等[43]的方法对X型结构进行理论和有限元计算研究, 
分析其力学性能特性, 和目前常用的金字塔型结构

进行比较, 并采用文献[1]的实验结果验证理论预测

的正确性. 

1  X 型点阵结构 
图 1(a)和(b)分别给出了金字塔和 X 型结构单元

胞的示意图. 与金字塔芯体相比, 在 X 型芯体中除了

存在杆与面板之间的焊接结点外, 杆与杆之间还存

在二维交错的结点. 为了在后续讨论中区分它们, 前
者称为焊接结点, 后者简称中间结点. 在计算芯体的

相对密度时, 忽略焊剂的附加质量(焊剂增加了芯体 

 

图 1  (a)金字塔和(b)X 型结构单元胞的示意图 
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的密度, 但幅度较小, 约为  0.2%), 则两种结构的相

对密度由杆的横截面积和杆长决定. 其中, 金字塔单

元胞由四根长度为 l 的杆构成, 而 X 型单元胞由八根

长度为 l/2 的杆构成. 这两种结构的单元胞体积均为:  
 4( sin ) ( cos sin ) ( cos cos ),cV l l lω ω β ω β= ⋅ ⋅  (1) 

其中, ω 为杆与面板的倾角, w 和 t 分别为杆横截面的

长和宽. 杆所占的空间体积为:  
  (2) 4 ( ),sV tw l b= +

其中, b为焊接平台的长度. 因此, 金字塔和X型结构

具有相同的相对密度:  

 
24( / )( / ) (1 / ) ,

cos sin 2 sin 2
w t t l b lρ

ω ω β
+

=  (3) 

式中: w tδ= , δ 为杆截面尺寸 w 与 t 的比值. 

对金字塔和 X 型结构的分析采用结构分析策略, 
先采用细观力学模型对芯体材料进行均匀化等效(即
将多孔芯体等效为各向异性连续体), 然后利用各向

异性弹性力学的方法来计算其结构响应.  

2  X 型结构桁架芯体的均匀化等效 
夹层板的均匀化等效是分析该类结构力学响应

的常用方法. 对 X 型结构进行均匀化等效的主要问

题是建立一个合适的细观力学模型来分析芯体的三

维桁架杆元.  

2.1  非均匀介质的均匀化 

对三维周期性 X 型桁架点阵材料的分析可以在

宏观和微观两个尺度上分别进行: 在宏观尺度上, 把 X
型点阵等效为具有一定力学特征的连续体; 在微观尺

度上, 将其视为离散的梁系结构. 宏观和微观之间的联

系可通过分析 X 型结构的特征单元(如图 1)来建立.  
引入连续介质力学中的记号, 在微观尺度, σ 表

示应力张量, ε 表示应变张量. 在宏观尺度, Σ 表示宏

观等效应力张量, E 表示宏观等效应变张量. 宏微观

之间的变量关系可通过下式建立:  

 1 d ,Ω Ω
Ω

Ω
= ≡ ∫E ε ε  (4) 

 1 d ,Ω Ω
Ω

Ω
= ≡ ∫Σ σ σ  (5) 

式中, Ω 表示当前构形中的单胞体积, Ω⋅ 表示体积

平均. 满足平衡条件的应力场σ 和变形许可条件的应

变场ε 之间存在如下等式[29]:  

 1 d ,Ω Ω
Ω

Ω
⋅ = ⋅ = ⋅∫EΣ σ ε σ ε  (6) 

其中, Ω⋅ EΣ 表示宏观应变能密度, d
Ω

Ω⋅∫ σ ε 表示

微观应变能密度之和. 上式表明, 对满足平衡条件的

应力场σ 和变形许可条件的应变场ε, 宏观应变能和

微观应变能等效.  

2.2  X 型结构单胞的宏观等效 

本文研究的 X 型结构具有如下几何形貌: X 型桁

架中的刚性节点 Q 不仅存在于单元体内, 而且存在

于单元体之间, 连接着两个子几何体; 节点 Q 位于杆

的中心位置, 即单元胞中的两个子几何体相同, 如 
图 1(b)所示. 此外, 分析中还假设: 1)在均匀远场力作

用下, 桁架杆元的变形微小, 即小位移和小转动; 2)
所有杆元都由同一种基材制成; 3)桁架点阵的夹芯层

材料满足周期性分布; 4)相对于桁架点阵材料, 实心

面板是刚硬的.  
2.2.1  X 型单胞的变形分析.  图 2(a)给出了在均匀

远场力作用下, 上下两端固定于面板的 X 型桁架结

构的变形示意图. 结点Q的整体变形可以视为结点Q
的非转动变形和结点 Q 的转动变形的叠加, 见图 2(b)
和(c). 因此, 对单胞变形的分析可以分成上述两个部

分分别进行.  
首先考虑由单根杆件构成的胞元的变形, 以及

结点 Q 被限制的转动变形, 如图 3(b)所示. 胞元内任

意点的位移通过点对点映射在形式上可表示为

( )=x φ X , 其中 X 是参考构型下的初始位置, x 是当

前构型下的位置. 变形梯度 F=F(X)由下式给出:  
 .= ∇F φ  (7) 

定义如下线性变换:  
 d = d ,⋅x F X   (8) det 0,>F

则位移场 可表示为:  u

 ( ) ( ) .= −u X φ X X  (9) 

结合(7)式, 可得位移梯度:  

 .∇ = −u F I  (10) 

均匀化的位移场表明胞元内的任意位置具有相同的

变形梯度. 相对于参考构型的宏观Green应变张量E
可定义如下[47]: 
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图 2  上下两端固定于面板的 X 型桁架的变形示意图  
(a) 结点 Q 的整体变形; (b) 结点 Q 的非转动变形; (c) 结点 Q 的转动变形 

 
图 3  X 型结构单胞的变形分析 

(a) 参考构形; (b) 无节点转角的当前构形; (c) 有节点转角存在的当前构形 

 

 (1 ,
2

= − )E C I  (11) 

其中, C 是 Cauchy-Green 张量, 即:  

  (12) T ,= ⋅C F F

式中的上标‘T’表示转置. 结合(10)式可得:  

 
( ) ( )T

T

1
2
1 ( ),
2

⎡ ⎤= ∇ + ∇ + −⎣ ⎦

≈ ∇ + ∇

E u I u I I

u u
 

(13)
 

上式中引入了小变形假设, 忽略了位移的非线性项.  
其次考虑节点Q被限制转动时的单胞变形, 见图
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3(b). 由于节点Q的转角变形为零, 可以采用Liu等[43]

所述的方法对其进行分析. 如图 3(a)和(b)所示, 杆元

在参考构形下轴线的方向向量为  n, 长度为  lu, 在当

前构形下的方向为n0(n0 代表杆元的两个端点间连线

的方向向量). 在小变形假设下, 变形后两个端点的

距离lu近似等于杆元的长度, 则有:  
 , (14) 0uL l=n F nu

n

n

 , (15) 1 0  ( )u u uL l l= Δ = − = −Δ n n n F I

 , (16) * *
2 0 ( )u u uL l l= Δ = − = −Δ n n n F I

式中, lu 代表杆的初始长度, 和 代表杆的末端位

移(图 3). 从(10), (13), (15)和(16)式可得:  
Δ *Δ

 ul=Δ En , *
ul=Δ En , (17) 

其中 

  (18)  
11 12 13

22 23

33

,
E E E

E E
E

⎡ ⎤
⎢= ⎢
⎢ ⎥⎣ ⎦

E ⎥
⎥

)

)

)
,

 , (19) ( T
1 2 3, ,n n n=n

 , (20) ( T
1 2 3, ,Δ Δ Δ=Δ

 . (21) ( T* * * *
1 2 3, ,Δ Δ Δ=Δ

位移 和 带来的的不平衡力矩Δ *Δ ( ,rM Mθ=M  

Mk)T(见图 3(c))将引起节点Q的转角变形 1 2( , ,ω ω=ω  

ω3)T. 利用欧拉-伯努力(Euler-Bernoulli)模型计算可

知, 如果当每个子几何体内的杆元长度彼此相等时, 
有Mγ=Mθ=Mκ=0, 即: 各杆元以承受轴力为主而无弯

曲变形. 注意到, 受轴力为主的桁架材料的承载效率

明显高于弯曲变形的桁架材料[21]. 在进一步的研究

中, 我们只考虑每个子几何体内杆元彼此相等的情

况, 此时节点Q无转角变形.  
2.2.2  宏观均匀化等效.  对于包含 根欧拉-伯努

力梁的胞元, 其应变能密度为:  

N

 
( )* ( )T 

=1

1 1  
2

N ii

i
U

Ω
= ∑ u K u( ) ,i  (22) 

式中, 表示第 i 根梁节点的位移矢量(这两个节点

分别用

( ) iu
ς 和τ 表示, 如图 4 所示): 

  (23) 
( )T

( ) 
, , , , , ,

,
, , , , ,

i
x y zi

x y z

w v

w v
ζ ζ ζ ζ ζ ζ

τ τ τ τ τ τ

ψ ω ω ω

ψ ω ω ω
⎡

= ⎢
⎢⎣

u

 
图 4  单胞中第 i 个杆元的局部坐标与整体 

坐标之间的关系 对称 
 

其中Ω为单元胞体积: 
 .x y cB B HΩ =  (24) 

从图 4 和(20), (21)式可得: 

  
(25a)

 
[ ]

[ ]

( )T( ) 
1 2 3 1 2 3

T
1 2 3

, , , , , ,0,0,0,0,0,0 ,

, , ,

ii Δ Δ Δ ω ω ω

ω ω ω

=

= 0

u

或 
( )T( ) * * * * * *

1 2 3 1 2 3, , , , , ,0,0,0,0,0,0 ,
ii Δ Δ Δ ω ω ω⎡ ⎤= ⎣ ⎦u  

  (25b) 
T* * *

1 2 3 ., ,ω ω ω⎡ ⎤ =⎣ ⎦ 0

在(22)式中, 
( )i

K 代表总体刚度矩阵, 满足局部坐标

和总体坐标的转换关系, 如图 4 所示:  

 
( ) ( )T ,
i e i

=K T K T  (26) 

⎤
⎥
⎥⎦

 

( )
11 12 13 14 15 16

22 23 24 25 26

33 34 35 36
( )

44 45 46

55 56

66

...

...

...
,...

...

...

...

i

i

k k k k k k
k k k k k

k k k k
k k k

k k
k

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

K  (27) 
对称

其中: T 是坐标变换矩阵(见附录 A), 根据所研究的

问题是平面还是空间而取不同的值(对本文所研究问

n
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题, n=12), 
( )e i

K 是第 i 根梁的单元刚度矩阵, 即:  

  (28) 
( )

( ) 1 2

3
.

e i
e i ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

K K
K

K

对欧拉-伯努力梁, 1K , 2K 和 3K 的表达式见附录 B. 
上式中, 和 分别表示基材的杨氏模量和剪切模

量, l 代表第 i 个梁单元的长度, A 为第 i 个梁单元的截

面积, Ix, Iy, Iz 为第 i 个梁单元的转动惯量.  

E G

令胞元的宏观应变矢量为:  

  
(29)

  
[
[

T
11 22 33 23 13 12

T
11 22 33 23 13 12

, , , , ,

, , , 2 , 2 , 2 .E E E E E E

Ξ Ξ Ξ Ξ Ξ Ξ=

=

Ξ ]
]

胞元的等效刚度可由下式求出:  

 
2 *

 
   

 
,

 
H
ijkl

ij kl

UC
Ξ Ξ

∂
=

∂ ∂
 (30) 

式中上标‘H ’表示均匀化后的等效刚度. 至此, 我们

就已得到了点阵夹层结构中桁架芯体的等效弹性常

数, 利用刚度矩阵与柔度矩阵的关系进而可以确定

其工程弹性常数. 如果把 1K , 2K , 3K 所表示的欧

拉 - 伯努力梁的单元刚度矩阵替换为铁木辛科

(Timoshenko)梁的单元刚度矩阵, 那么以铁木辛科梁

为桁架芯体的等效刚度系数也可以类似得到. 以下

仅给出由欧拉-伯努力梁计算的结果.  

2.3  模型预测的峰值应力 

如上所述, 本文忽略杆的弯曲变形, 仅考虑其沿

轴向的拉伸(或压缩)变形. 因此, 单元胞的宏观应力

(方程(6))可表示为: 

  (31) ( ) ( ) ( ) ( )

1
,

N
i i i i

i
λ σ

=
= ∑Σ n n⊗

其中, ( )iσ 为第 i 根杆的轴应力, ( )iλ 表示其体积比. 
于是, 宏观压溃应力的计算可通过计算桁架在容许

失效模式时杆的拉压应力而得. 当单元胞内的杆在

压缩下同时屈服时, 即轴向应力达到法向压溃应力

时, 将(30)式代入(31)式可得:  33Σ

 2
33 sin ,yΣ ρησ= ω  (32)  

其中, η 为桁架的体积分数, 即 /( )l l bη = + [48,49], (32)

式结果与文献[50]中有关金字塔结构的结果相一致. 
和 分别对应方向 1 和 2(图 1)的剪切强度. 此

时由同一结点Q连接的 2 根杆元(图 3)分别产生拉伸

屈服和压缩屈服, 从而可得:  

13Σ 23Σ

 13 sin ,
2

y
y

B
l

Σ ρησ ω
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (33) 对称

 23 sin .
2

x
y

B
l

Σ ρησ ω ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (34) 

当  X 型点阵结构的相对密度较低时, 其胞元的杆

元(梗)变得细长, 其峰值强度由弹性或塑性屈曲控制. 
如果 X 型点阵结构采用应变硬化材料制成, 其杆元的塑

性屈曲可根据 Shanley–Engesser 切线模量理论获得. 此
时, (32), (33)和(34)式中的σy用塑性屈曲应力σc替代:  

 
2 2

2
π

,t
c

k E I
Al

σ =  (35) 

其中, k 取决于杆端的边界条件(两端固定时, k = 2;两
端铰接时, k = 1), A 为杆的横截面积(横截面为矩形的

杆元, A = wt), I  为杆的截面惯性矩, Et 为 Shanley- 
Engesser 切线模量(通过基材的应力-应变响应获得), t, 
w 和 l 分别代表杆元的厚度、宽度和长度. 针对弹性

屈曲, 只需将上式中的 Et 用弹性模量代替即可.  
若金字塔结构由方形截面杆元构成, 其杆元的

塑性屈曲应力σc 为:  

 
2 2 2

,
12

p t
c

k E t
l

σ
π ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (36) 

其中, kp=2. 与此相对应的由方形截面杆元构成的  X
型结构, 其杆元的塑性屈曲应力σc 为:  

 
22 2π

,
12 0.5

x t
c

k E t
l

σ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (37) 

其中, 1< kx <2. 因此, 对于金字塔结构, 该结构由杆

元塑性屈曲主导的压缩峰值强度和剪切峰值强度分

别为:  

 
2

2 3 2 2
33,

π sin ( )cos ( )sin( )cos( ) ,
12

pk
p tp k Eη∑ ω ω β β ρ

δ
=  

(38) 
2

2 2 2 2
13,

π
sin ( )cos ( )sin( )cos( ) ,

24
ypk

p tp
B

k E
l

η
∑ ω ω β β ρ

δ
=  

(39) 
2

2 2 2 2
23,

π
sin ( )cos ( )sin( )cos( ) ,

24
pk x

p tp
B

k E
l

η
∑ ω ω β β ρ

δ
=  

(40) 
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对于  X 型结构, 相应的压缩峰值强度和剪切峰值

强度则分别为:  
22

3 2
33,

π sin ( ) cos ( )sin( ) cos( ) ,
12 0.5

pk x
tx

k
Eη 2∑ ω ω β β ρ

δ
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(41) 
2 2

2 2
13,

π
sin ( )cos ( )sin( )cos( ) ,

24 0.5
ypk x

tx
B k

E
l

η 2∑ ω ω β β ρ
δ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

(42) 
22

2 2
23,

π
sin ( ) cos ( )sin( ) cos( ) ,

24 0.5
pk x x

tx
B k

E
l

η 2∑ ω ω β β ρ
δ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

(43) 
比较(38)~(40)式与(41)~(43)式可知, 当kx/0.5>kp

时, X型结构较金字塔结构更具结构优势. 一般情况

下, 准确地确定kx/0.5 的量值是较为困难的, 它主要

取决于中间节点的联接强度. 对于结点位于中心位

置的X型结构, 保守假定杆元可简化为一端固定和一

端铰接的联接方式 [50], 此时kx=1.42, 从而  kx/0.5= 
2.84 > kp, 即X型结构较金字塔具有更好的抵抗屈曲

的能力.  

3  有限元分析 
分别采用两种模型进行有限元分析, 一种是等

效芯体模型, 另一种是三维实体模型. 在等效的单层

有限元计算模型中, 芯体结构被等效为均匀化的介

质, 其材料特性取决于计算获得的宏观等效弹性常

数  CH; 而实体有限元模型则是根据实际材料结构的

相应尺寸建立的相应三维模型.  
将实验中采用的金字塔和 X 型结构的尺寸代入

(30)式中, 即可获得相应结构的等效弹性常数 CH. 分
析表明, 这两种结构具有相同的等效弹性常数 CH:  

0.2124    0.3472   0.5203       0         0         0
0.3472    0.5993   0.8614       0         0         0
0.5203    0.8614   1.2977       0         0         0
    0            0           0       0

H =C

910  Pa.
.3520     0         0

    0            0           0            0     0.8717    0
    0            0           0            0         0    0.5227

⎛
⎜
⎜
⎜

×⎜
⎜
⎜ ⎟
⎜⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎟⎟
⎠

 

为了获得实体材料的力学参数, 我们从制备金

字塔和 X 型结构的钢板网(型号 304 不锈钢, 与夹层

材料钎焊经受相同的高温热处理)中截取了几个杆元, 

将它们加工成小型平板单轴拉伸试件并进行了单轴

拉伸试验(材料试验机为 MTS 858 Mini Bioni II), 应
变的测量采用德国 GOM 公司生产的 Aramis 三维变

形测试仪. 图  5 所示为其单轴拉伸真实应力-应变曲

线. 所得结果表明, 其平均杨氏模量 Es 为 203 GPa, 
0.2%残余应变所对应的屈服强度σys 为  220 MPa, 相
应的切线模量 为 45.4 GPa ( t =0.2%).  tE

 
图 5  实体材料的单轴拉伸应力-应变曲线 

 
有限元数值模拟采用商业程序 ABAQUS. 三维

等效计算模型采用三层结构, 中间是等效芯体, 上下

为实心面板, 其中等效芯体的几何尺寸为 21 mm(长) 
×30 mm(宽)×14 mm(高), 上下面板厚度均为 2 mm. 
在 3方向上压缩(图 1), 其边界条件采用底板固定, 上
板加一层刚性板, 在刚性板上加载集中力来模拟材

料的轴向压缩行为. 在 1和 2方向上的剪切时, 其边界

条件采用底板固定, 上板转变成刚性板, 在刚性板上

加载集中力来模拟材料的剪切行为. 有限元模拟中材

料的属性取为: 两边面板实心板, 杨氏模量 203 GPa, 
泊松比 0.3; 中间芯体材料的等效弹性常数为 CH. 通过

模拟, 得到其压缩和剪切弹性模量分别为 E33=648 MPa, 
G13 = 334 MPa, G23 = 604 MPa. 

为了验证上述三维等效的单层有限元计算模型

并与实验结果进行比较, 我们建立了金字塔和 X 型

芯体结构夹层板的三维有限元模型, 其几何参数采

用实验测试结果: 两边尺寸为 21 mm(长)×30 mm(宽) 
×2 mm(高)的面板, 中间芯体尺寸为 21 mm(长)×30 
mm(宽)×14 mm(高), 芯体中矩形杆元的截面尺寸为 1 
mm×2 mm, 模型中共采用 294, 186 个线性四面体单

1222 



 
 
 

 
中国科学 E 辑: 技术科学   2009 年 第 39 卷 第 7 期 

 

 

元. 假设实体材料满足 Mises 屈服准则, 其单轴应力-
应变曲线采用试验结果(图  5), 杨氏模量为 203 GPa, 
泊松比为 0.3. 在 3方向上进行压缩模拟时, 其边界条

件采用底板固定, 上板加横向位移和旋转约束, 并在

上板加一层刚性板, 在刚性板上施加集中力来模拟

材料的轴向压缩行为; 在 1 和 2 方向上进行剪切行为

模拟时, 其边界条件采用底板固定, 上板转变成刚性

板, 在上板的 2 和 1 方向加位移和旋转约束, 并在刚

性板的 1和 2方向上加载集中剪切力来模拟材料的剪

切行为. 另外由于三维有限元计算结果在应力超过

峰值后与实验相差较大, 这与杆元的后屈曲行为及

杆元之间的接触、摩擦有关, 目前的计算模型没有考

虑这些因素, 因此上述的压缩和剪切模拟均仅考虑

前屈曲部分.  
图 6 所示为试验和三维实体有限元模拟的应力-

应变曲线的对比, 表 1 进一步给出了实验测试、等效

有限元计算模拟(理论预测)和三维实体有限元模拟结

果的比较. 采用等效有限元计算模型(CEM)所得 X 型

和金字塔结构的杨氏模量相同(648 MPa); 而三维有

限元模型(FEA)所得 X 型和金字塔型结构的杨氏模量

分别为 630 和 596 MPa, 与等效模型(CEM)的差别小

于  10%. 但无论是等效模型还是三维模型的预测结果

均远高于实验测量所得的杨氏模量(X 型结构: 231 
MPa; 金字塔型结构: 212 MPa). 压缩峰值强度的等

效模型和三维模型预测结果则与实验测量结果吻合

较好: 三维计算模型预测的 X 型结构和金字塔型结

构的压缩峰值强度分别为 1.671 和 1.33 MPa, 等效模

型理论预测结果分别为  2.4 和 1.2 MPa, 而对应的实验

测试结果为 1.627 和 1.160 MPa, 除了 X 型结构等效

模型理论预测结果的误差达到 30%外, 其它均小于

10%. 结合实验和模拟, 可将 k 值修正为 k=1.16.  
尽管不同模型预测的杨氏模量比较接近, 但它

们与试验结果均相差较大. 分析认为这种差异很有

可能是因为杨氏模量对实际结构中存在的缺陷比较

敏感[4,51], 而在模型中却没有考虑实际存在的各种缺

陷, 导致模型预测值偏高: 杆元的弯曲不平直、杆元 

 
图 6  压缩和剪切力学性能测试曲线以及三维有限元模拟结果: (a) 轴向压缩, (b)方向 1 剪切, (c)方向 2 剪切 
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表 1  实验测试、理论预测和有限元模拟结果比较 
Shear modulus (MPa) Shear peak strength (MPa) 

Property Compressive  
modulus (MPa) 

Compressive peak  
strength (MPa) G13 G23 σ13 σ23 

X-type 231 1.627 126 165 1.271 Unknown Test 
Pyramidal 212 1.160 84 143 0.97 Unknown 

        

X-type 2.4 (k=1.42) 
1.63 (k=1.16) 

2.08 (k=1.42) 
1.41 (k=1.16) 

2.57 (k=1.42) 
1.77 (k=1.16) CEM 

Pyramidal 
648 

1.2 
334 604 

1.04 1.31 
        

X-type 630 1.671 303 589 1.29 1.48 FE 
Pyramidal 596 1.33 288 519 1.13 1.42 

 
在平整过程中产生的扭曲、杆元和结点上存在的微裂

纹、杆元尺寸的不均匀性、结点尺寸、杆元的非规则

矩形横截面等缺陷均可起到重要作用, 这些因素的

影响有待在后续工作中进一步研究. 另一方面, 模型

预测的压缩峰值强度与实验结果较为吻合, 这与峰

值强度对上述缺陷的不敏感性有关. 剪切载荷下存

在与压缩类似的结果和现象, 不再赘述. 
三维有限元模型计算结果验证了细观力学模型

的合理性, 误差较小, 适合于X型和金字塔结构的静

态力学性能预测; 李斌潮等[52]的理论和实验研究表

明该模型对点阵结构动态响应性能的预测也是可行

的. 上述结果亦从实验、理论和模拟上揭示了X型结 

构较金字塔结构在相同条件下具有更高的抗塑性屈

曲的阻力, 其原因主要在于交错结点的强化贡献. 

4  结论 
采用细观力学建模对新型的轻质点阵结构材料

——X 型结构进行了均匀化等效, 预测了采用该材料

作为芯体的夹层板的压缩和剪切静态性能, 并将该

模型与三维有限元模型计算和实验结果进行了比较, 
发现该理论模型可有效地应用于该结构的性能预测. 
后续工作需要考虑各种制备缺陷对材料的力学性能

(尤其是弹性模量 )的影响 ,  以便更好的预测实验 
结果. 
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附录 A.  X 型点阵芯体的坐标转换矩阵.

X 型点阵芯体的胞元如图 A1 所示. 胞元内各杆元的

总长度相同, 均为 l :  ′
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图 A1  X 型点阵芯体胞元示意图 
 
相对于底板, 杆的倾角为:  
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对 1 号杆和 8 号杆(图 7), 可得:  
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对 3 号杆和 6 号杆, 可得:  
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对 2 号杆和 7 号杆, 可得:  
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对 4 号杆和 5 号杆, 可得:  
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附录 B.  单元刚度矩阵. 
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