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摘要 采样定理是信号分析中的基本工具之一, 广泛应用于数字信号处理、无线通信等很多领域. 近

年来, 经典的 Shannon 采样定理被从频谱有限函数空间推广到更一般的平移不变子空间, 采样方法也

从逐点取值推广到平均采样和多通道采样等. 本文简要回顾采样定理的发展过程, 重点介绍一些最新

研究进展, 包括平均采样、多通道采样和随机过程采样等, 以及混淆误差和截断误差等重构误差估计.

关键词 平均采样 误差估计 框架 平移不变子空间 频谱有限函数

MSC (2010) 主题分类 94A20, 42C15

1 引言

采样定理是现代脉冲编码调制通信系统的理论基础, 也是信号分析中最强有力的基本工具之一.

自从经典的 Shannon 采样定理 (1949) 发表以来, 采样定理越来越引起人们的关注. 所谓采样, 指的是

在模拟信号和数字信号转换过程中, 以一定时间间隔对时间连续信号进行取值的过程. 采样定理研究

的问题是, 当离散采样点列 {xn : n ∈ Z} 和时间连续信号 (函数) f 满足什么条件时, 可以从采样值

{f(xn) : n ∈ Z} 完全重构这个信号, 即存在一列函数 {Sn : n ∈ Z}, 使得

f(x) =
∑
n∈Z

f(xn)Sn(x).

为了使采样值有意义, 通常假设 f 是连续函数. 显然, 连续性本身并不能保证可以从采样值来恢复信

号. 实际应用中, 通常假设信号频谱有限或者属于某个平移不变子空间.

采样定理有许多不同的分类. 根据信号类型可以大致分为两类: 一类是确定性信号的采样定理;

一类是随机信号的采样定理. 根据采样点间隔的不同, 可以分为规则 (等距) 采样和不规则采样. 根据

信号所在的函数空间, 分为频谱有限函数的采样定理和一般平移不变子空间上的采样定理等.

首先, 回顾一下频谱有限函数的 Shannon 采样定理.

定理 1.1 [1] 对于任意 f ∈ BΩ := {f ∈ L2(R) : supp f̂ ⊂ [−Ω,Ω]}, 有

f(x) =
∑
n∈Z

f

(
nπ

Ω

)
sin(Ωx− nπ)

Ωx− nπ
, (1.1)
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其中上式右端级数在 L2(R) 中收敛, 并且在 R 上一致收敛.

历史上关于采样定理的研究可以追溯到 Cauchy 和 Borel 等人的工作. 上述结果在很多文献中也

被称为 Whittaker-Kotelnikov-Shannon 采样定理或 Nyquist-Shannon 采样定理. 有关这方面的详细介

绍, 请参见文献 [2].

在定理 1.1 中, 采样周期为 T = π/Ω, 采样频率为 2π/T = 2Ω, 称此频率为 Nyquist 频率, 它正好

是信号最大频率的两倍. 如果降低采样频率, 则不能保证由采样值重构原始信号, 反例如下:

设采样频率 2Ω′ < 2Ω, Ω′ > 0. 令

f(x) =
sinΩ′x sin(Ω− Ω′)x

x
,

则 f(x) 是一个解析函数并且 |f(x)| 6 CeΩ|x|. 由 Paley-Wiener 定理, f ∈ BΩ. 但

f

(
nπ

Ω′

)
= 0, ∀n ∈ Z.

因此, 不能由 f(nπ/Ω′) 重构 f(x).

上述例子说明, 为了重构频谱有限信号, 采样频率必须大于或等于信号频率的两倍.

尽管频谱有限是一个非常有用的假设, 并且有关这方面的结果也很多, 但它并不总是与实际信号

相匹配. 由于非零频谱有限信号可以看作解析函数在实轴上的限制,因此, 它必然是时域无限的. 而工

程中遇到的很多信号是时域有限的, 这促使人们考虑其他的信号模型, 如平移不变子空间上的采样定

理 (参见文献 [3, 4]).

给定函数 φ ∈ L2(R), φ 的整平移在 L2(R) 中线性张成的闭子空间记为

V (φ) = span{φ(· − k) : k ∈ Z}. (1.2)

一般地, 对任意的 L > 1, 由 L2(R) 中 r 个函数 φ1, . . . , φr 的整平移所生成的平移不变子空间为

V (Φ) = span{φi(L · −k) : k ∈ Z, 1 6 i 6 r}. (1.3)

显然, 当 L = r = 1 时, (1.3) 变成 (1.2). 而当 φi 取为 sinc 函数时, V (Φ) 即为频谱有限函数空间.

可以证明, 当 V (Φ) 的生成函数 {φi : 1 6 i 6 r} 和采样点列 {xk : k ∈ Z} 满足一定条件时, 存在

函数列 {Sk : k ∈ Z} ⊂ V (Φ), 使得对任意 f ∈ V (Φ), 有

f(x) =
∑
k∈Z

f(xk)Sk(x), (1.4)

上式在 L2(R) 中收敛并在 R 上一致收敛. 有关上式成立的具体条件, 请参见文献 [5–12].

在很多情形下, (1.4) 中的函数 Sk 并不具有紧支集. 这意味着, 为了计算信号在某一点或者某段

时间内的值,必须知道信号在整个时间域上的无穷多个采样值.由于硬件设备只能计算有限级数,这就

不可避免地带来截断误差; 另一方面, 应用中经常遇到的是局部采样: 很多情形下并不需要知道信号

在整个定义域上的取值, 而是关心它在某个有限时间段内的取值 (如一段音乐或视频). 因此, 如果能

够利用信号在某段时间内的有限多个采样值精确重构它在该段时间内的函数值,则能够有效地消除截

断误差. 显然, 局部采样更能反映实际需要, 能够避免应用传统的采样定理恢复信号时所带来的截断

误差, 对于无线通信等很多领域都非常有用.
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具体来讲, 局部采样的研究内容是, 给定函数空间 V 和一个有限区间 [a, b], 寻找关于采样点列

{xk : 0 6 k 6 K − 1} ⊂ [a, b] 的条件, 使得存在函数列 {Sk : 0 6 k 6 K − 1} 满足

f(x) =
K−1∑
k=0

f(xk)Sk(x), ∀ f ∈ V, x ∈ [a, b]. (1.5)

目前, 这方面的结果还比较少, 参见文献 [13–17].

在经典的采样理论中, 采样值是信号在采样点处的函数值. 在实际应用中, 由于物理设备精度等

的影响,要测量信号在某一点的精确值是不可能的,实际测量值是信号在这一点附近的局部平均值.具

体来讲, f 在 xk 点附近的平均值可以表示为 ⟨f, uk⟩, 其中 uk 称为平均函数, 它满足如下条件:

supp uk ⊂
[
xk − δ

2
, xk +

δ

2

]
, uk > 0 且

∫
uk(x)dx = 1. (1.6)

如果 δ 足够小, 则平均值 ⟨f, uk⟩ 是函数值 f(xk) 的一个很好的近似, 由此恢复的函数与原函数的差别

应该不大. 平均采样要研究的问题是, 能否用局部平均值精确重构原函数?

本文主要介绍平均采样的研究进展, 包括频谱有限函数的平均采样定理、平移不变子空间上的平

均采样和多通道采样, 以及随机过程的平均采样等.

误差估计是实际采样定理过程中经常遇到的问题. 例如, 如果 f(x) 不满足采样定理的条件, 则由

重构公式从 f 的采样值重构的函数将不再等于 f(x), 由此产生的误差称为混淆误差 (aliasing error).

再者, 由于设备的局限性, 只能使用有限个采样值来重构原始信号, 由此产生了截断误差 (truncation

error). 由于测量仪器的影响, 我们得到的采样值不是在 xk 点、而是在 xk + δk 点处的值, 由此产生的

误差称为时错误差 (time-jitter error). 另外,由于受到量化、舍入、噪声等诸多因素的影响,实际得到的

采样值可能不是 f(xk), 而是它的一个近似值 f̃(xk), 由此产生的误差称为幅值误差 (amplitude error).

另一方面,在应用采样定理时,各种误差经常同时发生. 因此,我们需要考虑几种误差带来的共同影响,

即所谓的混合误差. 对于经典的 Shannon 采样定理, 已经有很多这方面的结果 (参见文献 [18–24]). 本

文主要介绍关于平均采样的误差估计.

Jerri [25] 和 Unser [26] 分别在 1977和 2000年全面阐述了 Shannon采样当时的相关成果.近年来也

有一些关于采样定理的专著, 其中系统地讲述了采样定理及其应用的方方面面 (参见文献 [27, Part II]

和 [28, 29]). 作为一篇综述文章, 本文希望尽可能系统全面地介绍关于平均采样方面的研究进展.

本文的结构如下: 第 2 节介绍一般再生核 Hilbert 空间上的采样定理; 第 3 节主要介绍频谱有限

函数和平移不变子空间上的平均采样定理; 第 4 节主要介绍一些平均采样的扩展, 包括高维确定性信

号的平均采样定理、多通道采样定理和随机信号的平均采样定理; 第 5 节详细介绍确定性信号平均采

样的误差估计, 包括混淆误差和截断误差等.

2 再生核 Hilbert 空间上的采样定理和频谱有限函数空间上的采样点列

de Boor 等人 [30] 给出了有限生成整平移不变子空间的结构. 由此不难证明, V (Φ) 中存在有限个

函数, 它们的整平移构成 V (Φ) 的框架. 不失一般性, 可以设 {φi(L · −k) : 1 6 i 6 r, k ∈ Z} 构成 V (Φ)

的框架, 即存在常数 A,B > 0, 使得

A∥f∥2 6
∑
k∈Z

r∑
i=1

|⟨f, φi(L · −k)⟩|2 6 B∥f∥2, ∀ f ∈ V (Φ),
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其中 A 和 B 分别称为框架下界和框架上界. 此时, 存在 V (Φ) 的框架 {φ̃i(L · −k) : 1 6 i 6 r, k ∈ Z},
称为 {φi(L · −k) : 1 6 i 6 r, k ∈ Z} 的对偶框架, 使得

f =
∑
k∈Z

r∑
i=1

⟨f, φi(L · −k)⟩φ̃i(L · −k), ∀ f ∈ V (Φ).

有关框架理论的详细介绍, 请参见文献 [31, 32].

因为 φi ∈ L2(R), 所以, ∑
k∈Z

|φi(x− k)|2 <∞, a.e.

令

q(x, y) =
∑
k∈Z

r∑
i=1

φ̃i(Lx− k)φi(Ly − k),

则 q(x, y) 在 R2 上几乎处处有定义. 对任意 f ∈ V (Φ), 有

f(x) = ⟨f, q(x, ·)⟩, a.e.

对于一般的 Hilbert 空间 H, 若存在函数 q(x, y), 使得对任意 x ∈ R, q(x, ·) ∈ H, 并且上式成立, 则称

H 为再生核 Hilbert 空间.

定理 2.1 设 H ⊂ L2(R) 为再生核 Hilbert 空间, {xn : n ∈ Z} ⊂ R, {q(xn, ·) : n ∈ Z} 构成 H 的
框架, 则对任意 f ∈ H,

f(x) =
∑
n∈Z

⟨f, q(xn, ·)⟩Sn(x) =
∑
n∈Z

f(xn)Sn(x), x ∈ R, (2.1)

其中 {Sn : n ∈ Z} 为 {q(xn, ·) : n ∈ Z} 的对偶框架.

级数 (2.1) 在 L2(R) 中收敛并且在 R 上逐点收敛. 若 supx ∥q(x, ·)∥2 < ∞, 则该级数在 R 上一致
收敛.

这就是一般再生核 Hilbert 空间上的采样定理. 显然, 问题的关键是寻找合适的采样点列.

证明 只需证明逐点收敛性. 我们有∣∣∣∣f(x)− ∑
|n|6N

⟨f, q(xn, ·)⟩Sn(x)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣⟨f −
∑

|n|6N

⟨f, q(xn, ·)⟩Sn, q(x, ·)
⟩∣∣∣∣

6
∥∥∥∥f −

∑
|n|6N

⟨f, q(xn, ·)⟩Sn

∥∥∥∥
2

∥q(x, ·)∥2.

因此, (2.1) 中的级数逐点收敛. 此外, 若 supx ∥q(x, ·)∥2 <∞, 则该级数一致收敛.

定义 2.2 给定函数空间 V ⊂ L2(R)和点列 {xn : n ∈ Z} ⊂ R. 如果存在 V 的框架 {Sn : n ∈ Z},
使得对任意 f ∈ V ,

f(x) =
∑
n∈Z

f(xn)Sn(x),

则称 {xn : n ∈ Z} 是 V 的采样点列.

根据定理 2.1, 对于再生核 Hilbert 空间 H, {xn : n ∈ Z} 成为 H 的采样点列的充分必要条件是
{q(xn, ·) : n ∈ Z} 构成 H 的框架.
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对于频谱有限函数空间 BΩ,

f(x) =
1

2π

∫ Ω

−Ω

f̂(ω)eiωxdω =

∫ +∞

−∞
f(y)

sinΩ(x− y)

π(x− y)
dy, ∀ f ∈ BΩ.

因此, BΩ 是再生核 Hilbert 空间, 核函数

q(x, y) =
sinΩ(x− y)

π(x− y)
.

所以, {xn : n ∈ Z} 成为 BΩ 的采样点列当且仅当 {q(xn, ·) : n ∈ Z} 构成 BΩ 的框架, 而这又等价于

{eiωxn : n ∈ Z} 构成 L2[−Ω,Ω] 的框架.

另一方面, 由于 ∥q(x, ·)∥2 为常数, 所以, 当 (2.1) 成立时, 它必定在 R 上一致收敛.

为了刻画 BΩ 中的采样点列, 我们引入一致离散和 Beurling 密度的概念.

设 Λ = {λn : n ∈ Z} 是 R 中的点列. 如果存在常数 α > 0, 使得 |λn − λm| > α, ∀n ̸= m, 则称 Λ

一致离散. 如果 Λ 可以表示成有限个一致离散数列的并, 则称其相对一致离散.

令

D+(Λ) = lim sup
h→+∞

sup
x∈R

#((x− h, x+ h) ∩ Λ)

2h
,

D−(Λ) = lim inf
h→+∞

inf
x∈R

#((x− h, x+ h) ∩ Λ)

2h
,

分别称其为 Λ 的 Beurling 上密度和 Beurling 下密度. 如果 D+(Λ) = D−(Λ), 则记 D(Λ) = D+(Λ), 并

称其为 Λ 的 Beurling 密度.

如果存在常数 ∆, L > 0 使得 ∣∣∣∣λn − n

∆

∣∣∣∣ 6 L, n ∈ Z,

则称 Λ 具有一致密度 ∆.

Duffin 和 Schaeffer [33] 引入框架的概念, 证明了框架理论的一个基本结果:

定理 2.3 (参见文献 [33, 定理 1]) 设 Λ = {λn : n ∈ Z} 具有一致密度 ∆, 0 < Ω < π∆, 则

{eiλnω : n ∈ Z} 构成 L2[−Ω,Ω] 的框架.

在此基础上, Jaffard 证明了以下结论:

定理 2.4 (参见文献 [34, 引理 2]) 设 Λ = {λn : n ∈ Z} 是单增实数列, 则以下两条等价:

(1) 存在区间 I 使得 {eiλnω : n ∈ Z} 构成 L2(I) 的框架;

(2) Λ 可以表示为一个具有一致密度 ∆ 的数列和一个相对一致离散数列的并.

当条件成立时, 对任意 0 < Ω < π∆, {eiλnω : n ∈ Z} 构成 L2[−Ω,Ω] 的框架.

定理 2.5 (参见文献 [34, 定理 2]) 若 {eiλnω : n ∈ Z} 构成 L2[−Ω,Ω] 的框架, 则

D−(Λ) > Ω

π
.

最终, Ortega-Cerdà和 Seip [35] 给出 BΩ 中采样点列的完整刻画. 以上结果仅给出 {eiλnω : n ∈ Z}
构成框架的条件, 并没有给出框架界的任何估计, 这在一定程度上限制了它的应用. Gröchenig 证明当

采样点列足够稠密时, 可以得到框架界的显式估计.
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定理 2.6 (参见文献 [36, 定理 1]) 设 {xk : k ∈ Z} 是一个单增实数列,

lim
k→±∞

xk = ±∞,

并且

xk+1 − xk 6 δ <
π

Ω
,

则对任意 f ∈ BΩ, (
1− δΩ

π

)2

∥f∥22 6
∑
k∈Z

xk+1 − xk−1

2
|f(xk)|2 6

(
1 +

δΩ

π

)2

∥f∥22.

从而存在 {Sn : n ∈ Z} ⊂ BΩ 使得 (2.1) 成立.

Liu [6], Aldroubi 和 Gröchenig [37] 把这一经典结果推广到样条子空间, 得到了类似的结论.

3 平均采样定理

3.1 频谱有限函数的平均采样定理

Butzer 和 Lei [38] 研究了由局部平均值代替采样值所引起的重构误差. Gröchenig [36] 证明了, 当

采样密度足够大时, 频谱有限信号可以由局部平均值精确重构.

定理 3.1 (参见文献 [36, 定理 2]) 设 {xk : k ∈ Z} 是一个单增实数列,

lim
k→±∞

xk = ±∞,

且满足

xk+1 − xk 6 δ <
1√
2Ω

, (3.1)

{uk : k ∈ Z} 是一列平均函数, 且 supp uk ⊂ [xk − δ
2 , xk + δ

2 ], 则对于任意 f ∈ BΩ, f(x) 由其局部平均

值序列 ⟨f, uk⟩ 唯一确定, 且有如下迭代重构算法:

ϕ0 = P

(∑
k∈Z

⟨f, uk⟩χ
[
xk−1+xk

2 ,
xk+xk+1

2 ]

)
, (3.2)

ϕk = ϕk−1 − P

(∑
k∈Z

⟨ϕk−1, uk⟩χ
[
xk−1+xk

2 ,
xk+xk+1

2 ]

)
, (3.3)

f =
∞∑
k=0

ϕk. (3.4)

上述所有级数均在 L2(R) 中收敛.

上述定理对平均函数的要求很少,但是需要有很高的采样频率.后来, Feichtinger和 Gröchenig [39]

证明了, 当

δ := sup
k∈Z

(xk+1 − xk) <
π

Ω
(3.5)

时, 任意 f ∈ BΩ 都可以由
1

yk−yk−1

∫ yk

yk−1
f(x)dx 唯一确定, 其中

yk =
xk + xk+1

2
.
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该结论对采样密度的要求有所降低, 但是要求平均函数是相对固定的.

考虑如下问题: 给定采样点列 {xn : n ∈ Z}, 当平均函数的支集长度满足什么条件时, 能够从局部

采样值完全重构原始信号? 应用定理 2.6, 对于采样点列和平均函数列都是不规则序列的情形, 可以给

出平均函数支集长度的最优上界.

定理 3.2 (参见文献 [40, 定理 2.3]) 设 {xk : k ∈ Z} 是单增实数列, limk→±∞ xk = ±∞ 且存在
常数 0 < β < π

Ω , 使得

0 < xk+1 − xk 6 β, k ∈ Z, (3.6)

则当 0 < δ < π
Ω − β 时, 对任意满足 supp uk ⊂ [xk − δ

2 , xk + δ
2 ] 的平均函数列 {uk : k ∈ Z}, 存在 BΩ

中以 (1 + δΩ√
2
)−2(1 + βΩ

π )−2 和 81
2 (1− β+δ

π Ω)−3 为界的框架 {Sk : k ∈ Z}, 使对任意的 f ∈ BΩ,

f(x) =
∑
k∈Z

(
xk+1 − xk−1

2

)1/2

⟨f, uk⟩Sk(x), (3.7)

其中上式在 L2(R) 中收敛并且在 R 上一致收敛.

此外, 当 δ > π
Ω − β 时, 结论不成立.

当采样点 {xk : k ∈ Z} 在 R 上等距分布, 即 xk = kεπ
Ω , 0 < ε 6 1 时, 同样可以给出使得平均采样

定理成立的平均函数支集长度的最优上界.

定理 3.3 (参见文献 [40, 定理 2.7]) 设 xk = kεπ
Ω , 0 < ε 6 1. 令

∆ε =


mεπ

Ω
,

1

m+ 1
6 ε <

1

m
, m > 1,

π

2Ω
, ε = 1,

则当 0 < δ < ∆ε 时, 对任意满足 supp uk ⊂ [xk − δ
2 , xk +

δ
2 ] 的平均函数列 {uk : k ∈ Z}, 存在 BΩ 中的

框架 {Sk : k ∈ Z}, 使对任意 f ∈ BΩ, 在一致收敛意义下,

f(x) =
∑
k∈Z

⟨f, uk⟩Sk(x). (3.8)

当 1
ε 不是大于 1 的整数时, 上述常数 ∆ε 不能再改进.

对于平均函数 uk(x)关于采样点 xk 对称且在区间 [xk, xk + δk/2]上单调递减的情形,已经证明当

0 < δ < 1.8830453 π
Ω 时, 平均采样定理成立 (参见文献 [41]). 我们猜测, 当 δΩ < 2π 时, 结论同样成立.

3.2 平移不变子空间上的平均采样

首先考虑样条子空间中的平均采样问题. 记样条子空间为

Vm =

{∑
k∈Z

ckφm(· − k) : {ck} ∈ l2
}
,

它由 m 次 B- 样条

φm = χ[0,1] ∗ · · · ∗ χ[0,1]︸ ︷︷ ︸
m+1项

生成.
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对于标准平均函数 uk = χ[xk−1/2,xk+1/2], 可以证明当 xk = k 或者 0 < α 6 xk+1 − xk 6 β < 1 时,

平均采样定理成立 (参见文献 [42]).

对于不规则采样点列, Sun 和 Zhou [43] 推广了 Aldroubi 和 Gröchenig [37] 的不规则采样定理, 并

给出了平均函数支集长度的最优上界.

定理 3.4 (参见文献 [43, 定理 1.1]) 设 {xk : k ∈ Z} 是一个单增实数列, limk→±∞ xk = ±∞ 且
存在常数 β, 使得

0 < xk+1 − xk 6 β < 1, k ∈ Z, (3.9)

则当 0 < δ < 1− β 时, 对任意满足 supp uk ⊂ [xk − δ
2 , xk +

δ
2 ] 的平均函数列 {uk : k ∈ Z}, 存在 Vm 中

的框架 {Sk : k ∈ Z}, 使对任意 f ∈ Vm,

f(x) =
∑
k∈Z

(
xk+1 − xk−1

2

)1/2

⟨f, uk⟩Sk(x), (3.10)

上式在 L2(R) 中收敛并且在 R 上一致收敛. 此外, 当 δ > 1− β 时, 结论不成立.

为了研究由平均采样值 yn = f ∗ u(n + (m + 1)/2), n ∈ Z 来重构样条函数 f(t) 的存在性和唯一

性, Pérez-Villalón 和 Portal [44] 考虑了一类不同的平均函数 u(t), 它满足下面的条件:

suppu ⊆
[
− 1

2
,
1

2

]
, u(t) > 0, t ∈ R,

0 <

∫ 0

−1/2

u(t)dt <∞, 0 <

∫ 1/2

0

u(t)dt <∞.

(3.11)

对于给定的数列 {yn : n ∈ Z}, 他们研究以下问题解的存在唯一性:

(P1) 寻找样条函数 f(t), 使得 yn = f ∗ u(n+ (m+ 1)/2), n ∈ Z.
对 γ > 0, 记

Vm,γ := {f(t) ∈ Vm : f(t) = O(|t|r), t 7→ ±∞},

Dγ := {{yn : n ∈ Z} : yn = O(|n|γ), n 7→ ±∞}.

在此基础上, 他们得到如下结论:

定理 3.5 [44] 设 u 满足 (3.11). 当 m = 1, 2, 3, 4 时, 对于给定的实数列 {yn : n ∈ Z}, 问题 (P1)

存在唯一解.

他们猜测定理 3.5 对所有的 m ∈ N 均成立, 但没有给出证明. 进一步, 如果假设 supp u ⊆ [−l, l],
其中 l < 1

2 , Pérez-Villalón 和 Portal [45] 证得定理 3.5 对所有的 m > 2 成立, 并且对充分大的 m, l 趋

于 1/2.

受到文献 [45]的启发, Ponnaian和 Shanmugam [46] 通过对平均函数加一些条件,证得定理 3.5对

所有的 m 均成立. 假设平均函数 u(t) 满足下述条件:

supp u ⊆
[
− 1

2
,
1

2

]
, u ∈ L1(R),∫ 1/2

0

u(−t)tm+dt ̸= 0, m 为奇数,∫ 1/2

−1/2

u(−t)
(
t+

1

2

)m

+

dt ̸= 0, m 为偶数, (3.12)

其中 (t)+ = (t+ |t|)/2. 显然, 这些条件比 (3.11) 要弱.
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定理 3.6 (参见文献 [46, 定理 2.1]) 设 m > 1, u 是一个满足条件 (3.12) 的可积函数. 当 m

为奇数时, 存在紧支集函数 gi 满足 u =
∑L

i=1 gi ∗ g̃i, 并且 infω∈[−π,+π] |ĝi(ω)| > 0; 当 m 为偶数时,

β̂0(ω)û(ω) > 0, ∀ω, 且 infω∈[−π,+π] |û(ω)| > 0. 则对于任意给定实数列 {yn : n ∈ Z} ∈ Dγ , 存在唯一一

个样条函数 f ∈ Vm,γ 满足 f ∗ u(n+ (m+ 1)/2) = yn, n ∈ Z.
对于一般的平移不变子空间 V (φ), Kang 和 Kwon [47] 提出了一个更广泛的平均采样设计. 设 L[·]

为一个线性时不变系统, 其脉冲响应 l(t) 满足下述条件之一:

(1) l(t) = δ(t+ a), a ∈ R;
(2) l(t) ∈ L2(R);
(3) l̂(ξ) ∈ L∞(R) 且

∑
n∈Z |φ̂(ξ + 2nπ)| ∈ L2[0, 2π].

问题: 是否存在 V (φ) 中的一个框架 {Sn(t) : n ∈ Z}, 使得 f(t) =
∑

n∈Z⟨L[f ], un⟩Sn(t) 在 V (φ) 中

成立?

为了解决该问题, Kang 和 Kwon [47] 对平均函数和生成元均作了一些假设. 首先, 假设平均函数

满足下述条件:

0 6 un(t) ∈ L2(R),

suppun(t) ⊂ [n− a, n− b], a, b > 0, a+ b > 0,∫ +∞

−∞
un(t)dt =

∫ n+b

n−a

un(t)dt = 1, n ∈ Z.

(3.13)

进一步, 假设 φ(t) 和 ψ(t) := L[φ](t) = (φ ∗ l)(t) 满足下列条件:

(1) φ(t) 在 R 上局部绝对连续, 且 φ′(t) ∈ L2(R);
(2) L := ∥Zψ′(t, ξ)∥∞ <∞;

(3) 存在常数 β > α > 0, 使得

α 6 |Zψ(0, ξ)| 6 β, a.e., ω ∈ Eφ, (3.14)

其中 Eφ := suppGφ ∩ [0, 2π], Gφ(ξ) :=
∑

n∈Z |φ̂(ξ + 2nπ)|2, Zf(x, ω) =
∑

k∈Z f(x + k)e−ikω 为 f 的

Zak 变换.

在上述假设的前提下, 他们证得如下的定理:

定理 3.7 (参见文献 [47, 定理 3.2]) 设平均函数列 {un : n ∈ Z} 满足 suppun ⊂ [n − a, n + b],

δ := max{a, b}. 如果 √
δ(a+ b) <

α

L
, (3.15)

则存在 V (φ) 的框架 {Sn : n ∈ Z}, 使得

f(t) =
∑
n∈Z

⟨L[f ], un⟩Sn(t), ∀ f ∈ V (φ), (3.16)

上式在 L2(R) 中收敛且在 R 上一致收敛.

显然, 如果令脉冲响应 l(t) = δ(t), 定理 3.7 变成经典的平均采样定理. 进一步, 假设平均函数具

有对称性, 则有下述结果:

定理 3.8 (参见文献 [47, 定理 3.7]) 设平均函数列 {un : n ∈ Z} 满足 suppun ⊂ [n− a, n+ b], 假

设 un(t) 在区间 [n− a, n] 上单增, 且在区间 [n, n+ b] 上单减. 如果√
M(a+ b) <

πα

2L
, (3.17)
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其中

M := sup
n∈Z

{
b

∫ n+b

n

un(t)dt, a

∫ n

n−a

un(t)dt

}
,

则存在 V (φ) 的框架 {Sn : n ∈ Z}, 使得

f(t) =
∑
n∈Z

⟨L[f ], un⟩Sn(t), ∀ f ∈ V (φ), (3.18)

上式在 L2(R) 中收敛且在 R 上一致收敛.

当平移不变子空间的生成元 φ 属于 Wiener 空间时, Atreas [48] 考虑了一类非一致平均采样定理.

首先, 假设采样算子 σ : V (φ) ∋ f 7→ cf ∈ S 有界可逆, 并且重构算子 κ : S 7→ V (φ) 是采样算子的一个

有界左逆, 其中 cf 是函数 f 的采样值, S 是一个使得 cf 有界的合适的空间. 进一步, 假设生成函数 φ

满足下述条件:

(1) φ : R → C 属于 Wiener 空间

W∞(L1) =

{
f : ∥f∥W∞(L1) =

∑
k∈Z

∥f · χ[k,k+1]∥∞ <∞
}
;

(2) φ 的 Fourier 变换在零点的邻域非零.

在此假设基础上, 有如下结论:

定理 3.9 (参见文献 [48, 定理 1]) 设 φ ∈W∞(L1), 且存在正常数 δ 使得

x0 = 0, xn+1 − xn > δ. (3.19)

此外, 设存在正常数 A > 2/
√
3 和 C0 使得

|φ̂(ξ)| > C0, 对所有的 |ξ| 6 Aπ

δ
成立. (3.20)

则任意函数 f ∈ V (φ) 可以唯一地由其采样值 {f ∗ ωφ(xn) : n ∈ Z} 重构, 其中 ωφ(x) = φ(−x). 进一
步, 下述重构公式

f =
∑
n∈Z

f ∗ ωφ(xn)ψn (3.21)

在 L2 意义下收敛且逐点收敛, 其中

ψn(x) =
∑
m∈Z

(Φ−1)m,nφ(x− xm),

Φ = {Φn,m = φ ∗ wφ(xn − xm)}n,m∈Z.

4 平均采样定理的扩展

本节分为 3 小节, 第 4.1 小节介绍高维确定性信号的平均采样定理; 第 4.2 小节介绍多通道平均

采样定理; 第 4.3 小节介绍随机信号的平均采样定理.
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4.1 高维情形

第 3 节主要是讨论给定采样点列, 当平均函数满足什么条件时平均采样定理成立. 这里介绍采样

点的选取．粗略地讲, 当采样点列足够稠密时, 平均采样定理成立.

为了得到 Rd 上的平均采样定理, 需要对生成元和平均函数作一些限制. 记 W p
0 为 W (Lp) 中连续

函数组成的子空间, 其中

W (Lp) :=

{
f : ∥f∥W (Lp) =

( ∑
k∈Zd

∥f · χk+[0,1]d∥
p
∞

)1/p

<∞
}
. (4.1)

设平均函数 un(t) 具有紧支集且满足下述性质:

(1) 对每个 n, suppun ⊂ xn + [−a, a]d;
(2) 每一个函数 |un| 都有上界 Un;

(3) 对所有的 n,
∫
Rd un = 1 并且

∫
Rd |un| 6M .

为叙述方便, 我们引入有界单位分解 (BUPU) 的概念.

定义 4.1 称一个函数集合 {βn : n ∈ J} 为关于 {Bγ(xn) : n ∈ J} 的有界单位分解 (BUPU), 如

果它满足下述条件:

0 6 βn 6 1, ∀n ∈ J, suppβn ⊂ Bγ(xn),
∑
n∈J

βn = 1,

其中 Bγ(xn) 表示以 xn 为中心、γ 为半径的球体.

设 βn 为 BUPU, 定义算子 A 为

A(f) =
∑
n∈J

⟨f, un⟩βn. (4.2)

在没有噪声的条件下, Aldroubi [49] 给出了重构原始信号 f 的迭代算法, 称为 A-P 迭代.

定理 4.2 (参见文献 [49, 定理 4.1]) 给定 φ ∈ W 1
0 , 则存在 γ = γ(φ) > 0 和 a0 > 0, 使得在任

意 γ- 稠子集上, 对任意 0 < a 6 a0, 任意 f ∈ V (φ) 均可以通过下述迭代算法由 {⟨f, un⟩} 重构:

f1 = PA(f), fn+1 = PA(f − fn) + fn, (4.3)

其中 P 是 L2 到 V (φ) 上的一个正交投影. 在这种情形下, fn 在 W (L2) 范数的意义下收敛到 f , 因而,

在 L2 范数意义下收敛且在 R 上一致收敛.

在有噪声的情形下, Aldroubi [49] 也给出了一个重构算法. 首先假设数据 f ′ = {f ′n : n ∈ J}属于 l2,

但并不假设它们是 f ∈ V (φ) 的采样值. 令

f1 = P

(∑
n∈J

f ′nβn

)
, fn+1 = f1 + (I − PA)fn, (4.4)

则有如下结果:

定理 4.3 (参见文献 [49, 定理 4.2]) 在定理 4.2 条件下, 算法 (4.4) 收敛于函数 f∞ ∈ V (φ), 并且

满足

P

(
A(f∞)−

∑
n∈J

f ′nβn

)
= 0.
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对于多个生成元的情形,可以得到类似的结果 (参见文献 [50]). Xian和 Li [51] 改进了上述 A-P迭

代算法, 得到了更快的收敛速度.

Sun [52] 研究了更一般条件下的平均采样问题. 在介绍具体结果之前, 先引入几个概念.

我们称一个信号具有有限更新率 (finite rate of innovation), 如果它在每个单位时间内有一个有限

的自由度.

对 1 6 q 6 ∞, 定义函数空间

Vq(Φ,Λ) :=

{∑
λ∈Λ

c(λ)φλ : ∥(c(λ))λ∈Λ∥lq(Λ) <∞
}
, (4.5)

称定义在 Rd 上的正函数 u 为权, 如果它连续、对称, 且对所有 x ∈ Rd 有 1 = u(0) 6 u(x) < ∞, 并且

存在 Rd 上的正连续函数 v 使得 u(x+ y) 6 u(x)v(y), ∀x, y ∈ Rd.

设 1 6 p 6 ∞. 称权 u 是 p- 容许权, 如果存在权函数 v 与两个正常数 D := D(u) ∈ (0,∞) 和

θ := θ(u) ∈ (0, 1) 使得

u(x+ y) 6 D(u(x)v(y) + v(x)u(y)), ∀x, y ∈ Rd, (4.6)

∥(vu−1)∥Lp′ 6 D, (4.7)

inf
τ>0

∥v∥L1(B(τ)) + t∥vu−1∥Lp′ (Rd\B(τ)) 6 Dtθ, ∀ t > 1, (4.8)

其中

p′ =
p

p− 1
, B(τ) = {x ∈ Rd : |x| 6 τ}.

给定 1 6 p, q 6 ∞、权函数 u 和 Rd 上的一致离散子集 Γ, 以及 Rd 上的函数族 Ψ = {ψγ : γ ∈ Γ},
定义

∥Ψ∥q,p,u := sup
γ∈Γ

∥(∥ψγ(·)u(· − γ)∥Lq(k+[0,1]d))k∈Zd∥lp(Zd)

+ sup
k∈Zd

∥(∥ψγ(·)u(· − γ)∥Lq(k+[0,1]d))γ∈Γ∥lp(Γ). (4.9)

利用这些概念, 可以得到下面更为一般的结果:

定理 4.4 (参见文献 [52, 定理 3.1]) 令 2 6 q 6 ∞, q/(q − 1) 6 q∗ 6 ∞, 1 6 r 6 q, 1 6 p 6 ∞,

设 u 是 p- 容许权, Rd 的子集 Λ 和 Γ 相对一致离散, 生成元 Φ = {φλ : λ ∈ Λ} 满足

∥Φ∥q,p,u <∞, (4.10)

平均函数 Ψ = {ψγ : γ ∈ Γ} 满足
∥Ψ∥q∗,p,u <∞, (4.11)

且空间 Vr(Φ,Λ) 如 (4.5) 所定义. 设 Φ 是 V2(Φ,Λ) 的 Riesz 基, Ψ 是 V2(Φ,Λ) ⊂ L2 的稳定平均函数

列, 则存在 Ψ̃ = {ψ̃γ : γ ∈ Γ} ⊂ V1(Φ,Λ) 使得

∥Ψ̃∥q,p,u <∞, (4.12)

并且

f =
∑
γ∈Γ

⟨f, ψγ⟩ψ̃γ , ∀ f ∈ Vr(Φ,Λ). (4.13)
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4.2 多通道平均采样定理

给定平移不变子空间 V (φ),设有 s个线性时不变系统 (滤波器) Lj , 1 6 j 6 s,采样值 {(Ljf)(rn) :

n ∈ Z, 1 6 j 6 s} 已知, r ∈ N. 所谓多通道采样或者广义采样是指利用上述采样值序列稳定地重构函
数 f ∈ V (φ). 换言之, 研究 V (φ) 中形如

f(t) =
∑
n∈Z

s∑
j=1

(Ljf)(rn)Sj(t− rn), t ∈ R (4.14)

的采样公式, 其中重构函数列 {Sj(· − rn) : n ∈ Z, 1 6 j 6 s} 是 V (φ) 的框架. 因为线性时不变系统可

以用卷积表示, 而卷积可以看作某种形式的内积, 所以, 多通道采样与平均采样密切相关.

这种类型的采样定理可以追溯到 1977 年. Papoulis [53] 给出了一个多通道的采样定理, 证明了频

谱有限信号 f 可以被 s个线性平移不变系统以 1/s的速率采样得到的响应值 {(Ljf)(rn) : n ∈ Z, 1 6 j

6 s} 精确重构. Papoulis 的理论有各种形式的推广. 对于频谱有限函数, 它被延拓到多维情形 (参见

文献 [54–56]). Djokovic 和 Vaidyanathan [57] 利用类似的思想给出属于特定小波空间中函数的重构方

法. Unser 和 Zerubia [58] 改进了 Papoulis 的结果. 他们将信号范围扩大到平移不变子空间, 并在对输

入信号不作任何假设的前提下得到近似重构算法. Garćıa和 Pérez-Villalón [59] 利用 L2(0, 1)的一些特

殊对偶框架得到平移不变子空间上的广义采样定理.

记 G(w) := [gj(w + k−1
r )]16j6s,16k6r, A(w) := [aj(w + k−1

r )]16j6s,16k6r. 定义

αA = ess inf
w∈(0,1/r)

λmin[A
∗(w)A(w)],

βA = ess sup
w∈(0,1/r)

λmax[A
∗(w)A(w)],

其中 A∗(w) 表示 A(w) 的共轭转置, λmin 和 λmax 分别是矩阵 A∗(w)A(w) 的最小和最大特征值. 定义

同构 T 为
(T F )(t) :=

∑
n∈Z

⟨F (·), e−2πin·⟩L2(0,1)φ(t− n), F ∈ L2(0, 1).

定理 4.5 (参见文献 [59, 定理 1]) 设 gj ∈ L∞(0, 1), 1 6 j 6 s. 如果存在 ai ∈ L∞(0, 1) 使得

[a1(w), a2(w), . . . , as(w)]G(w) = [1, 0, . . . , 0] (4.15)

在 (0, 1) 上几乎处处成立, 则对每个 f ∈ V (φ), 有

f(t) =
∑
n∈Z

s∑
j=1

(Ljf)(rn)Sj(t− rn), t ∈ R, (4.16)

其中 Sj = rT aj , 1 6 j 6 s. 上述级数在 L2 意义下收敛, 且在 R 上绝对收敛和一致收敛. 此外, {Sj(t

− rn) : n ∈ Z, 1 6 j 6 s} 是 V (φ) 中以 rαA∥Φ∥0 和 rβA∥Φ∥∞ 为界的框架, 其中

Φ(w) :=
∑
k∈Z

|φ̂(w + k)|2, w ∈ (0, 1).

上述结果被进一步推广到多生成元平移不变子空间上的不规则多通道采样. 更多结果请参见文

献 [60–66].

Aldroubi等人 [67, 68] 研究了信号的动态采样 (dynamical sampling),即通过信号在一系列算子作用

下的采样值重构原始信号. 动态采样与多通道采样密切相关, 具体内容请参见文献 [67,68].
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4.3 随机过程的平均采样定理

由于信号经常具有随机特性, 随机信号在信号处理尤其是在采样定理的研究中得到广泛关注. 本

节主要介绍宽平稳过程的平均采样定理.

给定一个概率空间和随机过程 {X(t, ω) : t ∈ R}. 如果 E|X(t, ·)|2 < ∞, ∀ t ∈ R, 并且自相关函数
RX(τ) := EX(t, ·)X(t+ τ, ·) 与 t 无关, 则称 {X(t, ω) : t ∈ R} 为宽平稳随机过程. 如果它的自相关函

数 RX 频谱有限, 则称其为频谱有限宽平稳过程. 如果它的自相关函数属于某个平移不变子空间, 则

称其为平移不变宽平稳过程 [69].

Song等人 [70] 研究了频谱有限宽平稳过程的平均采样,把关于确定性信号的一些结论推广到随机

过程.

定理 4.6 (参见文献 [70, 定理 2.2]) 令 {uk : k ∈ Z} 为满足 (1.6) 的一列平均函数, {tk : k ∈ Z}
是相对一致离散实数列. 假设 {Sk : k ∈ Z} 是 BΩ 的一个框架, 且使得

f(t) =
∑
k∈Z

⟨f, uk⟩Sk(t), ∀ f ∈ BΩ, (4.17)

其中, 上述级数在 L2(R) 收敛且在 R 上一致收敛.

设 X(t, ω) 是频谱有限宽平稳过程且其自相关函数 RX 满足 |RX(t)| 6 RX(0)(1 + |t|)−1−η, η > 0,

则有

lim
N→∞

E
∣∣∣∣X(t, ω)−

N∑
k=−N

⟨X(·, ω), uk⟩Sk(t)

∣∣∣∣2 = 0, ∀ t ∈ R. (4.18)

对于平均函数支集关于采样点不对称的情形, 可以证明类似的结论 (参见文献 [71, 72]). Song [73]

进一步把上述结果推广到高维随机过程的平均采样.

5 误差估计

误差分析是应用采样定理时经常遇到的问题, 具有重要的实际意义. 本节主要介绍确定性信号的

混淆误差和截断误差估计. 更多误差估计的结果请参见文献 [74–77]. 关于随机过程的采样误差估计可

以参见文献 [78–81].

5.1 混淆误差

在应用中, 我们处理的信号并不一定满足采样定理中要求的条件, 这样产生的误差称为混淆

误差 [82–89].

对于经典的 Shannon 采样定理, Brown [19] 证明了当采样频率趋于无穷时, 重构函数收敛于 f .

定理 5.1 (参见文献 [19, 定理 1]) 设 f ∈ L2(R) ∩ C(R) 且 f̂ ∈ L1(R), 则有∣∣∣∣f(t)−∑
k∈Z

f

(
kπ

Ω

)
sin(Ωt− kπ)

Ωt− kπ

∣∣∣∣ 6 1

π

∫
|ω|>Ω

|f̂(ω)|dω. (5.1)

此外, 存在 f ̸= 0, 使得上式中的等号成立, 即常数 1
π 是一个最好的误差上界.

Standish [82] 构造一个例子说明, 存在函数 f ∈ L2(R), 使得∫
|ω|>Ω|

|f̂(ω)|2dω < ε,
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而且相应的采样级数
∑

k∈Z f(
kπ
Ω ) sin(Ωt−kπ)

Ωt−kπ 在传统或者均方意义下均不收敛. 因此, 对任意的绝对常

数 c, 将不等式 (5.1) 的左端用 L2 范数代替, 右端用 c
∫
|ω|>Ω

|f̂(ω)|2dω 代替后的不等式不成立.

Brown [87] 证得, 给定 c > 0, Ω > 0, 存在函数 f(t) ∈ L2(R) ∩ C(R), 满足 f̂ ∈ L1(R), 并且∥∥∥∥f(t)−∑
k∈Z

f

(
kπ

Ω

)
sin(Ωt− kπ)

Ωt− kπ

∥∥∥∥2
2

> c

∫
|ω|>Ω

|f̂(ω)|2dω. (5.2)

对于平均采样, 定义混淆误差为

(Af)(x) := f(x)−
∑
k∈Z

⟨f, uk⟩Sk(x). (5.3)

上式右端中的级数一般称为采样级数. 当采样点不规则分布时, 我们有如下的混淆误差估计:

定理 5.2 假设条件如定理 3.2. 令采样级数为

(Rf)(x) =
∑
k∈Z

(
xk+1 − xk−1

2

)1/2

⟨f, uk⟩Sk(x), (5.4)

则当 f, f ′ ∈ L2(R) 时,

∥f −Rf∥22 6 1

2π

∫
|ω|>Ω

(1 +Mω2)|f̂(ω)|2dω,

∥f −Rf∥∞ 6 1

2π

∫
|ω|>Ω

|f̂(ω)|dω +

(
ΩM

2π2

∫
|ω|>Ω

ω2|f̂(ω)|2dω
)1/2

,

其中

M =
81

2(1− β+δ
π Ω)3

(β + δ)

[(
β + δ

2

⌈
β + δ

β

⌉) 1
2

+

(
1

βΩ2
+ β

(
1

4
− 1

π2

)) 1
2
]2
,

这里 ⌈x⌉ = min{k : k > x, k ∈ Z}.
对于采样点均匀分布的情形, 可以得到类似的结果.

下面考虑一种特殊情形, uk 为同一个函数的平移. 此时可以给出误差上界的最佳估计.

定理 5.3 设 u 为平均函数, û 在 [−Ω,Ω] 上无零点. 令

Ŝ(ω) =
π

Ω
· 1

ĥ(ω)
χ[−Ω,Ω](ω), (RΩf)(x) =

∑
k∈Z

⟨
f, u

(
· −kπ

Ω

)⟩
S

(
x− kπ

Ω

)
,

则对任意的 f ∈ L2(R),

∥f −RΩf∥22 6 Mu

2π

∫
|ω|>Ω

|f̂(ω)|2dω, (5.5)

其中

Mu = max
|ω|6Ω

π

Ω|û(ω)|2
∑
k∈Z

⟨
u, u

(
· −kπ

Ω

)⟩
e−i kπω

Ω ,

并且 Mu

2π 是一个最好的上界. 特别地, 当 supp u ⊂ [− π
2Ω ,

π
2Ω ] 时,

Mu = max
|ω|6Ω

π∥u∥2

Ω|û(ω)|2
.
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此外, 若 f 连续且 f̂(ω) ∈ L1(R), 则

|f(t)− (RΩf)(t)| 6
1 +mu

2πmu

∫
|ω|>Ω

|f̂(ω)|dω,

其中

mu = min
|ω|6Ω

|û(ω)|.

从 (5.5) 可知, Mu

2π 是一个误差上界. 可以证明,

Mu > 2,

并且当 u(x) = Ω
2 cos(Ωx)χ[− π

2Ω , π
2Ω ](x) 时, 等号成立.

当 u(x) = Ω
πχ[−

π
2Ω ,

π
2Ω ](x), f 连续且 f̂(ω) ∈ L1(R) 时, 有

|f(t)− (RΩf)(t)| 6
1

2π

∫
|ω|>Ω

|f̂(ω)|
(
1 +

Ω

|ω|

)
dω. (5.6)

对比 (5.1) 和 (5.6) 两式可知, 与经典的采样定理相比, 平均采样具有较小的混淆误差.

5.2 截断误差

在应用采样定理重构信号时, 只能计算有限项的和, 由此产生的误差称为截断误差 [90–97]. 在经典

的 Shannon 采样理论中, 定义截断误差为

(TNf)(t) := f(t)−
N∑

k=−N

f

(
kπ

Ω

)
sin(Ωt− kπ)

Ωt− kπ
=

∑
|k|>N

f

(
kπ

Ω

)
sin(Ωt− kπ)

Ωt− kπ
, f ∈ BΩ. (5.7)

前面已经说明, 对任意的 f ∈ BΩ, TNf 在 R 上一致收敛于 0.

对于过采样 (即采样频率大于 Nyquist 频率) 的情形, 文献 [20, 22] 证明了

(TNf)(t) = O(N−1), N → ∞.

Micchelli 等人 [98] 进一步证明, 通过选取合适的重构函数, 可以使得截断误差指数衰减. 在此基础上,

Zhang [99] 提出了一个新的方法,使得频谱有限函数可由它的有限个平均采样数据近似重构,并且重构

误差指数衰减. 他的核心思想是寻找具有快速衰减性质的对偶框架. 具体地, 考虑下述平均采样方法:

µk(f) :=

∫ σ/2

−σ/2

f(x+ k)dν(x), k ∈ Z, (5.8)

其中 σ 是一个很小的正常数, ν 是 [−σ/2, σ/2] 上的一个 Borel 概率测度, 它关于原点对称. 通过选取

合适的重构函数, 可以使得重构误差指数衰减.

定理 5.4 (参见文献 [99, 定理 1.1]) 令 f ∈ Bδ, δ < π 且 σδ < π. 给定平均采样 (5.8), 存在一个

函数 ϕ ∈ L2(R) ∩ C(R) 使得

sup
x∈(0,1)

∣∣∣∣f(x)− 1√
2π

N∑
k=−N

µk(f)ϕ(x− k)

∣∣∣∣ 6 C∥f∥2
1

N3/4
e
− 2(π−δ)γN

e(1+
√

2)2(γ+σ(π−δ)) , (5.9)

其中 C 是一个与 f 和 N 无关的正常数, γ = cos(σδ2 ).

上述结果被进一步推广到多变量频谱有限函数的平均采样 (参见文献 [100]). 有关 ϕ 的具体构造

方法, 请参见文献 [98,99].

致谢 作者感谢审稿人提出的宝贵意见和建议.
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37 Aldroubi A, Gröchenig K. Beuling-Landau-type theorems for non-uniform sampling in shift invariant spline spaces.

J Fourier Anal Appl, 2000, 6: 93–103

38 Butzer P L, Lei J. Approximation of signals using measured sampled values and error analysis. Commun Appl Anal,

2000, 4: 245–256
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Average sampling theorem

HUO HaiYe & SUN WenChang

Abstract The sampling theorem is one of the fundamental and powerful tools in signal processing, which is

widely used in digital signal processing, wireless communication, and many other fields. Recently, the classical

Shannon sampling theorem has been extended from bandlimited functions to shift invariant subspaces, and from

sampling function values to sampling local averages. In this paper, we simply review the development of the

sampling theory with a focus on some recent advances in average sampling, multi-channel sampling and average

sampling for stochastic processes. We also introduce some results on approximation errors.
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