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摘要　　设 N为一充分大的偶数且q≥1 , (li , q)=1(i=1 ,2), l 1+l2≡N(modq).证

明了方程 N = p +P2 , p ≡ l1(modq), P2 ≡ l2(modq)对区间 1 ,N
1
37 中除了

O N
1
37log-5N 个例外的整数q ,都有无穷多解 ,其中 p是素数 , P2为一至多有 2个素

因子的殆素数.

关键词　　陈景润定理　筛法　均值定理

Vinogradov证明了熟知的Goldbach-Vinogradov三素数定理[ 1] ,即每个充分大的奇数能表成

3个奇素数之和.随后 ,一些数学家将这个定理进行了推广
[ 2～ 5]

,研究了如下类型的问题:对

s≥3 ,方程

N =a1p1 +a2p2 +…+asps , 　pv ≡ lv(modq), 　1 ≤v ≤ s

是否可解? 这里 a1 , a2 , …, as 是给定的正整数 , pv(1≤v ≤s)是素数.当 q≤ClogAN(A , C是

任意正数)时 ,这个问题无太本质的困难.文献[ 6]证明了对充分大的满足条件

q ≥1 , 　(li , q)=1　(i =1 ,2 ,3),

l1 +l 2 +l3 ≡N(modq)

的奇数 N ,方程

N =p1 +p2 +p3 , 　pi ≡ li(modq)　(i =1 ,2 ,3) (0.1)

当 q≤N
δ
时是可解的 ,这里 pi 为素数 ,而 δ为一可计算的正常数.文献[ 7]证明了对于区间

1 ,N
1
8 -ε (ε>0)中除了 O N

1
8 -εlog-A

N (A 是任意正数)个例外的整数 q ,方程(0.1)是可

解的.

以上这些推广无疑是很有意义的.

陈景润在偶数的 Goldbach猜想的研究中取得了重大进展[ 8 , 9] ,建立了著名的俗称“1+2”

的陈景润定理.自然会想到对于陈景润定理应得到类似于文献[ 6]的结果 ,但目前还得不到这

样的结果 ,本文得到的是关于文献[ 7]的结果对于陈景润定理的一个类似.与文献[ 6 , 7] 中所

应用的圆法不同 ,本文的结果依赖于筛法.

定理 1　设 N 为一充分大的偶数且
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q ≥1 , 　(li , q)=1　(i =1 ,2),

l 1 +l2 ≡N(modq),

则方程

N =p +P2 , 　p ≡ l 1(modq), 　 P2 ≡ l2(modq) (0.2)

对区间 1 , N
1
37 中除了 O N

1
37log

-5
N 个例外的整数q ,都有无穷多解.

定理 1是下面结果的简单推论.

定理 2　在定理 1的条件下 ,令 S(N , q)为方程(0.2)的解数 ,则对区间 1 , N
1/37
中除了

O N
1
37log-5N 个例外的整数q ,都有

S(N , q)≥
0.001C(N , q)N

φ(q)log2N
, (0.3)

其中 φ(q)为 Euler函数 ,

C(N , q)=∏
p>2

1- 1
(p -1)2 ∏p|Nq , p>2

p -1

p -2
. (0.4)

　　类似地 ,有

定理 3　设 x 为一充分大的实数且

q ≥1 , 　(li , q)=1　(i =1 ,2),

l 1 +2 ≡ l 2(modq),

则方程

p +2 =P2 , 　 p ≡ l1(modq), 　P2 ≡ l 2(modq), 　p ≤ x

对区间 1 , x
1
37 中除了 O x

1
37 log-5 x 个例外的整数q ,都有无穷多解.

注　利用改进后的加权筛法
[ 10]
,1/37可改进为 0.028.

1　预备引理

令 A为一有限整数集合 , P为一无限素数集合 , P为不属于 P的素数集合.令 z ≥2 ,

P(z)= ∏
p<z , p∈P

p , 　S(A,P , z)= ∑
a∈ A, (a , P(z))=1

1 ,

Ad ={a|a ∈ A, a ≡0(mod d)}.

　　引理 1
[ 11] 　如果

　　(A1)|Ad |=
ω(d)
d

X +rd , μ(d)≠0 , (d ,  P)=1;　　　　　　　　　

　　(A2) ∑
z
1
≤p <z

2

ω(p)

p
=log

logz2
logz1

+O
1

logz1
, z2 >z1 ≥2 , 　　　　　　　　　

其中 ω(d)为一积性函数 , 0≤ω(p)<p , X >1与 d 无关 ,则

S(A, P , z)≥XV(z) f(s)+O 1/ log
1
3D -RD ,

S(A, P , z)≤XV(z) F(s)+O 1/ log
1
3D +RD ,

这里
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s =
logD

logz
, 　RD = ∑

d<D , d|P(z)
|rd|,

V(z)=C(ω)
e-γ

logz 1 +O
1
logz , 　C(ω)=∏

p

1 -
ω(p)

p
1 -

1
p

-1

,

其中γ为 Euler常数 , f(s)与 F(s)是下面的微分-差分方程的解:

F(s)=
2e
γ

s
, 　f(s)=0 , 　0 < s ≤2 ,

(sF(s))′= f(s -1), 　(sf(s))′=F(s-1), 　 s ≥2.

　　引理 2
[ 12]

F(s)=2e
γ

s
, 　0 < s ≤3;

F(s)=
2eγ

s
1+∫

s-1

2

log(t -1)

t
dt , 　3 ≤ s ≤5;

f(s)=
2e
γ
log(s-1)

s
, 　2 ≤ s ≤4;

f(s)=
2eγ

s
log(s -1)+∫

s-1

3

dt
t∫

t-1

2

log(u -1)

u
du , 　4 ≤ s ≤6.

　　引理 3
[ 12] 　设 0≤g(x) 1 ,0≤β <1 ,

π(y ;a , d , l)= ∑
ap≤y , ap≡l(modd)

1 , 　(l , d)=1 ,

则对任意 A>0 ,存在 B =B(A)>0 ,使得

∑
d ≤D

max
(l , d)=1

max
y≤x
τ(d) ∑

a≤x　β , (a , d)=1

g(a)π(y ;a , d , l)-
Li y/ a

φ(d)
 

x

logAx
,

其中

Liy =∫
y

2

dt
logt , 　D =

x
1
2

log
B
x
, 　τ(n)=∑

d|n
1.

　　引理 4　在引理 3的记号下 ,令

R(D , q)= ∑
d≤D/ q

max
(l , dq)=1

max
y≤N ∑

a≤N
　β , (a , d)=1

g(a) π(y ;a , dq , l)-
Li y/ a

φ(dq)
,

则对任意 A>0 ,存在 B =B(A)>0 ,使得对于区间 1 , N
1
37 中除了 O N

1
37log-A

N 个例外的整

数q ,都有

R(D , q) N
36
37/ log

A
N ,

这里 D =N
1
2/ log

B
N.

证　由引理 3得

∑
q≤N

1
37

R(D , q)=∑
q≤N

1
37

∑
d ≤D

q

max
y≤N

max
(l , dq)=1 ∑

a≤N
　β , (a , d)=1

g(a) π(y ;a , dq , l)-
Li y/ a

φ(dq)
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∑
d≤D

τ(d)max
y≤N

max
(l , dq)=1 ∑

a≤N
β , (a , d)=1

g(a) π(y;a , d , l)-
Li y/ a

φ(d)
 

N/ log2AN ,

∑
q≤N

1/37

R(D , q)>N
36/37/ logAN

1 ≤
log

A
N

N
36
37

∑
q≤N

1
37

R(D , q) 
N
1
37

logAN
.

2　加权筛法

设 N 为一充分大的偶数 ,

1 ≤q ≤N
1
37 , 　(li , q)=1 　(i =1 ,2), 　l 1 +l2 ≡N(modq),

A= N -p|p <N , p ≡ l 1(modq) , (2.1)

P = p|(p , Nq)=1 . (2.2)

如果 a ∈A,则

a =N -p ≡ l 1 +l2 -p ≡ l 2(modq).

　　引理 5　

S(N , q)≥ ∑
a∈ A

(a , P(N
1/10.93

))=1

1 -
1
2 ρ1(a)-

1
2 ρ2(a)-ρ3(a)+O(N

9.93/10.93
),

其中

ρ1(a)= ∑
p|a , (p , Nq)=1

N
1/10.93

≤p<N
1/3.3

1 ,

ρ2(a)=
1 , 　a =p1p2p3 , N

1/10.93
≤p1 <N

1/3.3 ≤p2 <p3 , (a , Nq)=1 ,

0 , 　其他 ,

ρ3(a)=
1 , 　a =p1p2p3 , N

1/3.3
≤p1 <p2 <p3 , (a , Nq)=1 ,

0 , 　其他.

　　证　令

v1(a)=∑
p|a
1 , 　v2(a)=∑

p
m|a

1 ,

λ(a)=
1 , 　v2(a)≤2 ,

0 , 　v2(a)>2 ,

则

S(N , q)≥ ∑
a∈ A

(a , P(N
1/10.93

))=1

λ(a)= ∑
a∈ A, (a , Nq)=1

(a , P(N
1/10.93

))=1

λ(a)+O(v 101(Nq))=

∑
a∈ A, (a , Nq)=1

(a , P(N
1/10.93

))=1

μ2(a)λ(a)+O N
9.93/10.93

.

另一方面 ,
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∑
a∈ A

(a , P(N1/10.93))=1

1-1
2
ρ1(a)-

1
2
ρ2(a)-ρ3(a) =

∑
a ∈A, (a ,Nq)=1

(a , P(N1/10.93))=1

μ2(a)1- 1
2
ρ1(a)-

1
2
ρ2(a)-ρ3(a)+O N

9.93/10.93
.

对于

μ2(a)=1 , 　(a , P(N
1/10.93

))=1 , 　(a , Nq)=1 ,

有

(ⅰ)v 2(a)≤2 ,

λ(a)=1 ≥1 -
1
2
ρ1(a)-

1
2
ρ2(a)-ρ3(a);

　　(ⅱ)v 2(a)≥3 ,如果 ρ1(a)≥2 ,则

λ(a)=0 ≥1 -
1
2 ρ1(a)-

1
2 ρ2(a)-ρ3(a);

如果 ρ1(a)=1 , 则 v1(a)=v2(a)=3 , ρ2(a)=1 ,故

λ(a)=0 =1 -
1
2
ρ1(a)-

1
2
ρ2(a)-ρ3(a);

如果 ρ1(a)=0 , 则 ρ3(a)=1 ,

λ(a)=0 =1 -
1
2
ρ1(a)-

1
2
ρ2(a)-ρ3(a).

综合以上论证即得引理 5.

3　定理 2的证明

本节中 ,集合 A与 P分别由(2.1)和(2.2)式确定 , δ=1/37且

X =
LiN
φ(q)～

N
φ(q)logN.

对于(d , Nq)=1 , 由孙子定理得

Ad ={N -p|p <N , p ≡ l 1(modq), p ≡N(mod d)}=

{N -p|p <N , p ≡ l(modqd)},

其中(l , dq)=1 ,故

rd =π(N;dq , l)-
LiN
φ(dq),

ω(d)=
d
φ(d)

, 　μ(d)≠0 , 　(d , Nq)=1.

由引理5得

S(N , q)≥S -
1
2
S1 -

1
2
S2 -S3 +O(N

9.93/10.93
), (3.1)

S = ∑
a∈ A, (a , Nq)=1

a , P(N
1/10.93

) =1

1 ,
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S 1 = ∑
N
1/10.93≤p<N

1/3.3

(p , Nq)=1

S(Ap , P , N
1/10.93

),

S 2 = ∑
a∈ A, (a , Nq)=1

(a , P(N1/10.93))=1

ρ2(a),

S 3 = ∑
a∈ A, (a , Nq)=1

(a , P(N
1/10.93

))=1

ρ3(a).

　　以下论证对区间 1 , N
1
37 中除了 O N

1
37log-5N 个例外的整数q进行.

(ⅰ)S 的下界:

令 D=N
1
2/ logBN , B =B(5)>0(见引理 4),由引理 4得

R(D , q)=∑
d≤D/ q

π(N;dq , l)- LiN
φ(dq)

≤

∑
d≤D/ q

max
y≤N

max
(l , dq)=1

π(y ;dq , l)-
Liy

φ(dq)
 

N
36
37

log
5
N
, (3.2)

及

C(ω)=∏
p

1-
ω(p)

p
1 -

1
p

-1

=

∏
p|Nq

1-
1

p

-1

∏
(p ,Nq)=1

1-
1

p -1
1-

1
p

-1

=

∏
p|Nq

p

p -1
∏

(p ,Nq)=1

p(p -2)

(p -1)2
=

2 ∏
p|Nq , p>2

p

p -1
·
(p -1)

2

p(p -2)
∏
p>2

p(p -2)

(p -1)2
=

2∏
p>2

1- 1
(p -1)2 ∏p|Nq , p>2

p -1

p -2
=2C(N , q). (3.3)

由引理1 、(3.2)和(3.3)式有

S ≥(1+o(1))
8C(N , q)

1-2δ
N

φ(q)log
2
N
log(4.465 -10.93δ)+

∫
3.465-10.93δ

2

log(s -1)

s
log

4.465-10.93δ
s +1

ds ≥

12.259 8C(N , q)
N

φ(q)log
2
N
. (3.4)

　　(ⅱ)S 1的上界:

令 D=N
1
2/ log

B
N , B =B(5)>0(见引理 4).对于 N

1/10.93
≤p<N

1/3.3
, 由引理1得

S(Ap , P , N
1/10.93

)≤21.86(1+o(1))C(N , q)e-γ·
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N

pφ(q)log2 N
F 5.465-10.93δ-10.93

logp

logN
+RD(p), (3.5)

其中

RD(p)= ∑
d<D

pq
, d|P(N1/10.93)

|rdp|.

由引理4有

∑
N
1/10.93≤p<N

1/3.3

(p ,Nq)=1

RD(p)= ∑
N
1/10.93≤p<N

1/3.3

(p ,Nq)=1

∑
d<D

pq
, d|P(N1/10.93)

π(N;dpq , l)-
LiN
φ(dpq)

≤

∑
d ≤D/ q

max
(l , dq)=1

max
y≤N
τ(d) π(y ;dq , l)-

Liy

φ(dq)
 

N
36
37

log5N
. (3.6)

由(3.5)和(3.6)式 、素数定理及分部积分得

S 1 ≤21.86(1 +o(1))C(N , q)e
-γ N

φ(q)log
2
N
·

∑
N
1/10.93

≤p<N
1/3.3

(p , Nq)=1

1
p
F 5.465-10.93δ-10.93

logp

logN
=

21.86(1 +o(1))C(N , q)e-γ
N

φ(q)log2N
·

∫
N
1/3.3

N
1/10.93

1
ulogu

F 5.465 -10.93δ-10.93
logu

logN
du =

(1+o(1))
8C(N , q)

1-2δ
N

φ(q)log2N
log
8.93-21.86δ
1.3 -6.6δ

+

∫
3.465-10.93δ

2

log(s -1)

s
log
(4.465-10.93δ)(4.465 -10.93δ-s)

s +1 ds ≤

17.704 95
C(N , q)N

φ(q)log
2
N
. (3.7)

　　(ⅲ)S 2和 S3的上界:

由 ρ2(a)的定义 ,有

S2 = ∑
N
1/10.93

≤p
1
<N

1/3.3
≤p

2
<

N
p
1

1
2

(p
1
p
2
, Nq)=1

　 ∑
a ∈ A, a=p

1
p
2
p
3

p
2
<p

3
, (p

3
, Nq)=1

1 =

∑
N
1/10.93≤p

1
<N

1/3.3≤p
2
<

N
p
1

1
2

(p
1
p
2
, Nq)=1

　 ∑
p=N-p

1
p
2
p
3
, p≡l

1
(mod q)

p
2
<p

3
< N
p
1
p
2
, (p

3
, Nq)=1

1.

考虑集合

E = e e =p1p2 , N
1/10.93

≤p1 <N
1/3.3

≤p2 < N/ p1
1
2 , (p1p2 , Nq)=1 ,

L={l|l =N -ep , e ∈ E , ep <N , (p ,Nq)=1 , l ≡ l 1(mod q)},
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有

|E|≤ ∑
N
1/10.93≤p

1
<N

1/3.3

N/p1
1/2
<N

43/66
, 　e ≥N

13/33
, 　 e ∈ E.

集合 L中小于 N
13
33的元素的个数不超过 N

43
66 , S2不超过集合 L中的素数的个数 ,因此

S2 ≤S(L, P , z)+O N
43
66 , 　 z ≤N

13
33. (3.8)

现在应用引理 1来估计 S(L ,P , z)的上界.对于集合 L ,

X =∑
e ∈E

1
φ(q)

·Li
N
e
,

ω(d)=d/φ(d), 　 μ(d)≠0 , 　(d , Nq)=1 ,

D =N
1
2/ logBN , 　z = D/ q

1
2 ,

其中 B=B(5)>0(见引理 4).由引理 1得

S(L , P , z)≤
8

1-2δ
(1+o(1))C(N , q)

X
logN

+R 1 +R2 , (3.9)

这里

R 1 = ∑
d≤D/ q, (d , Nq)=1

∑
e∈ E, (e , d)=1

π(N;e , dq , l)-
Li N/e
φ(dq)

,

R 2 = ∑
d≤D/ q, (d , Nq)=1

1
φ(dq) ∑e ∈E, (e , d)>1

Li
N
e
.

由于 N
13/33≤e<N

2/3.3 , e ∈E,

R1 ≤ ∑
d≤D/ q

max
y≤N

max
(l , dq)=1 ∑

N
13/33≤a<N

2/3.3 , (a , d)=1

g(a) π(y;a , dq , l)-
Li y/ a

φ(dq)
,

其中

g(a)= ∑
a=e , e ∈E

1  1 ,

由引理4得

R1  N
36
37/ log5N. (3.10)

又

R2  
N

φ(q)logN ∑d ≤D/ q

1
φ(d) ∑

a<N
2/3.3 , (a , d)≥N

1/10.93

1
a
 

N
φ(q)logN∑d≤D

1
φ(d) ∑

m|d ,m≥N
1/10.93

∑
a<N

2/3.3 , (a , d)=m

1
a
 

N
φ(q)∑d≤D

1
φ(d) ∑

m|d , m≥N
1/10.93

1
m
 

N
φ(q) ∑

N
1/10.93

≤m≤D

1
m ∑d≤D , m|d

1
φ(d)

 
N
21
22

φ(q)
. (3.11)

由素数定理及分部积分得
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X =(1+o(1)) 1
φ(q)∑e∈ E

N

elog
N
e

=

(1+o(1))
N
φ(q)∫

N
1/3.3

N
1/10.93

dt
t logt∫

(N/ t)
1
2

N
1/3.3

d u

ulogulog
N
ut

=

(1+o(1))
N

φ(q)logN∫
9.93

2.3

log 2.3 -
3.3
s+1

s
ds. (3.12)

由(3.8)～ (3.12)式得

S 2 ≤6.487 43C(N , q)
N

φ(q)log2N
. (3.13)

类似地 ,有

S3 ≤(1 +o(1))
8C(N , q)N

(1 -2δ)φ(q)log2N∫
2.3

2

log(s -1)

s
ds ≤

0.158 23C(N , q)
N

φ(q)log2N
. (3.14)

由(3.4)、(3.7)、(3.13)、(3.14)和(3.1)式得

S(N , q)≥ 12.259 8-
17.704 95

2 -
6.487 43

2 -0.158 23 C(N , q)
N

φ(q)log
2
N
≥

0.001
C(N , q)N

φ(q)log2N
.

定理 2证毕.
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