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摘要    本文首先讨论了 Hamilton 系统与 Birkhoff 系统的关系, 以及 Birkhoff 系统研究的理论意义和实

际价值. 进一步研究了非齐次 Hamilton 系统的 Birkhoff 化理论、Birkhoff 方程的实现条件、构造方法, 指

出了 Birkhoff 动力学研究的主要困难和未来应该重点关注的基本问题; 最后给出了广义 Birkhoff 系统动

力学方程的形式以及研究广义 Birkhoff 方程的重要意义, 并探讨了赝广义 Birkhoff 方程的形式以及构造

动力学系统赝广义 Birkhoff 方程的目的和意义. 
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Hamilton 动力学系统具有简单辛结构, 可以描

述忽略耗散的保守动力学系统, 也即是本质自伴随

动力学系统的恰当的理论体系, 尤其是在动力学系

统辛算法的研究中具有重要的理论意义和广泛的工

程应用价值[1]. 但是, 对于本质非自伴随动力学系统, 

Hamilton 动力学就失去了其优越性, 因为在保持动

力学函数和实验室可测变量物理意义不变的前提下, 

本质非自伴随动力学系统没有齐次的 Hamilton 表示, 

即动力学系统的 Hamilton 逆问题没有直接的普适性, 

只有经过 Darboux 变换才具有间接的普适性. 但是, 

在 Darboux 变换下, 系统的动力学函数和局部变量都

失去了物理意义 [2]. 然而 , 具有一般辛几何结构的

Birkhoff 系统动力学逆问题具有直接的普适性, 能够

在保持系统动力学函数和局部变量物理意义不变的

前提下 , 实现非自伴随动力学系统的自伴随化

——Birkhoff 表示和一般辛几何结构.  

Birkhoff 动力学理论是 Hamilton 动力学的自然推

广, 它是包括齐次 Hamilton 系统和非齐次 Hamilton 系

统的更一般动力学理论, 是最一般辛结构的局部实

现[2–6], 只有 Birkhoff 系统与一般辛几何结构之间才

有一一对应关系, 这对于相空间的 Liouville 定理和

Poincaré-Cartan 积分不变量的研究具有重要意义[7]. 
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因此 Birkhoff 系统动力学的研究对于完善和深化分

析力学的理论体系具有重要意义, 尤其是对于非齐

次 Hamilton 动力学系统的几何结构分析具有重要应

用价值[8–16]. 例如, 在非保守动力学系统和非完整动

力学系统的几何结构分析和几何数值数值积分研究

中更能体现 Birkhoff 动力学的优越性. 由于非完整约

束的存在破坏了相空间的辛结构, 系统的动量映射

一般不守恒, 这就使得非完整系统几何数值积分问

题的研究非常困难, 对于某些特殊非完整系统, 就可

以把非完整系统约化为完整非保守系统, 进而构造

非完整系统的 Birkhoff 方程, 实现其相空间的一般辛

几何结构或者广义辛几何结构 [9], 进而就可以推广

Hamilton系统的辛算法思想到Birkhoff系统或者广义

Birkhoff 系统[17], 构造出保持动力系统的一般辛结构

或者广义辛几何结构的离散数值计算方法, 从而实

现非完整系统保结构算法的研究. 因此, Birkhoff 动

力学的研究不但具有重要的理论意义——推广和深

化 Hamilton 动力学理论, 更具有重要的工程应用价

值——解决工程科学中大量非齐次 Hamilton 系统的

几何数值积分问题.  

随着动力学系统研究领域的扩展, Birkhoff 动力

学系统理论也显示出局限性, 某些动力学系统实现

Birkhoff 化的条件被破坏, 就需要发展 Birkhoff 动力

学理论为广义 Birkhoff 动力学, 来解决非局域的动力

学系统、非正规的动力学系统、非解析的动力学系统

以及非完整动力学系统的问题.  

为了方便, 文中采用了爱因斯坦求和约定: 上下

指标相同代表求和.  

1  Birkhoff 动力学 

在研究动力学系统相对平衡稳定性问题时, 根

据广义 Pfaffian变分原理, Birkhoff推导出了一类新的

动力学方程[3], 美国理论物理学家 Santilli 建议把下

述方程命名为 Birkhoff 方程[2,4]: 
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其中函数 B(t, a)为 Birkhoff函数, R(t, a)称为 Birkhoff

函数组.  

Birkhoff 系统是最一般辛结构的局部实现, 只有

Birkhoff 系统与一般辛结构才有一一对应关系. 非自

治 Birkhoff 系统的全局形式为 

 ˆ ˆ0,  d ( )=1,
X
i t X   (2) 

其中 X̂ 为非自治 Birkhoff 向量场 , 局部表示为

 ˆ ,X t B a R t a  
            一般辛结构

的二阶协变张量局部表示为 
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当 B(a)=H(r, p),
0
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时 , 自 治

Birkhoff 系统退化为 Hamilton 系统, 因此, Hamilton

系统只是 Birkhoff 系统的特殊形式.  

对于 Hamilton 系统, 物理变量 r 和 p 是正则的共

轭变量, 其状态空间是相空间, 具有简单辛几何结构, 

并且 ,r H p    具有 Lie代数结构. 而 Birkhoff系统

的局部变量{ } {( , )}a r p 不是共轭变量, Birkhoff 系统

的状态空间也不再是相空间, 而是一种更广泛意义

的动力学空间, 具有一般辛几何结构和广义的 Lie 代

数结构, 只有退化为自治和半自治的 Birkhoff 系统时, 

才具有 Lie 代数结构. 由于 Birkhoff 动力学系统的二

阶协变张量蕴含了系统的部分力学信息, 是随时间

演化的, 这就使得当 Birkhoff 函数取为动力学系统的

总能量时, 一般 .r B p    而且, Birkhoff 动力学系

统具有变分原理、辛几何和 Lie 代数共生的性质.  

2  动力学系统的 Birkhoff 化理论 

对于非保守系统一般没有简单辛结构和正则

Hamilton 方程 , 除非进行 Darboux 变换 . 但是 , 

Poincaré 逆引理和 Cauchy-Kovalevski 定理保证了任

意局域的、解析的、正规的一阶微分方程都可以自伴

随化, 以及一般辛几何结构与 Birkhoff 方程的一一对

应关系.  

2.1  非齐次 Hamilton 系统方程 

在保持动力学函数和实验室可测变量的物理意

义不变的前提下, 非完整系统的 Hamilton 方程是非



中国科学: 物理学 力学 天文学   2013 年  第 43 卷  第 4 期 
 

543 

齐次的, 其相空间的几何结构为近 Poisson 结构[5–8].  

设力学系统的位形空间由 n 个广义坐标 1 2, ,q q  

, nq 来确定, 受 k 个理想非完整约束: 
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此系统的 Hamilton 方程为 
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其中 .T
q q
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 
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 显然, 方程(5)是非齐

次的 Hamilton 方程, 表达为统一形式为 

  , 0,a t a    (6) 

其中 
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若把非齐次的 Hamilton 方程(5)表达成协变形式

为 

 0,C a D
    (7) 

其中, .D C 
     一般情况下, 方程(6)和(7)是非

自伴随的一阶微分方程.  

特别地, 当非完整约束是一阶线性、齐次、定常

的 Chaplygin’s 非完整约束时, 即非完整约束方程的

形式为 

    , 0,f q q q B q q      
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Chaplygin’s 系统 Hamilton 方程为 
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 则 非 齐 次

Hamilton 方程(9)可以表达为一阶协变形式 
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显然, 方程(10)也是非自伴随的一阶微分方程.  

2.2  非齐次 Hamilton 系统的 Birkhoff 化理论 

对于本质非自伴随动力学系统, 其二阶微分方

程不存在自伴随通痕变换, 因此在保持实验室坐标

变量不变的情况下, 动力学系统的 Lagrange 逆问题

和 Hamilton 逆问题没有直接的普适性. 然而通过降

阶为偶数个一阶微分方程后, 对于任意局域的、解析

的、正规的、偶维一阶微分动力学系统在其正规点的

邻域内总存在自伴随通痕变换, 即非自伴随的非齐

次Hamilton方程(7)和(10), 通过自伴随通痕变换总可

以实现其等价的自伴随表示[2]: 
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其中, , .h C h D 
           

自伴随动力学系统的 Helmholtz 条件等价于[7] 
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caré 逆引理知, 闭的 2-形式局部是恰当的, 即存在 1-
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于是得到 

 ,  ,
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把(14)式代入(11)得到 Birkhoff 方程(1). 所以一阶微

分动力学系统总存在 Birkhoff 表示, 即 

定理 2.1  任何局域、解析、正规的动力学系统, 

不论是完整的或者非约束的、保守的或者非保守的、

自伴随或者非自伴随的偶数维一阶微分动力学系统, 

在其星形区域的正规点邻域上总能实现保持实验室

可测变量的 Birkhoff 表示[2].  
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对于自伴随一阶微分方程: 

    , , 0,
SA

t a a t a
        (15) 

我们就可以直接计算求出 Birkhoff 函数组: 
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和 Birkhoff 函数: 
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得到其 Birkhoff 方程, 这就是构造 Birkhoff 方程的第

一种方法[2,4]. 这样得到的 Birkhoff 函数可能没有物

理意义, 但是总可以通过规范变换得到具有动力学

系统物理能量意义的 Birkhoff 函数: 
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Birkhoff 函 数 组 ( ( , ), ( , ))R t a B t a  和 ( ( , ),R t a  

( , ))B t a 是同一个动力学系统的两种等价表示. 由此

可知, 满足定理 2.1 的动力学系统, 有无限多个自伴

随合痕变换和规范变换, 动力学系统就具有无限多

个等价的 Birkhoff 描述. 我们总可以选取适当的规范

函数 G(t, a), 使得到 Birkhoff 函数 B(t, a)是具有物理

意义的能量函数.  

第二种构造 Birkhoff 方程的方法就是把动力学

系统的运动微分方程变换化为一阶微分方程形式 

 ( , ) 0,a t a     (20) 

并把 Birkhoff 函数 B(t, a)取为动力学系统的总能量, 

然后再利用 Cauchy-Kovaleski 定理求解 Birkhoff 函数

组 R(t, a)的 Cauchy-Kovalevski 方程[2,4] 
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如果能够求出动力学系统 2n 个独立的第一积分

Iv(t, a), 也可以利用 Hojman 方法[2,4]分别求出 Birkho- 

ff 函数组 R(t, a)和 Birkhoff 函数 B(t, a): 
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 

  

 
  


 (22) 

通过选取适当的规范函数 Gv(t, a), 使得到的 Birkhoff

函数具有物理的能量意义.  

算例 2.1, 具有单位质量和单位转动惯量的简化

雪橇板, 在位形空间 R2×T1 上的局部坐标表示为(x, y, 

), 受到非完整约束为 tan ,y x    Lagrange 函数为

 2 2 21
.

2
L x y       显然可得 Hamilton 方程为 

 

2

2

0 tan 1 0

tan 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0

1
sin 2

,2
cos

x

x

x

x

x

xp

p

p

p

p

p

p












  
      
  
     

 
 
 
 
 
 
 
 






 

(23)

 

其中 

0 tan 1 0

tan 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

x

x

p

p







 
   
 
 
 

 

是近泊松逆变二阶张量.  

此非完整系统系统具有四个独立的第一积分 , 

分别为  

 

1 2 3

4 2 2 2 4

, , cos ,

1
cos ,

2

x

x

I p I p t I p

I x p

  

 

   

   

  

 

其中  是常量.  

令   , , , 1, 2,3, 4 ,xa x p p
    利用 Hojman

方法可以计算 Birkhoff 函数和函数组得  
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
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  




   




  













      

 



中国科学: 物理学 力学 天文学   2013 年  第 43 卷  第 4 期 
 

545 

令规范函数
3

2 1
1 2 1

1
, ,

2

I
G I G I

I

 
    

 
3 0,G  3

4 ,G I  

可得  

 

 

 

 

 

21 3 4 2
1

3 2
24 3 3 2 2

2 4

23 5 2
3

3 2
22 4 1 3 4 2

4 4

24 3 2

cos ,

1 cos
cos sin 2 ,

2 2

cos ,

1 cos
cos ,

2 2
1

cos .
2

R a a a a

a a
R a a a a

a

R a a

ta a
R a ta a a a a

a

B a a a



  



    

    

 

经过简单计算可得辛张量矩阵为 

 

12 13 14

21 23 24

31 32 34

41 42 43

0

0
,

0

0

RR

a a


  

   
              
     

 

其中 

 
 

 

 

   
 
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2
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2
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cos sin ,

2
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2

cos sin 3 2 sin
.

2

a a a a

a a a

a
a a a

a

t a
a a a

a

a a ta a a p a a a a

a



   

    

   

    

    

  

  


 

所以, 此非完整系统的 Birkhoff 方程表示为 

 0, , 1, 2,3, 4.
RB

a
ta


   
 

      
   (24) 

显然, 对于简化雪橇板这一实际工程问题中最

常见的例子, 如果利用传统的分析力学理论得到简

化雪橇板的 Hamilton 动力学表示是非齐次的

Hamilton 方程(23)式, 显然此方程是非自伴随的, 并

且只有近泊松几何结构; 如果利用 Birkhoff 动力学理

论可以实现简化雪橇板这一非完整系统约束子流形

上自伴随的 Birkhoff 表示(24)式, 并且可以构造其约

束子流形上的一般辛几何结构, 甚至可以实现其 Lie

代数结构, 这对于非完整系统的辛算法研究具有重

要的理论意义.  

2.3  Birkhoff 动力学研究的基本问题 

对于一般动力学系统即使满足了实现 Birkhoff

化的所有条件, 在利用以上的三种方法构造 Birkhoff

方程时都比较困难, 尤其是对于高维动力学系统, 构

造 Birkhoff函数 B(t, a)和 Birkhoff函数组 R(t, a)时的

计算量很大, 不借助于计算机是很难完成的. 因此我

们应该在未来的研究工作中, 把更多的精力放在寻

求构造 Birkhoff 方程简单有效的新方法和如何求解

Birkhoff 方程等阻碍 Birkhoff 动力学发展的两大基本

问题上.  

2.3.1  Birkhoff 方程的构造方法 

Birkhoff 函数和 Birkhoff 函数组已有三种构造方

法[2], 这三种构造 Birkhoff 方程的方法只对于某些动

力学系统应用起来比较方便. 根据 Cauchy-Kovalev- 

ski 定理, 我们可以得到构造 Birkhoff 函数(组)的第四

种构造方法——参数调节法[18]: 

 

       

 

, , ,
,

,
                  ,

I J I J
I J

I

R t a R t a R t a
t a

t a a

B t a

a

   
   

    





 

(25a)

 

 
     0

0 0

, , ,
.JI IJ

I I

B t a B t a R t a

t a a

  
  

  
 (25b) 

由已知函数 J 和选取不同的参数 0
0 ,I  0 ,IJ  就可以

确定 Birkhoff 函数(组), 再根据规范变换(18)式和(19)

式, 就可以得到动力学系统的 Birkhoff 方程.  

如何找到一种更简单的直接构造 Birkhoff 函数

(组)的方法, 像求Hamilton函数一样直接写出Birkhoff

函数 B(t, a)(例如把动力学系统具有物理意义的能量, 

或者能量、动量的一个组合作为 Birkhoff函数 B(t, a)), 

再通过简单的计算就可以很容易的求出 Birkhoff 函

数组 R(t, a)和 Birkhoff 协变张量(t, a), 仍旧是

未来研究Birkhoff函数(组)构造问题的主要研究方向.  

2.3.2  Birkhoff 方程的积分理论 

Hamilton 系统和 Lagrange 系统都具有各种成熟

的积分方法, 因此, Hamilton 动力学和 Lagrange 动力

学能够被广泛应用. Birkhoff 系统求解方法的匮乏也

是影响到 Birkhoff 动力学发展和应用的一个焦点问
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题. 在已有的几种适用于特殊 Birkhoff 系统积分理 

论[4]的基础上, 还要开创求解一般 Birkhoff 方程解析

解的 Birkhoff-Jacobi 方法、Poisson 理论以及构造求

解 Birkhoff 方程数值解的离散方法 , 尤其是构造

Birkhoff 系统保结构的数值算法 . 只有解决了

Birkhoff 系统的积分理论, 才能使 Birkhoff 动力学广

泛应用到工程实际中, 充分体现其实用性.  

3  广义 Birkhoff 动力学理论 

随着研究领域的扩展, 有些动力学系统不能满

足实现 Birkhoff 化的四个条件条件, 因此就需要进一

步推广 Birkhoff 动力学理论为广义 Birkhoff 动力学理

论.  

3.1  广义 Birkhoff 动力学方程 

如果动力学系统不能满足实现 Birkhoff 化的所

有条件, 如局域性、正规性、解析性以及完整性, 这

四个条件中的任意一个条件被破坏的动力学系统就

称之为广义 Birkhoff 系统, 描述这类动力学系统的运

动方程可能会出现积分微分方程、动力学系统的状态

空间可能会出现奇异性、不连续性等奇特的物理现象. 

因此, 这类动力学系统的逆问题只能在广义 Birkhoff

系统理论框架内研究.  

(1) 当动力学系统不满足完整性条件时, 例如受

到一般非完整约束的动力学系统, 其运动微分方程

为 

  , , , ,  , 1,2, , ,q f t q q q k n l             (26a) 

  , , , ,  , 1, 2, , ,q t q q q l           (26b) 

此非完整系统是受到一阶和二阶耦合微分方程共同

描述的动力学系统, 把非完整动力学系统的运动微

分方程统一降阶为 m 个一阶微分方程: 

  , , , ,q t q x q      (27a) 

  , , , ,x t q x q      (27b) 

  , , , ,q t q x q      (27c) 

在约束流形 M 上 , 令    , , ( 1,2, ,Iq x q a I       

2 ),m k l   则方程(26)表示为 

  , ,   , 1, 2, , 2 ,I I Ja t a I J m k l       (28) 

再根据 Cauchy-Kovalevski 定理和 Poincaré 引理

的逆定理, 就可以实现一般非完整系统运动微分方

程的自伴随表示——广义 Birkhoff 方程为 

 
0,  

, 1,2, , 2 ,

JJ I I
I J I

R R RB
a

ta a a

I J m k l

               
  




 (29) 

显然 , 当非完整约束的个数是偶数个时 , 广义

Birkhoff 方程(28)退化为 Birkhoff 方程 , 此时广义

Birkhoff 方程的预辛几何结构退化为一般辛结构.  

(2)当动力学系统不能满足局域性条件时, 例如

当动力学系统是非局域非势力存在时, 其动力学方

程为积分微分方程: 

    , , d , , , , , 0,         
U

mr F t r r r t r r r r  (30) 

我们可以取广义 Birkhoff 函数和广义 Birkhoff

函数组有如下形式 

      , , , + d , , ,
U

t a a = R t a a t a a      R   (31) 

      , , , + d , ,
U

t a a B t a a t a a


   ,B =   (32) 

所以非局域动力学系统的广义 Birkhoff 方程为  

 

   

   

2

1

,,
 

,,
0.

n a ta t
a

a a

a ta t

ta

 
 








 
    

 
     

 
RR

RB
 (33) 

(3)当动力学系统不满足解析性条件时, 把系统

的运动微分方程分解为解析部分和非解析部分, 则

此动力学系统的广义 Birkhoff 方程为  

 

   

   

 

2

1

,,
 

,,

, , , ,

n R t aR t a
a

a a
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 








 
    

 
    

  

 

 

 (34) 

此时, 广义 Birkhoff 方程(34)右边的非齐次项 ( , ,t a  

, , )a a a   表示系统的非解析性质.  

(4)当动力学系统不满足正规性条件时, 动力学

系统会出现奇异性的现象, 可以把动力学系统的状

态空间分解为正规的和非正规的两部分, 可以用广

义 Birkhoff 方程(34)来描述这类动力学系统, 方程右

边的非齐次项  , , , ,t a a a a    表示系统的奇异性.  
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3.2  赝广义 Birkhoff 动力学方程 

某些动力学系统虽然满足实现 Birkhoff 化的所

有条件 , 但是由于利用目前已有的方法 , 构造

Birkhoff 函数 B(t,a)和 Birkhoff 函数组 R(t,a)时十分

困难. 我们就可以采用动力学系统的分解理论, 对动

力学方程部分实现 Birkhoff 化 . 即把容易构造

Birkhoff 函数 B(t,a)和 Birkhoff 函数组 R(t,a)的部分

构造成 Birkhoff 方程的形式, 如首先可以把有势力、

陀螺力的部分纳入 Birkhoff 方程, 而把其它难以纳入

Birkhoff 方程的非势力部分, 如耗散力、伺服约束力

等, 取为独立的一项(t,a). 因此原本属于 Birkhoff

动力学系统的运动微分方程就可以构造成如下近

Birkhoff 方程的形式:  

 

   

   

 
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1
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n R t aR t a
a

a a
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 
 










 
    

 
    
 

 

 (35) 

其实, 形式上的广义 Birkhoff 方程(35)式并非真正的

广义 Birkhoff 系统, 我们称此类形式上的广义 Birkh- 

off方程(35)式为赝广义 Birkhoff方程[19–22]. 构造赝广

义 Birkhoff 方程只是为了研究问题的需要, 此类赝广

义 Birkhoff 方程对于研究 Birkhoff 系统的几何控制、

构造 Birkhoff 系统的数值算法以及 Birkhoff 系统的分

岔混沌理论等具有重要理论意义[11–16].  

4  结论 

首先 , 由于动力学系统的 Lagrange 逆问题和

Hamilton 逆问题没有直接的普适性, 然而 Birkhoff 逆

问题具有直接的普适性意义. 例如, 非保守系统和非

完整系统的 Lagrange 方程和 Hamilton 方程都是非齐

次的, 也是非自伴随的, 但是对于任意局域、正规、

解析、完整的动力学系统, 不论是保守的还是非保守

的 , 都可以实现其运动微分方程的自伴随化

——Birkhoff 表示. 因此研究 Birkhoff 动力学更具有

实际的普适性意义.  

其次, 由于 Birkhoff 动力系统的运动微分方程具

有自伴随性质; 从全局几何意义上来讲, Birkhoff 动

力学系统具有一般辛几何结构; 从代数结构上来讲, 

某些 Birkhoff 系统(自治 Birkhoff 系统)还具有 Lie 代

数结构. 因此在 Birkhoff 动力学框架内研究非保守系

统和非完整系统的辛算法问题具有重要的理论和实

际意义.  

最后 , 需要特别指出的是 : 在动力学系统的

Birkhoff 逆问题和广义 Birkhoff 逆问题的研究中, 一

定要分析清楚动力学系统能够实现 Birkhoff 化和广

义 Birkhoff 化的前提条件.  

致谢 感谢审稿人对本文提出的宝贵意见.  
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