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摘要 本文通过合并近年来报道的高聚物和颗粒物质的流体力学理论,提出了一个描述其混合物 —粉末

注射成形喂料宏观力学行为的新理论.与传统的喂料非牛顿流体力学相比,该理论多出了颗粒温度和两个弹

性应变张量 (分别表征高聚物和颗粒物组元)等状态变量,能全面描述喂料中出现的颗粒骨架和高聚物的弹

性效应.对平面定常剪切流动情形,它简化为表观剪切黏度性质与喂料一致的非牛顿流体力学方程,表明新理

论包含了传统喂料理论,因此可用于研究其适用前提,和包括法向应力差系数在内的流变学参数.本工作除有

助于研究复杂多相系统连续力学方程的建立方法外,还将对粉末注射成形领域关注的喂料动力学分析提供一

条新途径.
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粉末注射成形 (Powder Injection Molding 或 PIM)

是一种源于传统塑料成形的现代冶金新技术, 其工

艺过程大致为先将金属或陶瓷粉与高聚物黏结剂充

分混合制成喂料 (feedstock), 再用注塑机将喂料注射

至模具中得到形坯,然后用脱脂工艺除去形坯中的黏

结剂,最后对它作烧结给出最终金属或陶瓷制品 [1,2].

与常规粉末冶金技术相比, PIM的主要特色是使用黏

结剂来改善粉末在模具中的流动效果和成形能力,以

解决几何形状复杂的零件在形坯制作上的困难. 为

辅助研发高质量形坯制作工艺, PIM领域开展了许多

有关喂料动力学的分析计算工作 [2], 诸如缺陷的形

成 [3]、偏析 [4]、边界层 [5,6]、振动 [7]、剪切速率和温

度 [8]对流动的影响,等等,期望能从理论上理解和精

密掌控喂料在复杂模具中注射成形时的运动行为.这

是一种速度跨度达 10 m/s的非稳恒运动 (从刚注入时

的高速到几乎静止),流场和力场高度空间非均匀,甚

至密度场、温度场也不均匀从而影响着喂料的物性.

因此用来分析喂料流动的流体动力学方程应该在相

当宽的频率和波长范围内有效, 这对有关理论是一

个很高的要求和挑战. 另外喂料的颗粒装载率通常

在 40%∼60%(体积比) 之间, 属于可能发生显著颗粒

效应的材料. 如用半径相同球形颗粒的最松无规堆

积 (The Random Loosest Packing)分数 54%和最紧无规

堆积 (The Random Closest Packing)分数 65%[9]估算,喂

料中的颗粒有可能通过相互之间的固 -固弹性接触

形成力链网, 或弹性骨架 [10] . 这类接触堆积物体的

力学性质至今仍未被人们彻底认识, 是当前颗粒物

理和力学的一个研究前沿 [11] . 除骨架外, 高聚物在
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喂料颗粒间的填充可以呈饱和或非饱和状态 (即全

部或部分填充), 与岩土力学中的饱和土或非饱和土

有相似的结构. 尽管土力学对这类多相流系统进行

了长时间的研究, 有关非饱和土的力学分析至今仍

是一个没有完全解决的问题 [12] .综上所述可以看到,

深入研究喂料的力学基础不只是 PIM领域的一个重

要理论课题,同时也是一个对颗粒物理和岩土力学都

有一定科学意义的研究方向.

目前 PIM领域中有关喂料充填过程的连续力学

分析计算大都基于非牛顿流体力学方程 [2,8]. 该方法

的主要思想是将喂料的所有材料力学性质都汇总到

一个黏度函数模型中,包括颗粒骨架的弹性与屈服、

颗粒的涨落运动、高聚物的黏性和弹性、颗粒效应、

等等 [10].在这个思想构架里,喂料理论的发展被局限

在黏度模型的改善上. 近年来 PIM领域的一些研究

工作表明,用简单的幂率黏度模型就能成功描述喂料

的许多流动行为,黏度因此成为 PIM工艺研究中表征

喂料力学性能的唯一材料模型和参数 [8] . 但值得注

意的是从物理概念上看,黏度并不是描述弹性的最一

般方法,因为它不能定量地表征材料的弹性势能及其

对应力的贡献程度 [13]. 由于没有描述弹性所必须的

应变张量, 非牛顿流体力学和黏度模型顶多只是喂

料弹性的一个等效或近似描述. 为更好地描述弹性

和澄清它与黏度之间的关系, 我们将在本文提出一

组全新的喂料流体动力学理论, 明确地引入描述颗

粒骨架和高聚物弹性的应变张量, 以及描述颗粒无

规涨落运动强度的变量. 这是一个从物理角度看内

容完整的宏观喂料理论,并在一定情况下 (如定常流

动)可约化为非牛顿流体模型,因此原则上能涵盖所

有那些被后者成功描述的喂料流变现象, 可用于黏

度模型的推导和其适用前提条件的研判. 由于在弹

性和其它颗粒效应的处理方式上突破了非牛顿流体

框架的限制, 它能更为准确和细致地描述喂料运动,

在黏度概念外的更大范围内研究和表征喂料的材料

性质,特别是对出现明显弹性骨架的高粉末装载率时

的 PIM分析.与非牛顿流体力学比较,这个理论扩充

的代价是偏微分方程的数目、材料系数、和所涉及

的物理概念都有所增加,但由于方程和变量都有明确

物理意义和计算公式,表征弹性和颗粒效应的参数都

有具体分工,这些复杂性不会带来概念和条理上的混

乱.另外,由于近年来计算技术的快速发展,数值处理

这些方程已经不再是问题.

文中出现的所有物理变量都是实验室惯性系的

时空坐标 t,x,y,z的函数,即欧拉表象下的场变量. 另

外流体动力学属于宏观理论,本文中的物理量和方程

都是宏观意义下的,它们仅描述波长远大于邻近颗粒

间距的长波动力学行为,不能给出诸如单个粉末颗粒

运动轨迹这样的细观信息.对喂料这样的复杂材料系

统,宏观理论亦会相应地复杂和繁琐,其中的材料模

型和参数值一般不能用例如 “从头计算 (ab initio)”这

样的细观理论计算出来,只能根据它的一些宏观测量

数据来判定. 本文将局限于纯宏观内容,不考虑诸如

单个颗粒的细观性质与宏观材料模型和参数之间有

何关系这样的、涉及 “细观 -宏观”是如何联系的理

论问题.

1 高聚物和颗粒物的流体动力学方程

最近十多年来, 有关高聚物和颗粒物的流体动

力学研究取得了一些新进展. 由于将从这些工作出

发建立喂料理论,我们先对它们作些简单介绍,详细

可见文献 [14∼ 17]和 [18∼ 21]. 注意文中的 “流体动

力学 ”泛指从牛顿流体力学延伸出来的连续力学理

论,其应用对象并不局限于普通气体和液体,还包括

诸如晶体、固体、颗粒物质、等非流体材料 [22] . 它

通常由一般方程和材料方程两部分组成: 前者指守

恒方程、熵增加方程、各种热力学关系等,后者指热

力学特征函数和描述耗散过程的迁移 (或输运)系数

表达式,都是代数关系.值得强调的是,作为基本物理

原理的数学表述,一般方程都是被严格遵守和不允许

更改的. 材料方程可随不同材料而变,是流体动力学

理论建模的具体对象,并可根据实验数据进行修改和

完善. 有时同一种材料有多种不同模型公式,很难判

断它们的优劣.

1.1 守恒方程和熵增加方程

利用质量、动量、能量的守恒性质,和熵只能产

生不能消失的热力学第二定律,可得下列对任何材料

都普遍适用的偏微分方程 (文中脚标 i, j, l,k,m,n等取
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空间坐标 x,y,z,当重复出现时自动求和, t是时间):

∂tρ +∇kρvk = 0, (1)

∂tmi +∇k (ρvivk +σik) = ρgi, (2)

∂tw+∇kQk = ρvkgk, (3)

∂ts+∇k (svk− fk) = R/T > 0, (4)

其中 ρ , mi, w, s分别是单位体积的质量、动量、能量、

熵, ρvk, (ρviv j +σik), Qk, (svk− fk)是它们的流量,即单

位时间流过单位面积的质量、动量、能量、熵. 这里

按惯例定义速度 vk为质量流除以密度 ρ ,将熵流分成

了由于质量流动导致的熵流 svk和其他耗散过程 (如

热传导)导致的熵流 − fk两部分, 将动量流也分成来

自质量流动的贡献 ρvivk和其他贡献 σik两部分.由于

动量流就是力, σik常称作应力张量.另外来自重力的

影响在方程 (2)和 (3)的右边单独给出, gk是重力加速

度,因此这里的动量、能量和它们的流中不包括重力

场的贡献. 方程 (4) 右边的 T 是温度, R是热产生率

(单位体积材料在单位时间产生的热), R/T即是熵产

生率.

方程 (1)∼(4)中的动量和应力满足

mi = ρvi, (5)

σik = σki. (6)

注意 (5)式只对没有电磁场的情况有效,表示动量完

全由质量的运动给出.方程 (6)表示应力必须是对称

张量,是根据角动量守恒和相对论原理得出的一般性

质 [13]. (1)∼(6)式都是一般方程,对包括高聚物、颗粒

物质、喂料在内的任何材料都普遍成立.

1.2 高聚物流体动力学

上小节介绍的守恒和熵增加方程显然不构成闭

合方程组, 因此还需要加入热力学关系和材料模型,

才能得到完备的流体动力学方程组. 热力学关系也

是不涉及材料具体特性的一般方程, 但要针对材料

类别, 视表征其平衡热力学状态的完备独立变量集

合情况而定.牛顿流体 (如空气、水)是状态变量数目

最少的一类材料,静止时其平衡状态用两个标量就可

表征,如密度 ρ 和熵 s. 弹性体 (如合金、晶体)的状

态变量除 ρ和 s外,还需要一个称作应变的 3×3对称

张量Uik,描述与弹性相关的势能和力.由于状态变量

的增加,它的热力学构架也将相应地复杂和繁琐,但

基本做法思路是类似的.

标准热力学构架中含有一个描述材料平衡态性

质的热力学势函数,和许多描述耗散性质的迁移 (或

称输运)系数 (Transport Coefficient). 它们都是状态变

量的函数,具体形式因材料的不同而异,需要根据材

料性质建立专门模型,因此称材料关系.实际上,所谓

建立某材料的流体动力学理论,就是指合理或近似地

揭示它的这些材料关系,因为一般方程都是不可变更

的物理原理,是不再需要去 “创建 ”的内容.有些简单

物质的材料关系可从物质结构组元间的相互作用模

型出发, 用分子运动论或动理学 (kinetics) 来理论推

导,比如稀薄气体的状态方程.但对复杂凝聚态材料,

它们主要是通过各种实验数据,逐步摸索而得.

高聚物常被认为属于液体一类的材料, 但这并

不十分正确,至少对频率 f较高的快速动力学过程不

合适. 实验表明,高聚物对足够高频率变化的外力一

般作弹性响应.严格地讲,普通固体和高聚物都是有

弹性应变和弹性势能的材料, 它们的差别主要反映

在弹性的耗散行为上: 前者的弹性基本不耗散,也就

是说没有随时间的弛豫或松弛现象, 属于有无限长

弹性寿命的物质. 后者的弹性寿命一般是有限的,如

果没有激发机制来维持, 弹性应变和势能将在有限

时间 τ高聚物里弛豫或松弛掉.对 1/ f ¿ τ高聚物的快速过
程, 弹性来不及弛豫, 因此会表现得像普通固体, 但

对 1/ f À τ高聚物的慢速过程, 由于有充足时间弛豫掉

弹性,其表现将基本与液体类似,能做大塑性变形或

流动. 基于这个事实, 文献 [14∼ 17]的作者们最近提

出了一个全新的高聚物流体动力学理论构架, 其核

心思想是认为高聚物属于弹性应变的寿命有限的弹

性体, 在一定的时间里它能像普通固体那样具备抗

剪能力. 这种只在有限时间里表现弹性的材料又叫

“暂态弹性行为 (Transient Elastic Behavior)”材料, 需要

像弹性体那样用
{

ρ,s,Ui j
}
表征其热力学状态. 注意

这个将高聚物视为暂态弹性体的理论在基本观点上

不同于传统的,将其看做没有Ui j的非牛顿流体理论.

考虑到 PIM 中会出现快速过程, 本文将用这个暂态

弹性理论来处理高聚物. 下面将先介绍弹性体的一

般热力学方程,然后再讨论适合高聚物的材料模型.
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1.2.1 弹性体的热力学关系

对局域处于热力学平衡态的材料, 其宏观状态

可完全由守恒量和对称破缺变量表征 [22] .这是现代

凝聚态物理中的一个基本原理, 也是流体动力学中

确定材料状态变量集的基础. 按照这个规则进行分

类,流体属于没有对称破缺的材料,在局域静止坐标

系下的平衡状态可用质量和能量 {ρ,w}两个守恒量
表征 (在实验室坐标下还要加入动量). 如果流体的

空间平移对称性发生破缺, 状态变量集中需加入相

应的对称破缺变量: 弹性应变 Ui j. 它使材料变为能

抵抗剪切力的固体,同时支持横声波运动模式 (一种

Ui j的低能波动运动,物理中又称 Goldstone模). 下面

介绍局域静止坐标系下,以 {ρ,w,Ui j}为状态变量集
的固体热力学.

通常习惯用熵取代能量, 将固体的平衡状态变

量集取为 {ρ,s,Ui j}.这时,能量 w或自由能Φ = w− sT

将是这些状态变量的函数,并满足全微分关系:

dΦ = µdρ− sdT −Πi jdUi j, (7)

其中 µ 和 Πi j 分别是 ρ 和 Ui j的热力学共轭量,即化

学势和弹性应力. 弹性应变 Ui j的运动方程由连续力

学中广为熟悉的几何方程给出,外加一项表示弹性耗

散的项 XD
i j :

dtUi j +Uik∇ jvk +U jk∇ivk = vi j +XD
i j , (8)

其中记号 dt ≡ ∂t + vk∇k是物质导数, 对称张量 vi j ≡
(∇iv j +∇ jvi)/2是速度的空间导数,表示变形率.对没

有任何耗散的理想固体, XD
i j = 0, 上式化为纯几何方

程,意味着 Ui j就是材料的几何应变 εi j ∼
∫

vi jdt. 注意

完全弹性只是近似或理想情况, 实际固体在变形时

多少会有耗散伴随,变形 εi j含弹性和塑性两部分.比

如晶体中由缺陷作扩散移动造成的变形就不是弹性

的, 需要 XD
i j (, 0) 项描述. 这时弹性应变 Uik , εi j, 相

差为塑性应变 [22]. 扩散型耗散导致的塑性往往非常

微弱,至少对普通固体而言可忽略不计.过渡弹性材

料的 XD
i j主要来自弛豫型耗散,它能导致大塑性变形、

甚至流化行为,使材料变成 “流动的固体 ”.

根据一般弹性理论,由弹性应变Ui j 给出的应力

贡献是 Πi j−2ΠikUk j.它与流体力学压强 p1和黏滞应

力 σD
i j一道给出高聚物的应力公式:

σi j = p1δi j +Πi j−2ΠikUk j−σD
i j , (9)

p1 = ρµ−Φ , (10)

这里 (10)式是流体力学压强的热力学公式.公式 (1)∼
(10)式中的 fk, σD

i j , XD
i j都是与耗散有关的项,统称耗散

流通量 (Dissipative Flux)或耗散流. 由微分关系 (7)和

熵最大原理可以推得驱动这些耗散流的热力学力分

别是 ∇kT , vi j, Πi j,又称耗散力 (dissipative force). 耗散

流和耗散力之间存在着下面的 Onsager关系:



fi

σD
i j

XD
i j




=




κ高聚物ik 0 0

0 η高聚物i jkl 0

0 0 λ高聚物i jkl







∇kT

vkl

Πkl




,

(11)

其中右边的方矩阵是迁移系数: κ 是导热率, η是黏
滞系数或黏度.这里忽略了非对角系数,即假设耗散

流之间没有耦合.注意迁移系数一般与状态有关,是

态变量 {ρ,s,Ui j},或它们的共轭量的函数. 热产生率

R是这些耗散流与耗散力乘积的和:

R = fk∇kT +σD
i j vi j +XD

i j Πi j, (12)

如将 Onsager关系 (11)代入其中,可将 R表示成关于

耗散力的二次多项式形式. 由于热产生不能为负,这

个二次多项式必需正定,也就是说它的系数矩阵,即

方程 (11)中的迁移系数矩阵必需是正定的.

1.2.2 高聚物的材料模型

从前面介绍的守恒方程和热力学关系不难得到

这样一个结论,即建立某材料的流体动力学理论实际

上就是确定它的自由能和迁移系数公式. 它们包含

所有的材料参数,具体形式与材料有关. 文献 [15]研

究了高聚物的这些材料关系,并建议用下面的,经过

修正后的Mooney橡皮弹性能:

Φ高聚物 = Φ0 (ρ,T )+Φ弹 (U1)+Φ弹 (U2)+Φ弹 (U3) , (13)

其中函数

Φ弹 (U) = C1

(
1√

1−2U
−1

)2

+C2

(
1− √

1−2U
)2

,

(14)
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作为高聚物的自由能公式.这里 Φ0 (ρ,T )是没有弹性

应变时的自由能, C1,2 是材料参数,符号 U1, U2, U3 是

应变Ui j的 3个本征值,它们与下面三个应变不变量:

Γ≡−Ukk, Γ2 ≡
√

U∗
i jU

∗
i j, Γ3 ≡ 3

√
U∗

i jU
∗
jkU

∗
ki (15)

(U∗
i j ≡Ui j−Ukkδi j/3是偏应变)之间的关系是

U1 =
2Γ2√

6
sin

(
1
3

arcsin

√
6Γ3

3

Γ3
2

− π
3

)
− 1

3
Γ, (16)

U2 =−2Γ2√
6

sin

(
1
3

arcsin

√
6Γ3

3

Γ3
2

)
− 1

3
Γ, (17)

U3 =
2Γ2√

6
sin

(
1
3

arcsin

√
6Γ3

3

Γ3
2

+
π
3

)
− 1

3
Γ, (18)

注意由 (15) 可以证明 6Γ6
3 6 Γ6

2, 意味着这里的 arcsin

有意义,值域取 [−π/2,π/2]. 将 (16)∼(18)带入 (13),可

得高聚物的自由能模型 Φ高聚物 (ρ,T,Γ,Γ2,Γ3), 或利用

(15)将其写成 Φ高聚物 (ρ,T,Ui j).

高聚物和颗粒物都不是普通固体,它们的弹性都

有弛豫或松弛现象,因此 XD
i j是不可忽略的重要耗散

流,它能使弹性应变 Uik 远远小于几何变形 εik,即材

料发生大塑性变形. 描述弹性松弛的最简单方法是

取下面的弛豫时间模型 [14∼17]:

XD
i j =− U∗

i j

τ高聚物s
−Ukkδi j

τ高聚物v
, (19)

其中 τ高聚物s,v 分别是偏应变 U∗
i j和体应变 (又称球应

变)Ukk的弛豫时间, 或寿命. 黏滞力可取通常的牛顿

定律:

σD
i j = 2η∞vi j, (20)

其中 η∞是黏度.注意与非牛顿流体理论不同,这里的

黏度 η∞是与速度导数 vi j无关的系数,弹性应变按照

弛豫时间模型松弛,所有耗散流与耗散力之间都满足

Onsager线性关系.在非牛顿流体理论中,没有弹性内

容, 但黏度与 vi j 有关, 黏滞力 σD
i j 与驱动它的耗散

力 vi j之间不是线性关系,属于偏离 Onsager热力学的

做法.

1.3 颗粒固体的流体动力学

静态颗粒物质可稳定地处于有限剪切力状态,能

传播横声波,因此具有抗剪切能力,属于弹性固体类

材料. 但作为大量离散颗粒的堆积物,它的弹性性质

和动态行为与普通固体有很大差别.颗粒间的相互作

用为固 -固接触力,或碰撞力 (如果接触时间特别短

的话),动态接触或碰撞时总是伴有热损失,如果没有

持续能量注入, 它们的动能会因此快速损失而进入

静态. 颗粒运动速度一般有平均和涨落两部分,前者

由流体力学速度 vi描述, 后者是围绕它的脉动型运

动, 有很强的无规性. 不难想象, 假设没有热损失的

话, 颗粒的涨落运动会由于碰撞进入像气体分子运

动那样的、完全无规的高斯分布状态. 这提示我们

可以用一个类似熵或温度的标量: sg 或 Tg来描述与

颗粒涨落相关的热力学.该做法至少可追溯到 30年

前 Haff提出的稀疏和高度激发颗粒气体的流体动力

学方程 [23] . 注意由于热损失,这个颗粒层次上的熵

或温度, 又称颗粒熵或颗粒温度, 与 s和 T比较有一

个很大的不同点: 它们并不是严格的平衡态热力学

变量,而是偏离局域平衡态时才有的弛豫变量,颗粒

熵 sg除增加外,还允许通过向熵 s转移的方式减少.近

年来的一些研究结果显示,这个颗粒物质的双熵图像

(见图 1)对理解高密度和低速蠕动颗粒固体也至关重

要,能成功描述一系列颗粒固体特有的耗散和塑性行

为 [18∼21].这些颗粒效应在喂料运动中都可能发生.

I >0

“ ”sg

s

图 1 颗粒熵向热熵的弛豫

I是弛豫率 (即单位体积颗粒材料的 sg 在单位时间里的减少量).

注意它必须大于零,因为没有相反的弛豫过程

Figure 1 Relaxation of granular entropy to heat. I is the relaxation
rate (namely, decreasing of granular entropy per unit time and vol-
ume). Note that because its reversed process is not allowed, I must

be positive.

因此从固体到颗粒固体的关键是引入和处理好

那些与 sg 有关的效应.计入 sg 这个颗粒固体特有的
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独立变量,我们有状态变量集 {ρ,s,ui j,sg},对应的热

力学自由能全微分为

dΦ = µdρ− sdT −πi jdui j− sgdTg. (21)

它比普通固体多出一与 sdT类似的项 sgdTg. 弹性应

变 ui j的运动方程与前面的方程 (8)类似:

dtui j +uik∇ jvk +u jk∇ivk = vi j +Y D
i j , (22)

最后一项 Y D
i j是它的耗散流. 颗粒熵 sg 满足与 (4)式

类似的运动方程:

∂tsg +∇k
(
sgvk− f g

k

)
= Rg/Tg− I, (23)

注意这里除 “颗粒熵扩散流 ” f g
k 和 “颗粒热产生率

”Rg > 0外,还多出了一个反映 sg向 s衰变的量 I,可解

释为单位体积颗粒物质在单位时间里由于碰撞和摩

擦发热而造成的颗粒熵减少. 显然 I将贡献 ITg的热,

颗粒固体的热产生率为

R = fk∇kT +σ (1)
i j vi j +Y D

i j πi j + ITg, (24)

它的前三项分别是与热传导、黏滞、弹性松弛伴随

的发热率.对应这个 R的 Onsager关系是



fi

σ (1)
i j

Yi j

I




=




κ颗粒ik 0 0 0

0 η颗粒i jlk 0 0

0 0 λ颗粒i jlk 0

0 0 0 γ







∇kT

vlk

πlk

Tg




,

(25)

注意这里驱动 I的耗散力是 Tg,因为只有出现颗粒涨

落运动 (Tg , 0)时,才有 sg向 s衰变的过程 (I , 0)发生.

颗粒热产生率 Rg也可用同样的 Onsager方法处理.如

果只考虑 sg的扩散和黏滞过程,有

Rg = f g
k ∇kTg +σ (2)

i j vi j (26)

和

 f g

i

σ (2)
i j


 =


 κg

ik 0

0 ηg
i jlk





 ∇kTg

vlk


 , (27)

其中 κg
ik 和 ηg

i jlk分别是颗粒层次的 “热 ”导率和黏度

系数. 由于黏性应力有 σ (1)
i j 和 σ (2)

i j 两项,颗粒固体的

应力为

σi j = p1δi j +πi j−2πikuk j−σ (1)
i j −σ (2)

i j , (28)

其中流体压强 p1的表达式与 (10)式一样. 在 Onsager

关系 (25) 和 (27) 中, 我们忽略了所有非对角迁移系

数.

热力学关系式 (21)∼(28), 加上 1.1 小节的守恒

方程和熵增加方程, 给出了颗粒固体流体力学的一

般方程组. 下面介绍闭合它们的材料关系, 即文献

[18∼ 21]提出的自由能和迁移系数模型. 尽管还相当

简陋,它们能在一定程度上概括一系列颗粒固体的复

杂特性,包括非线性弹性行为、屈服、静力分布、塑

性蠕动和流动、体内和表面声波性质、振动致密现

象,以及各种三轴测试结果,如临界状态,循环加载下

的棘齿效应,一些复杂的吸引子,等等.该自由能模型

是

Φ颗粒 =
ρ

m1
f1 +B

√
∆

(
2
5

∆2 +
u2

s

ξ

)
− ρb

2
T 2

g , (29)

其中 m1 和 f1 (T )分别是单个颗粒的平均质量和自由

能,符号

∆≡−ukk, us ≡
√

u∗i ju
∗
i j (30)

是体弹和剪弹应变的强度, u∗i j ≡ ui j − ukkδi j/3是偏应

变, B, ξ , b是材料参数. 描述弹性弛豫的耗散流 Y D
i j也

可以用弛豫时间模型:

Y D
i j =− u∗i j

τ颗粒s
− ukkδi j

τ颗粒v
. (31)

但需要特别注意的是只有当颗粒出现涨落运动时,即

sg或 Tg , 0时,弹性寿命 τ颗粒s,v 才取有限值.一旦静止了,

Tg = 0,颗粒固体的弹性将长期存在,意味着 τ颗粒s,v ∼ ∞.

这个行为可以简单地用模型:

1
τ颗粒s,v

= λ颗粒s,v Tg (32)

反映,其中 λ颗粒s,v 是与 Tg无关的材料参数.高聚物的弹

性总是暂时的,普通固体的弹性总是永久的,而颗粒

固体的弹性在静止时是永久的,在 Tg 的激发下变成

暂时的,可以说介于前两者之间.

通常 σ (1)
i j 和 f g

i 可忽略,但颗粒层次的黏性 σ (2)
i j 是

必须计入的迁移过程,因为任何非均匀流动总会导致

颗粒熵的产生,这是对 Rg的主要贡献项,见 (26).可以

用最常见的方法处理 (27)式中的黏度 ηg
i jlk,即取

σ (2)
i j = η2v∗i j +ζ2vkkδi j, (33)
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注意这个黏滞也是由涨落运动引起的动量输运过程,

Tg = 0时它也为零. 这个性质可以用假设 (33)中的两

个黏度比例与 Tg的模型:

η2 = ηgTg, ζ2 = ζgTg (34)

来简单描述 (ηg和 ζg是与 Tg无关的材料参数).将 (33)

代入 (26)得颗粒熵产生率:

Rg/Tg = ηgv∗i jv
∗
i j +ζgv2

kk. (35)

颗粒熵的衰减率由迁移系数 γ决定,它与 Tg的变化关

系可简单地用泰勒级数展开的方法处理,在线性近似

下有

γ = γ0 + γ1Tg, (36)

其中 γ0和 γ1是与 Tg无关的材料参数.

材料关系 (29)∼(36)式可以在实验数据的引导下

进一步改善. 原则上模型中的所有材料参数都可以

随密度变化,但在初次分析时,可忽略这个复杂性.

2 喂料的流体动力学

如前言所述,喂料是高聚物和颗粒的混合物.我

们可以很方便地合并不同组元的流体动力学方程,得

到多元系统的方程. 这在物理领域里很常见,例如双

流体超流方程、双温度等离子体模型等.能够直接合

并是流体动力学方法在处理混合物时的一个重要优

势. 本节将用合并上节介绍的高聚物和颗粒固体流

体动力学的方程组,得到喂料的完备方程组. 注意类

似的做法在本构理论中一般没有,如不能用合并颗粒

物质弹塑本构关系和高聚物非牛顿黏度本构关系的

办法来建立喂料的本构方程.

显然 1.1节中的方程 (1)∼(6)都将保持有效,只是

其中的物理量应该理解为混合物的守恒量和它们的

流量, s是混合物熵密度, R是它的增加率.因此需要组

合的只是热力学关系.首先是状态变量集. 如果不考

虑偏析,组元间的相对流动和温度差,喂料的状态变

量集可取为
{

ρ,s,Ui j,ui j,sg
}

,相应的自由能全微分是

dΦ = µdρ− sdT −Πi jdUi j−πi jdui j− sgdTg. (37)

这里 µ 和 T是喂料的化学势和温度. 如果在状态变

量集中再引入组元间的质量差和熵差, 可进一步建

立含偏析和温度差的喂料理论. 本文将忽略这个复

杂性,仅限于考虑有两个弹性应变的 “双弹性 ”理论.

状态变量 ρ,s,Ui j,ui j,sg的运动方程也与前面的

一样, 即方程 (1), (4), (8), (22), (23). 与发热有关的

耗散过程可从 (12)和 (24)式看出,有喂料的发热率:

R = fk∇kT +σD
i j vi j +XD

i j Πi j +Y D
i j πi j + ITg. (38)

相应的 Onsager关系为




fi

σD
i j

XD
i j

Y D
i j

I




=




κ喂料ik 0 0 0 0

0 η喂料i jkl 0 0 0

0 0 λ高聚物i jkl 0 0

0 0 0 λ颗粒i jkl 0

0 0 0 0 γ




×




∇kT

vlk

Πlk

πlk

Tg




, (39)

这里忽略了非对角迁移系数. 另外对每个组元,热传

导和黏滞过程都由同样的耗散力 ∇kT 和 vlk驱动,因

此被合并到一起. 颗粒熵的增加率和相应的 Onsager

关系仍由 (26)和 (27)式给出.

混合物的应力张量含下面三项贡献:

σi j = p1δi j +σ弹i j −σD
i j , (40)

其中 p1是用热力学公式 (10) 定义的流体力学压强,

σD
i j 是 Onsager关系 (39)中的黏滞应力. σ弹i j是弹性应

力,包括高聚物的弹性应力和颗粒物的弹性应力两部

分:

σ弹i j = Πi j−2ΠikUk j +πi j−2πikuk j, (41)

方程 (37)∼(41)即是将高聚物和颗粒物流体力学理论

合并后得到的喂料一般方程.

下面考虑喂料的材料关系模型. 对自由能,可不

失一般地将其写成各组元自由能之和,加上相互作用

能 V :

Φ = Φ高聚物+Φ颗粒+V, (42)
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其中Φ高聚物是与 ui j,sg无关的高聚物自由能 (13)和 (14)

式, Φ颗粒是与Ui j无关的颗粒物自由能 (29)式.相互作

用 V是所有喂料状态变量的函数. 如果假设高聚物

弹性Ui j与颗粒骨架弹性 ui j之间没有能量上的耦合,

V = 0. 这个解耦近似可看做最简单的喂料自由能模

型,它直接利用上节介绍的材料模型处理喂料,避免

了建模困难,并且易于计算分析.如依据实验数据对

模型参数值做适当调整, 往往能初步描述混合物的

许多动力学行为. 在物理中这类参数值调整一般称

作 “重整化 ”,例如研究金属电输运性质时,可忽略复

杂的电子之间,及其与原子核之间的库仑力,将载流

电子看做质量 “重整化 ”后的自由电子. 下面我们将

仅局限于喂料的解耦近似, 至于相互作用 V 和与其

相关的复杂效应的计入, 需要今后在实验数据的引

导下逐步研究.值得指出的是,组元之间的耦合效应

只在材料关系中出现,反映建模的细致程度,流体动

力学的一般方程形式不受它们的影响.

在解耦近似下,喂料的热传导系数和黏度也是高

聚物组元和颗粒物组元的相应系数之和:

κ喂料ik = κ高聚物ik +κ颗粒ik , (43)

η喂料i jkl = η高聚物i jkl +η颗粒i jkl , (44)

另外, (43)和 (44)式和 Onsager关系 (27)和 (39)式中

的高聚物和颗粒物迁移系数都可以取上节介绍的模

型形式,只是参数值可能会有变化.例如,由 (20), (33)

和 (44)式,可得喂料的黏滞应力:

σD
i j = 2η∞vi j +η2v∗i j +ζ2vkkδi j, (45)

其中参数 η2和 ζ2仍由模型 (34)式给出.

这样我们就从高聚物和颗粒物出发, 建立了一

组完备的喂料流体动力学方程组. 在概念基础和理

论结构上, 它与 PIM 领域中常用的非牛顿流体动力

学模型都有很大差异,并且复杂了许多. 但在一定情

况下, 这个新理论可简化为非牛顿流体动力学方程,

因此的确能够描述 PIM领域中那些被后者成功处理

的实验现象.下小节将以一个简单的一维剪切流动为

例来说明这个简化过程,同时给出该理论中的材料系

数与一些流变学参数之间的关系.

高聚物和喂料的成分比例 c是个宏观物理量,原

则上应该将它作为场变量, 纳入流体动力学理论体

系. 由于本文忽略了偏析问题, c 是不随时间空间变

化的常数. 许多材料参数一般是它的敏感函数. 例

如,随着颗粒成分的增加,喂料的颗粒弹性骨架情况

会经历从无到有,再到非常稳定坚固的转变.这时,公

式 (31)中描述颗粒成分弹性寿命的弛豫时间将相应

地从零变为无穷大.流变性质如何随 c定量变化是粉

末冶金领域的一个重要问题, 有许多这方面的实验

测量 [1]. 深入研究本节给出的喂料流体动力学中的

材料模型和参数如何随 c变化,是我们今后拟将考虑

的主要工作之一.

3 定常剪切流动:流变学参数的计算

考虑如图 2所示的速度沿 x坐标轴方向、并且只

随 y变化的定常剪切流动.它的速度矢量为

vx = v(y) , vy = 0, vz = 0, (46)

微分后得空间导数 vi j:

vi j =




0 χ 0

χ 0 0

0 0 0




, (47)

其中符号 χ = vxy = (1/2)dv/dy是剪切变形率.注意定

常流动的物质导数 dt = 0,颗粒熵的增加和衰减相互

抵消: Rg = ITg = η2vi jvi j = γT 2
g .由此得颗粒温度:

Tg =

√
2ηgχ2

γ1
+

γ2
0

4γ2
1
− 1

2
γ0

γ1
, (48)

y

v

x

图 2 平面定常剪切流动

Figure 2 Stationary shear flow in a plane.

注意因为 χ = 0时 Tg = 0,根号前面取正号.另外这里

还忽略了颗粒熵的扩散流动, f g
i ∼ 0.
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弹性应变 ui j随剪切形变率 χ的变化情况可从它
的运动方程 (22)得到.考虑迁移系数模型 (31)和 (32)

式,有

uik∇ jvk +u jk∇ivk = vi j−λ颗粒s Tgu∗i j−λ颗粒v Tgukkδi j, (49)

代入 (47)式后对应变求解,得颗粒物组元的弹性应变

uxx =
4(λ颗粒s −3λ颗粒v )χ2

8χ2
(
λ颗粒s −3λ颗粒v

)−9
(
λ颗粒s

)2 λ颗粒v T 2
g

, (50)

uyy =
λ颗粒s +6λ颗粒v

λ颗粒s −3λ颗粒v
uxx, (51)

uzz = uxx, (52)

uxy = (1−2uxx)
χ

λ颗粒s Tg
(53)

和 uxz = 0, uyz = 0. 类似地,可计算高聚物组元的弹性

应变为

Uxx =
4τ高聚物s (τ高聚物v −3τ高聚物s )χ2

8χ2τ高聚物s
(
τ高聚物v −3τ高聚物s

)−9
, (54)

Uyy =
τ高聚物v +6τ高聚物s

τ高聚物v −3τ高聚物s
Uxx, (55)

Uzz = Uxx, (56)

Uxy = (1−2Uxx)τ高聚物s χ (57)

和Uxz = 0, Uyz = 0.

将上面的弹性应变代入应力公式 (40),可得定常

剪切流动的应力张量.它具有下面的形式



σxx σxy 0

σxy σyy 0

0 0 σzz




= σzz




1 0 0

0 1 0

0 0 1




+




N1 +N2 σxy 0

σxy N2 0

0 0 0




, (58)

其中符号 N1 ≡ σxx −σyy 和 N2 ≡ σyy −σzz是法向应力

差.按照流变学中的习惯,定义表观剪切黏度:

ηa =−σxy

2χ
(59)

和法向应力差系数:

ψ1 =− N1

4χ2 , ψ2 =
N2

4χ2 . (60)

利用 (47)式和应力公式 (40),还可将它们写成

ηa = η∞ +ηgTg−
σ弹xy

2χ
, (61)

ψ1 =
σ弹yy−σ弹xx

4χ2 , (62)

ψ2 =
σ弹yy−σ弹zz

4χ2 , (63)

公式 (61)∼(63)可以看做流变学参数的流体动力学解

释. 注意法向应力差完全来自颗粒骨架和高聚物的

弹性, 而表观剪切黏度与两个组元的黏度和弹性都

有关.

弹性应力 (41)式可用高聚物和颗粒物的自由能

计算.考虑解耦近似,我们有

σ弹xy = ΠIUxy +ΠIIU∗∗
xy +ΠIIIU∗∗∗

xy +πIuxy +πIIu∗∗xy , (64)

σ弹xx−σ弹yy = ΠI (Uxx−Uyy)+ΠII
(
U∗∗

xx −U∗∗
yy

)

+ΠIII
(
U∗∗∗

xx −U∗∗∗
yy

)
+πI (uxx−uyy)

+πII
(
u∗∗xx −u∗yy

)
, (65)

σ弹yy−σ弹zz = ΠI (Uyy−Uzz)+ΠII
(
U∗∗

yy −U∗∗
zz

)

+ΠIII
(
U∗∗∗

yy −U∗∗∗
zz

)
+πI (uyy−uzz)

+πII
(
u∗∗yy −u∗∗zz

)
, (66)

其中 u∗∗i j ≡ u∗iku∗k j, U∗∗
i j ≡U∗

ikU
∗
k j, U∗∗∗

i j ≡U∗
ikU

∗
klU

∗
l j是偏应

变的平方和立方,符号ΠI,II,III和 πI,II是由下面公式定

义的自由能函数对应变不变量的导数:

ΠI =
2Γ2

2

3Γ2
3

∂Φ高聚物

∂Γ3
−2

∂Φ高聚物

∂Γ
−

(
1− 2Γ

3

)
1

Γ2

∂Φ高聚物

∂Γ2
,

(67)

ΠII =
2

Γ2

∂Φ高聚物

∂Γ2
−

(
1− 2Γ

3

)
1

Γ2
3

∂Φ高聚物

∂Γ3
, (68)

ΠIII =
2

Γ2
3

∂Φ高聚物

∂Γ3
, (69)

πI =−2
∂Φ颗粒

∂∆
−

(
1− 2∆

3

)
1
us

∂Φ颗粒

∂us
, (70)

πII =
2
us

∂Φ颗粒

∂us
, (71)

这里的 Φ高聚物和 Φ颗粒由模型 (13)和 (29)式给出.将弹

性应变公式 (50)∼(57)和颗粒温度 (48)式代入, 可得

上面的弹性应力随剪切变形率 dv/dy变化的函数. 如

再将它们代入 (61)∼(63), 即得到喂料的流变学性质
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ηa (χ)和 ψ1, 2 (χ). 由于相当繁长,这里不再给出它们

的具体公式.

图 3 是表观黏度和法向应力差系数随剪切率

dv/dy的变化曲线.计算时,高聚物组元的模型参数取

τs = 10−4s, C1 = 0.24 MPa, 并忽略黏度 η∞, 根据文献

[15]取 τv = 3τs, C2 = C1/29.颗粒物组元的模型参数取

B = 80 MPa, ηg = 0.15 Pa s/K, γ1 = 0.6 MPa/sK2,并忽略

γ0, 根据文献 [20]取 λv = λs/9, λs
√

ηg/γ1 = 114. 这组

参数值能很好地复现用 Fe-Ni 合金粉末配置的一种

典型喂料的黏度随剪切率变化行为,见图 3(a). 值得

注意的是,单凭黏度数据并不能完全确定材料模型和

系数,它们仍保留有很大的调整和改善余地,为今后

进一步深入描述喂料的其他实验数据, 比如法向应

力差系数, 震动力场下的流动行为, 等预留空间. 本

节的计算主要是表明新理论的确能够包含喂料非牛

顿流体力学的成功之处,推导其黏度模型.

104

(a)

(b)

1

2

103

a
 (

P
a

 s
)

 (
P

a
 s

)
η

ψ

103

102

102

102

101

101

100

10−1

10−2

10−3

101

103102101

(dv/dy) (Hz)

ψ

ψ

图3 表观黏度(a)和法向应力差系数(b)随剪切速率的变化

实验点是 Fe-Ni合金喂料的在 140◦(圆圈)和 150◦(三角)的黏度 [1]

Figure 3 Variations of apparent viscosity (a) and normal stress diffe-
rence (b) with shear rate. Symbols are measurements for a Fe-Ni

feedstock at temperature 140◦ (circle) and 150◦ (triangle) [1].

4 结论

迄今为止非牛顿流体动力学一直是处理喂料力

学行为的主要理论.本文考虑到喂料中的高聚物和可

能出现的颗粒骨架都有弹性行为,喂料的理论体系中

还应该含有弹性应变变量. 含应变变量的喂料理论

可以用合并近年来物理文献中报道的高聚物和颗粒

物的流体动力学方程的方法获得,由一般方程 (守恒

方程和热力学公式)和材料模型 (自由能函数和迁移

系数)两部分组成.我们在详细给出所有一般方程的

同时,对喂料材料模型也利用解耦近似提供了一些简

单处理办法.具体计算表明,在一定情形下,比如平面

定常剪切流动,它们化为非牛顿流体动力学方程,并

且能合理描述喂料的黏度随剪切率变化行为.

尽管本文给出的高聚物、颗粒物、喂料等三类

材料的方程组并不完全相同, 其物理概念结构和论

证方式都是下面的路线或程式. 首先它们的出发点

都是能量、动量、质量守恒方程,和熵增加方程 (公

式 (1)∼(4));然后是确定热力学状态变量和全微分关

系 (公式 (7), (21), (37)), 和状态方程等热力学恒等式

(公式 (9), (10), (28), (40), (41));描述弹性的变量和方程

都是弹性应变和几何方程 ((8), (22)); 利用热力学全

微分关系得到材料的平衡条件,或耗散力 (公式 (11),

(25), (27), (39)最右边的一列矢量);当这些平衡条件不

都满足时,材料将制造熵 (发热),处于非平衡状态,有

各种耗散流 (公式 (11), (25), (27), (39)最左边的一列矢

量); 这些耗散流和耗散力的乘积之和等于热或熵的

产生率 (公式 (12), (24), (26), (38)),它们之间有 Onsager

提出的线性关系,比例系数称作迁移系数,并构成一

个满足 Onsager倒易条件的正定矩阵 (公式 (11), (25),

(27), (39));材料的所有特性及其表征都归结到一个热

力学特征函数 (公式 (13), (14), (29), (41), (42)),和迁移

系数 (公式 (19), (20), (31)∼(34), (36), (43)∼(45))中, 它

们统称为材料模型. 无论是水或金属那样的简单材

料,还是其他任何复杂的多元混合材料,流体动力学

都是按照上述标准程式建立它们的宏观动力学方程

组. 注意除材料模型外,这个理论的其他方程都来自

基本物理原理,因此是严格的一般方程,并且有相似

的形式.

目前人们普遍认为颗粒物质的力学行为非常复
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杂 [11].喂料作为它与高聚物的混合体,力学性质当然

也不会简单. 从流体动力学理论的角度看,这类材料

的复杂性主要体现在非线性和耗散过程这两个方面,

另外还有弹性效应, 对它们的描述和表征显然不能

都归结到一个黏度模型函数上. 因此传统喂料的非

牛顿流体动力学理论应该有一定的局限性. 目前关

于喂料性质的实验工作主要来自流变仪的数据, 对

其力学行为的观测并不全面. 为进一步了解传统理

论的局限性和新理论的优势和应用前景, 有关喂料

的基础实验研究将是一项值得开展的工作, 特别是

与弹性和迁移过程有关的内容. 随着实验观测角度

的扩大, 所有数据将不能满意地用一个黏度模型来

描述. 如果实际应用问题涉及到了这些实验现象,并

且要求精准地计入它们的动力学效应,那么原则上应

该考虑本文的复杂理论,尝试用热力学势函数和各种

迁移系数公式取代黏度,来表征喂料.

由于流体动力学的一般方程都是严格的,其局限

性和允许改进的地方只有材料模型,因此该理论方向

今后的具体工作就是研究材料模型. 本文仅考虑了

非常简单和初步的材料模型, 忽略了很多迁移系数

(如非对角系数),以及高聚物和颗粒物之间的能量耦

合.显然在尝试用这个理论分析工程应用问题前,还

需要根据各方面的实验数据来进一步完善材料模型,

特别是比平面定常情况更复杂的样品形状和流动情

况,包括非定常情况的运动和力学数据 (例如喂料的

振动实验 [7]).这些工作将有待今后逐步开展.
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A hydrodynamic theory for feedstock in powder injection
molding
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1 State Key Laboratory for Powder Metallurgy, Central South University, Changsha 410083, China;
2 School of Physics, Central South University, Changsha 410083, China

By combining two hydrodynamic theories of polymer and granular matter reported recently, we proposed a theory de-
scribing macroscopic mechanical behaviors of feedstock in powder injection molding. In contrast with the traditional
non-Newtonian hydrodynamics of feedstock, the theory has as state variables in addition a granular temperature and two
tensors of elastic strain (for polymer and granular components respectively), then can give a complete description of elastic
effects due to granular skeleton and polymer. In a special case of steady planar shear flow, it is reduced to the non-Newtonian
hydrodynamics with an apparent viscosity comparable to those measured for feedstock. This supports that the new theory
does contain the traditional one, so can be used to study its validity range, and the rheological parameters including co-
efficients of differences of normal stresses. The work provides a new way for analyzing feedstock dynamics interested in
powder injection molding. Also its method is helpful for establishing continuos mechanical equations of other multi-phase
systems.
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