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仅用一个采样点和自相关函数恢复离散信号

的唯一性定理及其算法

吴忠泽 李衍达 常 迥
( 清华大学 自动化系

,

北京 )

摘 要

本文是文献 〔11 续篇
.

对于仅用一个采样点以及自相关 函数恢复整个离散信号

的唯一性问题
,

本文提出了四个定理
,

并作了详细的证明 ; 还给出了实现这种恢复的

一种时域迭代算法
,

大量实例表明这种算法是十分有效的
.

关键词 : 离散信号理论
,

唯一性理论
,

时域迭代法实现

一
、

引 言

信号处理的一个基本问题是在噪声背景中恢复信号
.

因而
,

近年来关于信号重构问题的

理论研究一直十分活跃
.

在大量的实际问题中
,

也往往是仅仅已知部分信息
,

却要求恢复整个

离散信号
.

例如
,

在雷达信号处理中
,

通常接受的只是 8一 16 点反射序列
,

而不知全部 ;在地震

信号处理中
,

虽然子波的相谱是难以估计的
,

然而由于地层反射系数近似于白噪
,

因此能比较

容易获得子波的幅度谱
〔2 , .

从部分信息恢复信号需要解决两个主要问题
.

第一
,

要知道多少信息才能完全 恢复信号 ?

在什么条件下
,

可以用较少的信息唯一恢复信号 ?第二
,

提出恢复信号的实用算法
.

在文献汇1 1

中
,

曾经在 N a w ab 等人工作的基础上川
,

提出了利用幅谱和时域中的部分信息来恢复非最

小相位离散信号的三个唯一性定理及其算法— 三域迭代法
.

在这些定理中
,

规定了已知段

的起始点可以是未知序列中的任何一个采样点 (而不必限制在起始点 x( 0 ) )
,

它的长度 m 也可

以小于未知序列长度 N 的一半 (即 。 ~ N / 3一 ZN / 3 )
,

从而扩展了 N a w ab 等人提出的定理

的适用范围
.

本文在此基础上
,

进一步利用了全部的 自相关函数 (即全部幅度谱信息 ) 作为恢复未知序

列的约束条件
,

一方面从理论上证明了只要满足一定的条件
,

那末恢复非最小相位信号所需 已

知段的长度 m 就可以缩小到 m 一 l
,

即仅用一个已知采样点 (也不必限制在起始点 ) 以及自相

关函数就可以恢复任意一个有限长度离散信号
,

为此提出了四个唯一性定理 ; 另一方面
,

还给

出了实现这种恢复的一种时域迭代法
。

这种算法类似于可变多面体的搜索方法
,

本文用大量

本文 1 , 8 8 年 3 月 26 日收到修改稿
.



第2 1期 吴忠泽等 :仅用一个采样点和自相关函数恢复离散信号的唯一性定理及其算法3 13 1

实例表明
,

这种算法是十分有效的
。

二
、

唯 一 性 定理

考虑一个实的混合相位离散时间信号
二

(n )
,

在时间间隔 。 城 , 蕊 N 一 1之外
,

其值全为

零
.

它的自相关函数为 风 (0 成 1 ( N 一 1)
.

下面
,

我们就来详细讨论一下仅用一个采样点

以及 自相关函数来恢复整个未知信号 x( 的 的唯一性问题
.

1
.

首先讨论已知采样点是原始序列的起始点 x( 0) 时的情形

定义 1
.

令向量值函数 F 为定义在区域 困 c R N一 `

上而取值于 R N 的非线性实值函数
.

简

记为 F :

必 〔 R N 一 `

、 lR
,

它的具体形式为
:

F ( X ) ~ [ f
l

( X )
,

f
Z

( X )
,

…
,

fN ( X ) ] T ,

其中
,

x 为未知采样值
x : , 二 2 ,

…
, : N _ ,

构成的向量 : x 一 x[
1 , : 2 ,

…
,

粉
一 ,

〕了 〔 R N一 ` ; 人(尤 )

i( 一 1
,

2
,

…
,

N ) 为定义在区域 必 〔 R N一 `

上而取值于 lR 的非线性实值函数
.

简记为 :if

必 c R N 一 `

、 lR
,

它们的具体形式为
:

.j( X ) ~ 瑞十 斌十
· · , 一

卜嵘
一 ,

一 R 。 ,

f
Z

( x ) 一 , 。 x ,

+
x ; x ,

+ … + x 、 一 Zx N 一 ,

一 R l ,

f
3

( x ) 一 : 。 x Z

+
x 、: :

+ … + x N一 : x 、 一 、

一 R Z ,

f、
_ :

( x ) 一 x o x 、 一 ,

十 x : x N 一 ;

一 R 、 一 , ,

f、 ( x ) 一 x ox 、 一 I

R 、 一 ; ·

这里
,

iR (0 ( j 提 N 一 l) 为序列 x( )n 的自相关函数通常可由已知的幅度谱 }X ( 。 ) ! 的逆

F ou ir e : 变换求得 ; : 。
为已知端点值 ; x , , 二 2 ,

…
, 二、 _ ,

为序列 x( n) 的未知采样值
.

定义 2
.

令目标函数 甲 ( X ) 一 F ( X ) 丁
·

F ( X ) 为定义在区域 少 〔 R N一 `

上而取值于 尸 为

非线性实值函数
.

简记为 叭必 〔 R N一 ,

一 尸
.

定理 1
.

对于 N > 0 ,

令 城司 是一个在 。 毛 。 成 N 一 l 时间间隔之外为 o 的实的混合

相位序列
.

假设 x( 0) 钾 0 ,

那末端点 式 0) 以及自相关 iR (0 蕊 j 提 N 一 1) 唯一地确定了

整个序列 x( , )
,

当目标函数 甲 ( x ) 是凸集合 勿
。
c 少 上的严格凸函数

.

证
.

由定义 2 可知
,

目标函数
甲 ( X ) 一 F ( X ) T

·

F ( X )
.

( 1 )

将定义 1 , F ( X ) ~ ( f
l

( X )
,

九( X )
,

…
,

坛 ( X ) )
T

代人 ( 1)式可得
甲 ( x ) 一 六(尤 ) + r孟( x ) + 二

`

+ r丢( x ) 》 0
.

( 2 )

鉴于 x( 0) 和 凡 的相容关系

N一 l 一 1

R ( j ) 一 习
x (交)

·

x ( z + 斤)
,

必存在 X * ,

使 中甲 ( X *) 一 0
.

又因为 目标函数 甲 ( X ) 是凸集合 少
。〔 必 上的严格凸函数

,

所以函数 甲 ( X )在必
。
上必有

唯一的全局极小点 戈3t] ,

也即

戈 ~ X
* _
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故

因此
,

必有
诚朴 一 爪戈) 十 允(戈) + … 十 忘 (戈) 二 .0

{
爪戈 )

左(戈)

荟 O

三 0

( 3 )

f叉(戈 ) 二 0
.

将 ( 3 )式代人定义 可得

(瑞 + 刁 + 乏 + … 十 器
_ ,

一 R O)
,

二 O ,

( x0 牙
:

+ 云芬
2
十

( x 。
牙

2
+ 牙

1
牙

,
+

+ 笼、
一 2
芬、

_ ,
一 及 ;

)
’

+ 牙、
一 。

吞
一 ,

一 R Z

)
’

三 O

三三 O

( x0吞
一 2

+ 云笼、
一 l

一

(
劣
潇

N _ ,

一 R N 一 ,

)
,
三

R 、 一 2

)
2

三 O

O
。

这意味着
,

如下非线性方程组
:

斌 + 码 + … 十 x
天

_ ,
~ R 。

一 端
,

{一士
’ “ ’

士

}半
·

...fxst 一…::

!
` 。 x N 一 ’

个 女
` N 一 ’

一
’

蕊。 x 讨 _ 1
~ 八 N一 ,

+ x N _ Z x N _ 」

一 R x ,

+ x N _ 3x N _ 1
一 R , ,

( 4 )

R N _ 2 ,

必存在唯一解

X 一 [牙
, ,

交
2 ,

…
,

牙N 一 ,

] r .

考虑到上述方程组中的 R ,

( 0 成 j ( N 一 l) 为序列 x( 的 的自相关函数 (通常它可由已知

幅度谱 }X ( 。 ) l的逆 F ou ir er 变换求得 )
,

甸 为已知端点值
.

所以当目标函数 甲 ( X ) 是凸集

合 必
O
C 少 上的严格凸函数时

,

仅用 x( 0) 和 凡 ( 0 簇 j提 N 一 l) 就能唯一地确定未知采

样值
x ; , 芍

,

…
,

却
_ : ,

即整个序列 x( 的
.

证毕
。

定理 2
.

对于 N > o ,

令 x( 司 是一个在 O蕊 , 镇 N 一 1时间间隔之外为 O的实的非偶序

列
,

假设 x ( 0 ) 铸 0
,

并满足
x ( N 一 1 ) ~ x ( o )

,

那末仅用端点
x
( 0 ) 以及幅度谱 IX ( 。 ) !不能

唯一地恢复原始序列 找的
,

它们至少还确定了另一个不同的序列 式的
,

并且满足关系式

夕(
,

) ~
: ( N 一 1 一 。

)
.

证
.

设 x( 司 的 Z 变换 X ( Z ) 的零点为 Z , , 2 2 ,

…
,

Z N一 , .

由代数方程的根与系数的关

系4t] 可知

Z : 2 2

… Z N一 ;

~ ( 一 z ) N一`
x ( 0 )

x ( N 一 1 )

根据已知条件 式 N 一 l) 一 : ( 0 ) 钾 0 可得

Z : 2 2

… Z N一 ,

~ ( 一 1 ) N 一` ,

厕边取共扼

( 5 )
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Z尹 Z芽… Z井
一 :

1

Z产 z才… z者
_ :

一 (一 ), 一 ` ,

再取倒数

一 ( 一 1 )
一 `N一 , , , ( 6 )

由 ( , )式和 ( 6 )式可得

2 1 2 2

… Z N _ :

z护z梦… z 弃
_ : ’

Y ( Z ) 的全部零点
,

即

( 7 )

我们不妨就取零点
Z产
弃

,

…
,

` k 作为
Z犷 Z井

_ :

Y ( Z ,一 ( o ,
·

(
Z 一

命) (
Z 一

翁)… (
Z 一

命)
,

( 8 ,

而已设

X ( Z ) 一 x
( N 一 l )

·

( z 一 z :

) ( z 一 z 之 )… ( z 一 z N _:

)
,

( 9 )

显而易见
, Y ( z ) 与 x ( z ) 的全部零点一一构成共扼倒数对

,

故由代数方程的根与系数的关系

可知

y ( n ) 一 :
( N 一 1 一 , )

,

显然
,

式的 与
:

( )n 不但具有相同的幅度谱
,

即

}Y ( 。 ) } ~ }X (
〔。

) }
,

而且由 ( 8) 式可知
,

两个端点值也相同
,

即

夕( O ) ~
x ( o )

.

考虑到 x( 司 是一个实的非偶序列
,

即

x
(

, ) 神 x ( N 一 l 一 , )
,

故

y (
。 ) 钾 x

(
, )

。

所以
,

当
x

( N
一 ) ~

二
( o ) 时

,

仅用 :
( o ) 和 }x ( 。 ) 1是不能唯一恢复原始序列

x
(

,
) 的

s

它们至少同时还确定了另一个不 同于 式的 的序列

夕( , ) ~
x ( N 一 l 一 , )

.

除了这个新序列 y ( ,
)以外

,

在某些条件下
,

当 : ( N 一 l) ~ x( 0) 时
,

仅用 x( 0) 和 }X ( 。 ) 1还能

确定另外若干个不同的序列
.

定理 2 得证
.

定理 3( 充分亲件 )
.

对于 N > o
,

令
:

(的 是一个在 。 城 , 镇 N 一 1 时间间隔之外为

0 的实的非奇序列
.

假设 x( 0) 斗 。 ,

并满足 (z N 一 1) ~ 一 x( 0)
,

那末仅用端点
: ( o )

以及幅度谱 }X ( 。 )1 不能唯一地恢复原始序列 x( ,
)

,

它们至少还确定了另一个不同的序列

y (司
,

并且满足关系式

夕(
n

) ~ 一 : ( N 一 1 一 n
)

.

关于该定理的证明
,

类似于定理 2
,

略
.

2
.

下面讨论已知采样点是原始序列的非端点时的情形

例如
,

仅仅已知采样值 x( l) 和 自相关 凡 (0 ( 夕( N 一 1 )
,

要求唯一恢复原始序列
:

(的
,

那末
,

类似于定理 1 的证明
,

我们将不难得到定理 4
.

但必须先把定义 1改为定义 3 ,

并仍用定
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义. 2

定义3
.

令向量值函数F 为定义在区域 必二 RN 一 ,

上而取值于 R N 的非线性实值函数
.

简

记为

F :

少 c R N 一 `

、 R N ,

它的具体形式为
:

F ( X ) ~ [f
,

( X )
,

人( X )
,

…
,

坛 ( X ) ]
了 ,

其中 x 为未知采样值
: 。 , 二 2 , 二。 ,

…
, 二、 _ :

构成的向量 x ~ 【x0
, x Z , x 3 ,

…
,

勒
一 :

] 了 〔 R N 一 ’ ;

ft( x ) ( i ~ 1 , 2
,

…
,

N ) 为定义在区域 少 c R N一 `

上而取值于 lR 的非线性实值函数
.

简记为

f , :

必 〔 R N一 ,

* R
` ,

它们的具体形式为

f,( X ) 一 端十 斌 + … +
x
又
一 ,

一 R 。 ,

九( X ) 一
x o x ,

+ x : x Z
+

f
,

( X ) 一 x o x Z
+ x l x 3

+

+ x N _ Z x N _ ,

一 R ; ,

+
x N _ ; x N _ :

一 R Z ,

fN
_ ,

( X ) ~ : 。 x N _ 2
+ x , x 、 一 ,

一 R 、 _ 2 ,

fN ( X ) ~
x o x N一 ,

一 R 、 一 : .

这里
,

凡 (0 攫 夕成 N 一 l) 为序列
: (司 的自相关函数 (通常可由已知的幅度谱 }X ( 。 ) } 的

逆 F o ur ie r
变换求得 ) ; x :

为已知采样值 ; x0
, x Z , x , ,

…
,

勒
_ ;

为序列 x( 的 的未知采样值
.

定理 4
.

对于 N > O ,

令 式的 是一个在 o 毛 。 成 N 一 l 时间间隔之外为 。 的实的混

合相位序列
.

假设 x( 0) 钾 o
,

那末采样点
: ( l) 以及 自相关 iR (0 蕊 j 提 N 一 l) 唯一地确

定了整个序列 式司
,

当且仅当目标函数 甲 ( X ) 是凸集合 少
。
仁必 上的严格凸函数

.

当然
,

类似于定义 3 和定理 4 ,

我们也不难推广到仅仅已知采样值 x( 2 ) 或 式 3 )
,

…
,

或
’

(z N 一 l) 的情形
.

但不管是哪种情形
,

唯一性条件的形式都与定理 1 相同
,

只不过未知函数

f` ( X ) 和未知向量 x 各不相同而已
.

三
、

算 法 及 实 例

在上一节 中
,

我们已经规定了若干个条件
,

在这组松弛的条件下
,

仅用一个采样点以及自

相关函数就可以唯一地确定任意一个有限长度离散信号
.

为了实现这种恢复
,

我们采用一种时域迭代算法
.

这种算法类似于 H im el bl au 在 19 7 2

年提出的可变多面体方法 SE]
.

只要把已知采样点和 自相关函数代人上节中的定义 1 (或 3 ) 和

定义 2 ,

构造一个目标函数 甲 ( x ) (其中 x 是 n
维向量 )

,

然后用可变多面体方法寻找该 目标函

数的极小值点
.

当 甲 ( X ) 满足定理 1 或定理 4 规定的严凸条件时
,

这种迭代过程将会使多面

体的顶点逐步收敛到唯一的全局极小点
,

即唯一地确定了整个离散信号
.

我们在图 1 中给出

了这种时域迭代算法的程序框图
.

用这种时域迭代算法来寻找目标函数的极小点
,

它的优点是稳定性好
,

准备时间短
,

因而

可以节省大量的人力
.

同时
,

它不要求目标函数具有连续性
,

因此适用的范围比较广
.

这种方

法的缺点是程序收敛可能比较慢
.

我们应用这种算法仅用端点 x( 0) 和 自相关函数 R :

(的 (图 2 ( b ) ) 成功地恢复了图 2 (
a
)所

示的原始序列
,

其结果见图 2 ( c
)

.

由于不难证明这个原始序列满足定理 1 的严凸条件
,

因此

当我们改变一组初值后 (如表 1 )
,

仍然成功地实现了恢复
.

所得到的估计序列 (图 2 ( d ) ) 与原
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图l 仅用一个采样点以及 自相关恢复离散信号的程序框图

O一

一启动
, 2

— 代人已知采样点和自相关构造 目标函数 《 x)
, 3

— 确定步长
,

构造初始单纯形
,

4一一计算每个顶点
x ` 的 中 (介 ) 的值 ; i = 1 , 2 , … , 。 十 l , ,

—
选取 。 (幻 ) 为最大的顶点 八们

,

必 (
x
二
户 ,

) 二 m a x

中(
x
l
介 ,

)
, i 二 l ,

… , 九 + l ; 及二 o , z , … , 6

—
选取 必 (

尤 `
) 为最小的顶点 补

几 ,

《 心“ ’
) 二 m i n 《 码直’

)
, 7

— 计算除
x
铲

’ 顶点外的顶点的重心
x

洋
, 8

—
映射 ; 将 八

血 ’

通过重

心
x

澎 映射到 礼认 ; 几翁 = 心认 + “ (八认 一 钱
抢
))

,

其中 “ > 。 , 9

—
中(礼钻 ) < 少 (对幻 ),

?

10 一一选取 少 x(
,
) 取得第二最大值 必 (弓

庵’
) 的顶点 对

自 ) , 1 1

—
膨胀 : 砖牡 = 礼认 十 (r 礼认 一

二
豁耸性) ,

其中
,

> 0 , 12

—
。 (

x
盆认 ) > 少 (

x
沪

,
)

, 1 3

—
必 (

x
盆认 ) < 少 (

二
l
血’

)
, 1 4

—
少 ( 二盆姚 ) >

? ? ?

少 (
x
铲

’
)

, 15

—
二
铲

’ , x
盆轧 ; 少 (

x
铲

’
) , 必 ( x

盆认 )
, ` 2 6

—
x
梦

’ , x
舀车轰;必 (

x
铲

’
) , 必 (

x
耘认 ) , 17一一

x
铲

’

“ x
盆认

, 18
一

一
收缩 : ,

橄 “ x

森 十 区
x
护

’ 一 x
毛牡 )

,

其中 。 < 月< l ,
19 一一《 x

护
’
) >

必 (
x
盆跳 )

, 2。

—
x
么
二’
李二忘轧 ; 中( r 玉

介’
) , 必 (

x
二软 )

, 2 1

— 将原单纯形缩小一半 : x
l杆

`

”
x
备
几’ 十

0
.

5( x
l
为 ’ 一 x

)
点 ’ ) , : = l , 2 , … , n + I , 2 2一一计算 。 (

二
盆斗 )

,
2 3

一矛
-上

.

岁
t n 十 l 飞仁

.

[必 (
x

;
k 〕

) 一

之

、
尤

冷 )〕
·

厂、
, 2 4

一、
二

) 在极帷翩娜值 、 处的值 , , (
二

黝
, , 5

一料
,

始序列之间的误差仍然很小
.

这表明仅用端点 式 0) 和自相关函数 R :

(司 能唯一地确定原始



1 36 3中 国 科 学 (
A 辑) 18 8 9 年

一0
.

05 40 7 1 *

一0
。

8 1 9 30 0 米
l

。

26 1 317 * * * * *

1
。

5 7 0 3 4 4* * * * * *

一7
.

25 6 430 * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
2

。

6 1 31 1 3* * * * * * * * *

2
.

49 9 9 9 , * * * * * * * * * *

一 1
。

0 0 0 0 0 0 * * * *

( a )

-,̀宋ù4嵘沪6
内产。口

69
.

19 7 40 3 * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 水
一 2 2

。

6 6 7 2 9 7 * * * * * * *

一 26
.

5 5 9 0 0 6 * * * * * * * * *

1 5
.

16 18 0 0 * * * * *

l
。

6 44 50 0 * *

一 [
。

8 6 2 10 0 *
0

.

0 54 3 0 0 *

0
.

0 54 0 0 0 *

.̀且,奋.J乙
.七丁
6
勺J口n

( b )

一 0
。

0 5 40 1 2 *

一 0
.

1 8 86 6 8 木
l

。

2 59 6 7 , 冰 术 * 宋

l
。

4 4 6 4 2 8 * * * 水 *

一 7
。

2 5 3 0 2下* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

2
.

3 7 0 18 6 * * * 术 * * *

2
。

, 0 0 2 5 7 * * * * * * * *

一 1
。

0 0 2 2 47 * * * *

( c )

1二,妇月,4气
ù

6侧矛只ù

一 0
。

0 5 4 0 1 2 *

一 0
.

1 87 7 7 9 *
1

。

2 57 48 6 * * * 木
l

。

43 67 3 5 * * * * 关

一 7
.

2 50 8 7 7 * * * * * * * * * * * * * 水 * * * * * * *

2
。

38 2 2 6 1 * * * * * * * *

2
.

50 0 55 7 * * * * * * * * *

一 1
.

0 0 5 3 2 1 * * * *

-,ù2曰呼叮廿艺Uó了8

( d )

图 2 仅用端点以及自相关唯一恢复原始时间序列的一个例子

( ( a

) 原始序列 ( N = 8)
,

( b ) 自相关序列 R ;

(护)
,

( c

) 仅用
x ( o )和 尺 1

( 护)恢复的

估计序列 (初值见表 l )
, 二

( o ) 二 一 0
.

0 5 4 0 22 ,

( d ) 仅用
x
( o )和 R ,

( i )恢复的佑计序

列 (初值见表 l) )

一 0
。

3 2 4 07 5 * *

一 2
。

4 8 6 111 * * * * * * * *

一 2
。

0 2 , 7 17 * * * * * * *

7
。

0 14 4 0 8 * * 木 * * * * * * * * * * * * * * * * * *

一 2
。

3 0 8̀ 5 5* * * * * * * *

一 1
。

73 6 10 4 * * * * * *

1
。

1 1 1 1 10 * * * *

一 0
。

1 6 6 66 7 *

( a )

6 ,
.

1 9 7 40 3 * * * * * * * * * * * * * * * * * 水 * *
一 2 2

。

6 67 2 9 7 * * * * * * *

一 2 6
。

5 5 90 0 6 * * * * * * * * *

15
。

16 18 0 0 * * * * 水

1
。

6 4 4 5 0 0 * *

一 1
。

8 6 2 10 0 *

0
。

0 5 4 3 0 0 *

0
。

0 5 4 0 0 0 *

,且内乙成j4哎6
肠了Rù

( b )
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一 0
。

3 2 4 07, * *

一 2
。

48 6 19 8 * * * * * * * *

一 2
.

0 2 58 7 7 * * * * 关 *

7
。

0 1 43 4 3

一 2
。

3 0 8 6 17 * * * * * * * *

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 零

一 1
.

73 6 1 18

l
。

1 1 10 7 3

ee o
。

1 6 66 7 1

* * * * 竿 *

* * * * *

*

c )

一 0
。

3 2 4 0 7 5 * *

一 0
。

8 5 8 3 10 * * *
弓

.

8 0 7 16 , * * * * * * * * * * * * * * *

一 4
。

5 4 18 2 1* * * * * * * * * * * * * *

一 3
。

1 3 3 66 1 * * * * * * * * * *

2
.

0 2 00 2 5 * * * * * *

0
。

2 7 6 13 8 * *

一 0
。

16 7 13 3 *

( d )

.卫2砚
ù J,,76

00

图 3 仅用端点以及自相关不能唯一恢复原始序列的一个例子

( (
a ) 原始序列 ( N = 8 )

,
( b ) 自相关序列 R ,

( 1 )
, ( e

) 仅用
x
( 0 )和 R 止

( z )恢复的估

计序列 (初值见表 l )
,
式 0 ) , 一 0

.

3 2 4 0 7 5 ,

( d ) 仅用
x
( o ) 和 R

:

(夕) 恢复的估计

序列 (初值见表 l ))

0
。

7 4 7 8弓6 * * * *

一 4
。

07 2 2弓4 * * * * * * * * * * * *
6

.

51 88 12 * * * * * * * * * * 爷 关 关 * * * * *

一 2
.

9 1 17斗2 * * * * * * * * *

一 0
。

7 8 5 24 9 * * * *

0
。

6 8 10 8 3 * * * *

0
。

0 0 00 0 0 *

一 0
。

0 3 6 0 57 *

( a )

6 9
.

1 97 4 0 3 * * * * * * * * * * * * 关 关 * * 关 *

一 4 6
。

8 2 11 9 8 * * * * * * * * * * *

9
。

6 0 , 9 0 0 * * * *

5
。

4 8 83 0 0 * * *

一 3
。

2多了8 0 0 * *

0
。

2 7 43 0 0 *

0
。

1 4 68 0 0 *

一 0
。

0 27 0 0 0 *

l,̀,̀ó
J,七少护Oó了。O

-
九̀;ù斗气ù了O目产Rō

( b )

0
。

7 4 7 2 3 7 * * *

一 4
.

D6 8 2 6 0 * * * * * * * * * * * * *
6

.

“ 9 16 , * * * * * * * * * * * * * * * * 争

一 2
。

9 1 6 57 3 * * * 木 关 * * * *
0

。

7 8 4 9 3 4 * * *

0
。

6 8 2 0 0 0 * * *

0
.

0 0 0 0 0 0 *

一 0
。

0 3 6 0 9 6 *

1,̀34气
ó

6
,才ó匕

(
e )

0
。

7 4 7 6 29 * * * *

一 4
.

O7( ) 9 3 8 * * * * * * * * * * * *

6
.

5 18 9 3 4 * * 水 * * * * * * * * * * * * 木 半 岑

米 * * * * * * 飞
* * * *

* * * *

*

木

( d )

-,乙3
月,夕亡矛七翻了。八

图 , 仅用一个采样点 (非端点 )以及自相关唯一恢复原始序列的一个例子

( (
a

) 原始序列 ( N = 8 )
,

( b ) 自相关序列 R
s

(护)
, ( 。

) 仅用
x
( 7 ) 和 凡 ( i ) 恢复的

估计序列 (初值见表 l )
, x

( 7 ) 二 0
.

。 ,
( d ) 仅用 x( 7 ) 和 凡 ( i) 恢复的估计序列 (扔

健见表 l )
, x

( 7 ) , o
·

0 )
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0
.

12 62 32 * *

一 0
.

78 6 54 6 * * * *

1
.

8 0 58 9 5 * * * *
2

。

1 1 0 0 9 5 * * * *水 * *术

一 6
.

3 62 1 1 3 * * * * * * * * * * * * * *
4

.

1 7 748 5 * * * *水 * * * * * * * * * * *

0
.

0 0 0 0 0 0水

一 0
.

70 9 3 74 * * *

(a
)

69
.

1 9 740 3 * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

一 41
.

58 1 1 00 * * * * * * * * * * *

一 2
。

53斗 30 0半
l弓

。

32 90 90 * * * * *

一 6
。

0 760 70 * * * *

一 0
.

2 502 0 0 *

0
,

6 12 0 0 0 木

一 0
.

0 9 8 3 0 0 *

l
,̀,J月,亡J
6

t矛8

( b )

0
.

12 6 2 4 2 * *

一 0
.

7 8 5 3 0 5 * * * *

1
.

0 8弓6 0 6 * * * *
2

.

0 1 10 0夕 * * * * * * *

一 6
.

3 6 0 6 9 1* * * * * * * * * * * * * * * *
4

.

71 卯 9 9 * 水 * * * * 关 木 * * * * * * *
0

。

0 0 0 0 0 0 *

一 0
.

7 7 9 3 4 3 * * * *

(
e )

已)
.

4 8 52 3 6 * * 术
一 3

.

0 0 8 8 4 8 * * * * * * * *
6

。

13 3 6 2 1 * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

一 3
.

9 8 9 7 3 3木 * 率 * * * * * 木 水 *

一 汇
。

4 , 0 4 48 * * * * *
2

.

0 5 , 3 6 1 * * * * * * * *
t)

.

0 0 0 0 0 0 *

一 0
.

2 0 3 3 9 0 *

( d )

,二ō艺飞一4七夕了Oó7只

图 5 仅用一个采样点 (非端点 )以及自相关不能唯一恢复原始序列的一个例子

( ( a
) 原始序列 ( N 二 8 )

, ( b ) 自相关序列 R
一

(护)
, ( e ) 仅用 x

( 7 ) 和 R ;

( z ) 恢复的估计序列 (初值见

(表 l )
,

式 7 ) = 0
.

0 , ( d )仅用
x
( 7 ) 和 R ;

( 1 )恢复的沾计序列 (初值见表 l )
, x

( 7 ) ` 0
·

0 ) )

序列 (图 ( a ) )
,

而与初值选择无关
.

表
<尸一- 一一一- - -一叮 -一 -一

汉
“

卜一
万

一一半典黑兰下一
万

一
一

一一立
》

}
-

兰兰}兰竺
一

{二兰
-

!
一

二生
~

{三里一
}一全兰仁

~

二l }二生

步长

2 (
c

)

2 ( d )

3( c )

3 ( d )

呜( e
)

4 ( d )

5 (
c

)

5( d )

一 0
。

0 5 4

一 0
。

0 5 4

1
。

0

0
。

0

一 l
。

O

一 5
。

0

一 5
。

0

一 10
。

0

一 l
。

O

一 5
。

0

5
。

0 一 5
。

O

1
。

0

一 10
。

0

0
。

0

5
。

0 ,
。

0 一

;::
4
一

4

4
。

4

一 0
。

3 2 4

一 O
。

3 2 4

1
。

0

5
。

0 一 5
。

0 一 5
。

0 5
。

0 一 1
.

0 ;: l

5
。

0

一 5
。

0

1 0
。

0

5
。

0

1 0
。

0

一 5
。

0

一 l
。

0

一 弓
。

0

一 1
。

O

0
。

0

一

:::
4

。

4

0
。

0

一 l
。

0 0
。

0

一 l
。

O

一 l
。

0

l
。

0

4
。

8斗

谷
一

U

2
。

0

10
。

0

5
。

0 一 10
。

0 5
。

O 0
。

0 一 l
。

0 ;: ; {
一 5

。

O 一 l
。

0 0
。

0 一 1
。

O 5
。

0

O0..
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与此相反
,

当我们取两组不同的初值时 (如表 1)
,

仅用端点
:

(0 ) 和自相关函数 凡 (
,

)( 图

3 ( b) ) 却不能唯一恢复图 3 (
a

) 所示的原始序列
.

其结果如图 3 (
c
) 和 ( d) 所示

.

这是因为
,

不难证明图 3 ( a ) 所示的原始序列仅仅是凸函数
,

而不满足定理 1规定的严凸条件
.

所以
,

由

该序列的端点 式 0) 和它的自相关函数 R Z

( )n 所构造的 目标函数 甲2

( x ) 的任一局部极小点 必

为全局极小点
,

但不是唯一的 61t
.

正如图 3 (d ) 所示的那样
,

尽管该估计序列与原始序列之间

有着很大的差别
,

然而它也使 目标函数 甲2

( x ) 的极小值非常接近于 。 (见表 1 )
.

这说明不但

图 3 (
。

) 所示的估计序列是 甲2

( x ) 的极小点
,

而且图 3 ( d) 所示的估计序列也是该 甲式X ) 的极

小点
.

也就是说
,

叭 ( x ) 至少存在着两个或两个以上的全局极小点
.

类似地
,

我们还应用这种时域迭代算法
,

仅用一个采样点 (非端点 )和自相关函数成功地恢

复了原始序列
.

如图 4 (
a ) 中给 出了一个原始序列 ( N ~ 8 )

.

假设已知采样点为 x( 7)
,

该未知

序列的自相关 R ,

( , )为图 4 ( b) 所示
.

可以证明
,

由 x( 7 )和 R
;

(司 所构造的 目标函数 甲关x ) 满

足类似于定理 斗的严凸条件
,

因此 当我们用两组不同的初值时 (如表 l )
,

迭代所得到的两个估

计序列 (如图 斗( c ) 和 ( d ” 都非常接近于原始序列
.

这表明仅用一个采样点
: ( 7) 和自相关函

数 凡 ( ,
) 能唯一地确定原始序列 (图 斗(

a ) )
,

而与初值选择无关
.

另外
,

令人感兴趣的是由于

已知采样点非常靠近于原始序列的尾部
,

因此 若用时域—
频域迭代算法山

,

对于这个实例却

显得无能为力
,

无法收敛于原始序列
,

而用本节介绍的时域迭代法却能十分成功地恢复原始序

列
.

这说明这种算法的稳定性要优于时域— 频域迭代法
。

我们在图 5 (
a )中还给 出了另一个原始序列 ( N ~ 8 )

.

假设已知采样点与例 3 相同
,

仍然为

x( 7)
,

但自相关 凡 (司却不 同于例 3 ,

如图 5 ( b ) 所示
,

因此可得到一个不同于 补 ( X ) 的 目标函

数 和 ( X )
.

可以证明
,

这个 叭 ( X ) 并不满足类似于定理 4 的严凸条件
.

当我们用两组不同的

初值时 (如表 l )
,

迭代所得到的两个估计序列虽然使 甲;

( x ) 的极小值都非常接近于零
,

然而其

中一个估计序列 (图 5 (
c
) )与原始序列之间十分接近

,

而另一个估计序列 (图 5 ( d ) )与原始序列

之间却有着很大的差异 (见表 1 )
.

这表明由非端点 x( 7 ) 和 自相关函数 凡 (的所构造的 目标函

数 叭 ( X ) 至少存在着两个或两个以上的全局极小点
.

因此
,

仅用非端点 x( 7) 和 自相关函数

R ;

(司 是不能唯一确定原始序列 (图 5 ( d ) )的
.

与原始序列之间绝
对误差能量

与原始序列之间 相
对误差能量

唯 一 性
数值函

、
标目 刁极

0
。

1 46 0 4 5 E
一弓

0
。

7 9 4 89 6 E
一 3

0
。

2 1 10弓6 E
一 5

0
。

1 14 8 74 E
一 4

0
.

9 7 E
一

7

0
.

s l E
一
`

0
。

4 06 3 2 2 E
一

7 0
.

5 87 19 l E一 9 0
。

1 S E
一

7

不唯一

一

0
。

2 13 0 3 6 E 十 3

0
。

4 0 7 3 3 5 E
一 4

0
。

呼4 3 0 2 7 E
一 5

0
.

3 0 7 86 7 E + 1

0
.

5 8 8 6弓6 E
一 6

O
。

`咯0 2 3 6 E
一

7

0
。

8 9 E
一

6

0
。

3 0 E
一 8

0
.

I DE
一 8

0
。

8 3 9 5 3 7 E一 5 0
。

1 2 1 3 2 5 E
一

6 0
.

1 4 E
一

8

不唯一
0

。

9 8 1 16 4 E 中 2 0
。

14 1 7 9 2 E + l 0
。

1 9 E
一

6
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四
、

结 论
丈

通过本文的理论分析以及大量的实例验证
,

我们不难得 出以下几点结论
:

第一
,

只要满足一组松弛的条件
,

那末恢复非最小相位信号所需的已知段的长度 。 就可以

缩小到 m 一 1 ,

即仅仅由一个已知采样点以及 自相关函数就能唯一地确定任 意 一 个 离 散 信

号
,

而且这个已知采样点可以是未知序列中的任何一个采样点
.

这不但大大扩展了我们在文

献 〔 l] 中提出的定理 3一定理 , 的适用范围
,

而且更重要的是从理论上较为圆满地解决了本文

引论中
,

所提出的关于利用部分信息恢复有限长度离散信号的第一个基本问题
.

也就是说
,

女仆

果仅仅依赖于幅谱这一部分信息来恢复非最小相位信号
,

必然不满足唯一性
.

为此
,

只需增加

一点信息
,

即已知时域中的任何一个采样点
,

当这个已知采样点和自相关函数所构成的 目标

函数 (由定义 1 或 3 和定义 2 ) 为严 凸函数时
,

那末仅由幅谱就能唯一地恢复非最小相位离

散信号
。

第二
,

为了实现仅由一个时域采样点以及自相关恢复离散信号
,

可以采用类似于可变多

面 体搜索方法的时域迭代法
.

实例表明
,

这种算法是十分有效的
.

与时域
一

频域迭代法相比
.

较
,

虽然两种算法都是引人了全部的非线性方程作为约束条件
,

然而
,

由于时域迭代法省去了

时频域变换这一步骤
,

因此计算时间大大缩短
,

稳定性也显著提高
.

从而进一步解决了本文引

论中所提 出的关于利用信息恢复信号的第二个基本问题
.

当然在应用这种算法时
,

必须选择

合适的迭代初值和初始多面体的步长
,

否则就不易收敛于我们要寻找的那些未知的样本点
.

另

外
,

在某些情况下
,

由于 目标 函数的严凸性条件可能难于验证
,

因此利用这种时域迭代法求得

的极小点
,

只能认为是局部极小点
.

在实际计算中
,

可以选择不同的初始近似进行搜索
,

将所

得的局部极小点进行比较
,

取其中使目标函数值为最小的那个局部极小点作为所求的结果
.

这

种作法在解决实际问题过程中常常是有效的
.
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