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摘要 基于图的半监督分类是近年来机器学习与数据挖掘领域的研究热点之一. 该类方法一般通

过构造图来挖掘数据中所蕴含的本质结构, 并进一步利用图的结构信息帮助对无标签样本进行分

类. 一般来说, 基于图的半监督分类方法的效果高度依赖于其构造的图. 本文提出了一种基于仿射

子空间稀疏表示的图构造方法,该稀疏编码方法在最小化输入信号重构误差时考虑了 3个约束条件:

(1) 输入信号能够被字典矩阵的仿射组合近似表示; (2) 线性表示系数的非负性约束; (3) 线性表示系

数的稀疏性约束. 根据这 3 个约束, 我们构造了基于 l0- 范数的稀疏编码的约束优化问题, 提出相应

近似求解方法, 并进而构造了数据的 l0-图. 最后, 在正则化学习理论框架下, 通过引进度量 l0-图中

结构保持误差的正则项,提出了一种新的半监督学习方法. 该方法具有显性的多类分类函数,同时也

继承了由数据稀疏编码所得 l0- 图中蕴含的强判别信息, 因此对外样本具有快速和准确的分类能力.

一系列人工数据与现实采集的数据集上的实验结果验证了所提半监督分类方法的有效性.

关键词 分类算法 数据稀疏分布 图方法 信号分类 最小二乘方法

1 引言

在很多实际应用中, 如图像分析、药物研究及网页分析等, 有标签样本比较缺乏且难以获得, 而无

标签数据则比较丰富且相对容易获得, 因此近年来出现了半监督分类方法 [1∼3]. 半监督分类的目的是

同时利用少量有标签数据与大量无标签数据中蕴含的信息训练分类器, 提高分类器的泛化性能. 由于

半监督分类需要更少的人力, 且能获得更高的准确率, 所以它已经吸引了数据挖掘以及机器学习领域

众多研究者的广泛关注. 迄今为止,已有多种半监督分类方法被提出 [4, 5],如半监督生成模型的期望最

大化算法 [6, 7]、自训练 [8, 9]、协同训练 [10, 11]、直推式支持向量机 [12,13] 等, 这些方法已在基因数据分

析 [14]、图像分类 [15]、视频分割 [16] 等领域有了初步成功应用.

在众多半监督分类方法中, 基于图的方法研究是最热点的研究领域之一. 这类方法首先在所有训

练数据上构造一个邻域图, 图的结点为训练数据, 边的权重为它所连接的两个数据之间的相似度; 然
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后在此邻域图上基于某种假设 (如聚类假设或流形假设 [4]) 进行分类. 代表性的基于图的半监督分

类方法包括: Gauss 随机场与调和函数 (Gaussian random fields and harmonic functions, GRF) [17]、

局部全局一致性 (local and global consistency, LGC) [18]、线性近邻传播 (local neighborhood prop-

agation, LNP) [19]、Laplace 正则化最小二乘分类 (Laplacian regularized least square classification,

LapRLSC) [20] 等.

尽管基于图的半监督分类方法已被成功地应用在很多领域中 [5],然而其中仍然有一些问题尚未得

到完全合适的解决. 主要考虑如下 3 个方面:

(1) 数据近邻选择. 许多基于图的半监督分类算法所采用的传统的邻域图构造方法, 如 k- 近邻法

或 ε- 近邻法等, 主要依赖于成对的欧式距离, 通过一组重叠的局部片来构造邻域图. 这会带来邻域尺

寸的参数选择问题; 且固定的邻域尺寸无法构造数据自适应的邻域, 因此不适用于分布不均匀的数据;

此外, 这些方法对数据局部噪音与误差比较敏感.

(2) 模型假设. 半监督分类大多基于聚类假设或流形假设. 聚类假设指处在同一聚类中的样本有

较大可能拥有相同的标签; 流形假设则认为沿着数据所在流形相近的样本, 其标签也应相近. 然而现

实中的数据是复杂且多样的, 希望利用新的模型假设, 更好地提取数据中的判别信息进行半监督分类.

(3) 显性的多类分类函数. 许多基于图的分类算法不能提供显性的多类分类函数, 于是不能在线

地对新样本点进行分类. 这一问题限制了这些算法在在线决策场合中的应用.

为了解决上述问题,本文提出在正则化学习理论框架下利用数据稀疏表示中蕴藏的判别信息进行

半监督分类. 数据的稀疏表示 [21] 是指用字典中的一小部分基本数据的线性组合来重构某数据点, 具

有很好的判别性. Wright 等 [22] 利用数据的稀疏表示构造分类器, 得到了一种对图像噪声及遮挡问题

具有较好稳健性的人脸识别方法. Cheng 等 [23] 提出利用数据稀疏表示构建 l1- 图, 该图能自适应选

择数据近邻且展现出很好的识别效果. 在文献 [24] 中, Yan 等认为 l1- 图中边的权重大的数据对, 其类

别标签也应该相似, 由此进行半监督分类. 这些方法是在线性子空间假设基础之上构造稀疏表示问题

的, 即认为同类数据位于同一个线性子空间, 但该假设并不总是成立的. 此外, 在这些方法中, 对于每

个训练数据, 为了获得其稀疏表示系数, 需将相应 l0- 范数最小化问题松弛为 l1- 范数最小化问题进行

求解. 但是这种凸松弛并不能保证所得解 (即子空间重构系数向量)总是有意义的, l1 优化问题可能得

到稠密的稀疏表示系数, 此时违背了子空间重构系数的稀疏性的设想.

不同于上述方法的线性子空间的假设,本文提出一种基于仿射子空间线性重构系数稀疏化表示的

图构造方法, 并进而在正则化学习理论框架下利用所构造的图进行半监督分类. 所构造的稀疏编码问

题在最小化输入数据重构误差时考虑了 3个约束条件:输入数据应当位于基底向量生成的仿射子空间

中; 线性表示系数的非负性约束; 线性表示系数的基于 l0- 范数的稀疏性约束. 我们针对此 l0 优化问

题提出一种近似求解算法, 然后利用仿射子空间的稀疏表示系数构造 l0- 图, 并在流形正则化理论框

架下 [20] 基于所构造的图得到半监督分类器. 所提的半监督分类方法具有显性的多类分类函数, 能够

快速对新来样本点进行分类;而且还继承了稀疏表示的能够自适应进行邻域选择以及具有较高判别性

的优点. 一系列人工数据及现实数据集上的实验结果验证了所提方法具有较强的分类能力.

本文的结构安排如下: 第 2 节回顾相关工作; 第 3 节介绍本文所提的基于仿射子空间的稀疏 l0-

图构造方法, 并导出相应半监督分类方法; 第 4 节给出所提方法在一系列数据集上的实验效果; 最后

在第 5 节对全文进行总结.
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2 相关工作

为了避免混淆, 在此给出本文所使用的部分主要符号. 矩阵用大写字母表示, 数据点都是列向量

形式并用小写字母表示. 我们将半监督分类问题的训练数据表示为 {(xi, zi), xl+j , i = 1, . . . , l, j =

1, . . . , N − l}, 其中 l 与 (N − l) 分别是有标签数据与无标签数据的数目, xi ∈ RD 为数据点, zi ∈
{1, . . . , C} 为 xi 的类别标签, C 为数据的类别总数, X = [x1, . . . , xl, . . . , xN ] ∈ RD×N 为训练数据矩

阵. 向量 xj = [x1j , . . . , xDj ]
T ∈ RD 的 l2- 范数定义为 ∥xj∥2 =

√∑D
i=1(xij)2, 简便起见, 本文将 l2- 范

数用 ∥ · ∥ 表示; 向量 xj ∈ RD 的 l1- 范数定义为 ∥xj∥1 =
∑D

i=1 |xij |; 向量 xj ∈ RD 的 l0- 范数定义为

xj 中非零元素的个数.

2.1 流形正则化框架

流形正则化 (manifold regularization, MR) 框架是由 Belkin 等 [20] 基于再生核希尔伯特空间理论

提出的. 令 HK 为半正定核函数 k(·, ·)所生成的再生核希尔伯特空间,若欲求的分类函数 f 为 HK 中

的实值函数, 则流形正则化框架可以表示为

f∗ = argmin
f∈HK

{
1

l

l∑
i=1

V (xi, zi, f) + γK∥f∥2K + γI∥f∥2I

}
, (1)

其中, V 为损失函数, γK 及 γI 为两个惩罚项参数. 在式 (1) 中, 目标函数的第 1 项为拟合误差项, 它

用来度量已知的类别标签与通过 f 所得预测标签之间的差异; 目标函数的第 2 项为复杂度惩罚项, 它

为 f 在再生核希尔伯特空间 HK 中的范数的平方,用来度量分类函数 f 在 HK 中的函数复杂度;目标

函数的第 3项为光滑度惩罚项,它用来度量分类函数 f 关于数据分布的光滑度.在文献 [20]中, Belkin

等定义了如下的基于流形的光滑度惩罚项, 度量了 f 在数据所在流形上的光滑度,

∥f∥2I =
1

N2

N∑
i,j=1

wij∥f(xi)− f(xj)∥2, (2)

其中 wij 为数据邻域图中边的权重. 此时, 分类函数 f 可显性地由训练数据的核函数线性表出.

广义来讲, 式 (1) 中的损失函数 V 和光滑度惩罚项 ∥f∥2I 可采用不同方式来定义, 由此可导出不

同的分类算法. 例如, 若令式 (1) 中的损失函数 V 为平方损失函数 V (xi, zi, f) = ∥zi − f(xi)∥2, 并
将 ∥f∥2I 定义为式 (2) 的形式, 则可得到 LapRLSC 分类器; 若令式 (1) 中的损失函数为 Hinge 损失函

数 [20], 并且同样把 ∥f∥2I 定义为式 (2) 的形式, 则流形正则化框架给出 Laplace 正则化支持向量机分

类器.

很多基于图的半监督分类算法都可以被纳入流形正则化框架. 然而, 其中仍然存在一些问题需要

解决. 例如, 这些方法经常使用一个固定的邻域尺寸来定义邻域图, 这会出现参数选择这个难题, 且固

定的邻域尺寸不适用于分布不均匀的数据. 另外, 这些方法基于流形假设, 即假定高维数据分布在低

维流形上, 但是此假设并不总是成立的. 因此, 本文提出基于数据稀疏表示的半监督分类方法, 该方法

能够自适应建立数据之间的关系, 且基于稀疏化假设, 具有较好的判别性能.

2.2 基于稀疏表示的分类方法

稀疏表示是指用很小数目的基本信号的线性组合来表示信号中绝大部分信息. 具体来说, 若 x ∈
RD 为输入数据, 给定一个由过完备基向量组构成的字典 Φ ∈ RD×M , 则可通过优化问题 (3) 来寻找 x
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的稀疏表示系数 α∗:

α∗ = argmin
α

∥α∥0 s.t. ∥x− Φα∥ 6 ε, (3)

其中 ε > 0 为噪声容忍度. 然而式 (3) 的确切解只能通过组合搜索的方法获得, 计算复杂度非常高. 针

对此问题, 相关研究者提出了很多替代算法, 如正交匹配追踪 (orthogonal matching pursuit, OMP) [25]

与迭代硬阈值算法 (iterative hard thresholding, IHT) [26] 等. 另一方面, 相关理论结果证明, 当满足一

定条件时, l1- 与 l0- 范数最小化问题是等价的 [27]. 因此, 数据的稀疏表示也可用如下问题求得:

α∗ = argmin
α

∥α∥1 s.t. ∥x− Φα∥ 6 ε. (4)

针对此凸优化问题, 内点法 (interior point method) [28] 与同伦法 (homotopy method) [29, 30] 是两种经

典的求解方法. 然而它们的计算复杂度比较高, 因此近年来相关研究者提出了很多其他方法, 如快速

迭代收缩阈值算法 (fast iterative shrinkage-thresholding algorithm, FISTA) [31], 增广 Lagrange 方法

(augmented Lagrangian methods, ALM) [32], 原始增广 Lagrange 方法 (primal ALM, PALM) [33] 等.

稀疏表示技术最开始被用于信号的压缩和编码, 但由于其中包含很强的判别信息, 所以可被用来

训练分类器. 在文献 [22] 中, Wright 等假设同类数据位于同一个线性子空间, 在此假设下, 图像数据

的稀疏表示是具有判别性的, 有利于数据分类. 具体来说, 对于测试样本 x, 通过如下的 l1- 范数最小

化问题来获得 x 的稀疏表示:

α∗ = argmin
α

∥α∥1 s.t. ∥x−Xα∥ 6 ε, (5)

其中 X = [x1, . . . , xN ] ∈ RD×N 为训练数据矩阵. 随后 Wright 等利用数据的稀疏表示构造分类器, 得

到了一种对图像噪声及遮挡问题具有较好稳健性的人脸识别方法. Yan 等 [24] 基于稀疏表示提出了一

种半监督学习方法. 该方法首先利用数据稀疏表示构建 l1- 图, 图的顶点为所有的样本, 与数据相关联

的边的权重刻画了用其余点表示该点的稀疏表示系数. 相对而言, 传统的 k- 近邻图和 ε- 邻域图的构

建需要有近邻搜索与边的权重选择这两个独立的步骤, 而 l1- 图的近邻结构与边的权重可以同时获得,

且不需要参数. 获得 l1- 图后, 文献 [24] 通过保持图中数据之间的权重来进行半监督学习.

这些基于稀疏表示的分类方法是建立在线性子空间假设基础上的,即认为同类数据位于同一个线

性子空间. 另外,在这些方法中,对于每个训练数据,需要将相应 l0-范数最小化问题松弛为 l1-范数最

小化问题, 获得稀疏表示系数. 但是这种凸松弛可能会得到稠密的表示系数, 此时违背了子空间重构

系数的稀疏性的设想. 因此, 本文提出了基于仿射子空间线性重构系数稀疏化表示的 l0- 图构造方法,

并进而在正则化学习理论框架下利用所构造的图进行半监督分类.

3 基于仿射子空间稀疏表示的半监督分类方法

本节首先提出了数据分布的仿射子空间假设, 及该假设下的线性稀疏编码问题; 随后给出了该问

题的求解算法与相应稀疏 l0- 图构造方法; 最后, 提出基于 l0- 结构图正则化的半监督分类算法.

3.1 基于仿射子空间模型的稀疏表示

线性子空间模型假设同类数据位于同一个线性子空间, 而异类数据分布于不同的线性子空间. 对

于训练样本 xi, 基于线性子空间模型假设的稀疏表示数学模型为

α∗
i = argmin

α
∥α∥1 s.t. ∥xi − X̂iα∥ 6 ε. (6)
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图 1 (网络版彩图) 线性子空间与仿射子空间示意图. (a) 中数据位于三个线性子空间: 两条线和一个平面上;

(b) 中数据位于三个仿射子空间：两条线状仿射子空间和一个平面子空间上

Figure 1 (Color online) Illustrations for linear subspaces and affine subspaces. (a) Data points lying on three linear
subspaces: two lines and one plane; (b) data points lying on three affine subspaces: two lines and one plane.

其中, X̂i = [x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xN ] ∈ RD×(N−1) 为除了 xi 之外的所有训练数据构成的字典矩阵,

ε > 0 为噪声容忍度, α ∈ RN−1 为线性表示系数构成的向量. 则在线性子空间假设下, 所获数据稀疏

表示系数 α∗
i 是具有判别性的, 可以用来训练分类器 [22].

已有的利用稀疏表示的分类方法大多基于线性子空间假设,本文则考虑数据分布的仿射子空间模

型, 即假设同类数据位于同一个仿射子空间, 而异类数据分布于不同的仿射子空间. 需要注意的是, 对

于一个 D 维的仿射子空间 SD, 它可以被认为是包括了 SD 与原点的 D + 1 维线性空间的一个子集.

因此, 当同类数据位于同一个仿射子空间上时, 采用线性子空间模型可能会将位于不同仿射子空间上

的数据混淆. 例如, 图 1(a) 所示的 3 类数据 (红色“×”状点、绿色圆圈、黑色圆点所示) 位于 3 个可

分的线性子空间: 两条线和一个平面, 它们的方程分别为

x = −z =
y

0
, x = z =

y

0
, z = 0. (7)

因为这 3个线性子空间是可分的,所以已有基于线性子空间假设的稀疏表示方法能够正确地对测试点

进行稀疏编码. 另一方面, 图 1(b) 所示的 3 类数据位于 3 个仿射子空间: 两条线和一个平面. 它们的

方程分别为

x− 1

4
= −z =

y

0
, x+

1

4
= −z =

y

0
, z = 0. (8)

因为这两条线所对应的线性子空间是完全相同的,所以基于线性子空间假设的稀疏表示方法可能会利

用另一个仿射子空间中的数据点 (绿色圆圈)来对测试点进行稀疏编码. 在第 4节中,我们针对图 1(b)

所示数据进行了实验, 实验结果显示出我们方法能够较好地判别出数据点之间的仿射关系.

在仿射子空间模型假设下,若每类有足够多的训练样本,记为 Ak = [xk,1, . . . , xk,nk
] (其中 nk 为第

k 类训练数据的个数), 则任意训练数据 xk,i 近似位于本类中其他训练数据所生成的仿射子空间, 即

xk,i = αk,1xk,1 + · · ·+ αk,i−1xk,i−1 + αk,i+1xk,i+1 + · · ·+ αk,nk
xk,nk

, eTαk = 1, (9)

其中, αk = [αk,1, . . . , αk,i−1, αk,i+1, . . . , αk,nk
]T 为重构系数向量, e为元素全为 1的向量. 进一步地,我

们可将 xk,i 表示为所有的 C 类训练数据的仿射组合:

xk,i = Xα, eTα = 1, (10)
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其中 X = [A1, . . . , AC ] ∈ RD×N 为训练数据矩阵, α = [0, . . . , 0, αk,1, . . . , αk,i−1, 0, αk,i+1, . . . , αk,nk
,

0, . . . , 0]T ∈ RN 为系数向量. 此时 α 自然地具有稀疏性, 因为只有与 xk,i 同类的那些点对应的分量

值非零. 若 D < N , 则式 (10) 为欠定的, 此时可通过如下的稳健稀疏表示问题来获得数据 xi 的表示

系数:

α∗
i = argmin

α
∥xi − X̂iα∥2, s.t. eTα = 1, ∥α∥0 6 K, (11)

其中 X̂i = [x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xN ] ∈ RD×(N−1), αi = [αi,1, . . . , αi,N−1]
T ∈ RN−1 为表示系数, K 为

稀疏度参数. 可以看出, 通过式 (11) 寻找数据的稀疏表示能够自动判别训练集中的不同类别. 因此基

于仿射子空间模型的稀疏表示具有较好判别性能, 有利于解决目标分类任务.

进一步地, 为了利用稀疏表示系数刻画数据关系, 定义数据邻域图中边的权重, 我们在式 (11) 中

加入非负约束, 得到如下基于仿射子空间假设的稀疏编码问题:

α∗
i = argmin

α
∥xi − X̂iα∥2, s.t. eTα = 1, α > 0, ∥α∥0 6 K. (12)

所构造的稀疏表示问题满足 3 个约束: 第 1 个约束是令稀疏表示系数向量中各元素之和为 1, 即认为

输入数据应当近似位于其余训练样本生成的仿射子空间中;第 2个约束保证了稀疏表示系数向量中各

元素的非负性, 以便于在半监督学习中利用稀疏表示系数定义数据邻域图中边的权重; 第 3 个约束则

限制了所得表示系数中非零元素的个数, 以得到稀疏的解. 需要一提的是, 稀疏编码问题 (12) 不仅可

以处理同类训练数据位于同一个仿射子空间的情况,也可以处理同类训练数据位于同一个线性子空间

的情况, 因为线性子空间是一个特殊的仿射子空间.

3.2 基于仿射子空间的稀疏 l0- 图

第 3.1小节中构造的稀疏编码问题 (12)是非凸且 NP难的,本小节将针对该问题提出一种简单但

有效的近似求解算法. 随后将给出基于仿射子空间的稀疏 l0- 图的构造方法.

对于优化问题 (12), 其目标函数可以作如下变换:

Q(α) = ∥xi − X̂iα∥2 = ∥xie
Tα− X̂iα∥2 = ∥(xie

T − X̂i)α∥2 = αT(xie
T − X̂i)T(xie

T − X̂i)α. (13)

因此, 优化问题 (12) 可以变为

α∗
i = argmin

α
αTHiα, s.t. eTα = 1, α > 0, ∥α∥0 6 K, (14)

其中 Hi = (xie
T − X̂i)T(xie

T − X̂i), 易看出, Hi 为半正定矩阵.

根据以上分析, 可以构造稀疏编码问题 (12) 的近似求解方法, 如算法 1 中第 2∼11 行所示. 我们

对其中的记号作一些说明:

• 第 7 行中的 suppK(·) 为硬阈值指标算子. 给定向量 α = [α(1), . . . , α(m)]
T ∈ Rm, 指标集

suppK(α) = {j|α(j) 为 α(1), . . . , α(m) 中具有最大绝对值的 K 个之一 }.
• 第 8 行中的 T (·, ·) 为修剪算子. 给定向量 α = [α(1), . . . , α(m)]

T ∈ Rm 与指标集 I = {i1, . . . , iK}
(K < m), 修剪算子 T (α, I) 输出向量 α̂ = [α̂(1), . . . , α̂(m)] ∈ Rm, 使得 α̂ 是由 α 依据指标集 I 修剪而

得, 即

α̂(i) =

 α(i), 若 i ∈ I

0, 其他
(i = 1, . . . ,m). (15)
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具体地说, 为了获得稀疏表示问题 (12) 的解, 首先通过二次规划问题 (如算法 1 中第 6 行所示)

获得一个稠密的表示系数 α∗
i (t+ 1), 然后通过修剪算子将 α∗

i (t+ 1) 中的绝对值较小的元素变为 0 (如

第 7, 8行所示)以满足稀疏约束 ∥αi∥0 6 K,并将新的表示系数归一化 (如第 9行所示)以满足仿射约

束 eTαi = 1, 由此得到表示系数 αi(t+ 1); 随后, 将 αi(t+ 1) 传递到下一次迭代过程, 重新进行以上步

骤, 以此得到越来越接近于式 (12) 的真实解的稀疏表示系数.

算法 1 基于仿射子空间的稀疏 l0- 图构造算法

输入: 训练样本矩阵 X = [x1, . . . , xN ] ∈ RD×N , 参数 K, 最大迭代步数 T

输出: 稀疏 l0- 图的权重矩阵 W

1: for i = 1 to N do

2: X̂i = [x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xN ];

3: Hi = (xie
T − X̂i)T(xie

T − X̂i);

4: t = 1, αi(t) = 0;

5: while t 6 T 且不收敛 do

6: α∗
i (t+ 1) = argmin

α

(
αTHiα− αT

i (t)Hiα
)
, s.t. eTα = 1, α > 0;

7: I = suppK(α∗
i (t+ 1));

8: α̂i(t+ 1) = T (α∗
i (t+ 1), I)

9: αi(t+ 1) =
α̂i(t+1)

eT α̂i(t+1)
;

10: t = t+ 1.

11: end while

12: αi = αi(t);

13: for j = 1 to N do

14: if j < i then

15: Wij = αi,j ;

16: else if j = i then

17: Wij = 0;

18: else

19: Wij = αi,(j−1);

20: end if

21: end for

22: end for

性质1 对于数据 xi (i = 1, . . . , N),有 Q(α∗
i (t+1)) 6 Q(αi(t)) (t > 1),其中 Q(α) = ∥xi − X̂iα∥2.

证明 简便起见, 本证明中将 αi(t) 记为 α(t), αi(t+ 1) 记为 α(t+ 1), α∗
i (t+ 1) 记为 α∗(t+ 1).

从算法中可知, α∗(t+ 1) 是如下优化问题的解:

α∗(t+ 1) = argmin
α

L(α;α(t)), s.t. eTα = 1, α > 0, (16)

其中 L(α;α(t)) = αTHiα− αT(t)Hiα. 由式 (13) 与 (14) 易得

Q(α)−Q(α(t)) = 2L(α, α(t))− (α− α(t))THi(α− α(t)). (17)

由于 Hi 是半正定矩阵, 所以 (α − α(t))THi(α − α(t)) > 0, 于是 Q(α) − Q(α(t)) 6 2L(α;α(t)). 又由

L(α∗(t + 1);α(t)) 是 L(α;α(t)) 关于 α 的最小值, 可得 L(α∗(t + 1);α(t)) 6 L(α(t);α(t)) = 0. 因此,

Q(α∗
i (t+ 1)) 6 Q(αi(t)).

算法 1 描述了基于仿射子空间的稀疏 l0- 图的构造方法. 具体来说, 对于每一个训练样本 xi (i =

1, . . . , N), 我们可通过稀疏编码问题 (12) 获得其余训练样本对该样本的稀疏表示系数 αi = [αi,1, . . . ,
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αi,N−1]
T ∈ RN−1. 若记 βi = [αi,1, . . . , αi,i−1, 0, αi,i, . . . , αi,N−1]

T ∈ RN , 则 βi 的第 j 个元素 βi,j 可作

为数据 xi 与 xj 之间关系的一种度量, 并可由此构造基于仿射子空间的稀疏 l0- 图 G = (V,W ). 邻域

图 G 的顶点集 V 由所有训练数据 x1, . . . , xN 构成; 同时, 若 βi,j ̸= 0, 则在顶点 xi 与 xj 之间建立一

条直接相连的有向边, 边的权重为 Wij = βi,j . 与传统的 k- 近邻图或 ε- 近邻图相比, 此处构造的 l0-

图的优势在于: 首先, l0- 图能够自适应选择数据近邻; 而传统的 k- 近邻图或 ε- 近邻图采用固定的邻

域尺寸, 无法构造数据自适应的邻域, 因此不适用于数据分布不均匀及可用数据不充足的情形. 其次,

l0-图具有稀疏性,在大规模数据的应用中,能够大幅减少数据存储量. 最后,传统的 k-近邻图或 ε-近

邻图仅根据数据间欧氏距离关系确定数据近邻, 而 l0- 图深层挖掘了数据中所蕴含的本质稀疏结构信

息, 有利于帮助有标签样本对无标签样本进行分类, 具有很好的判别性能.

3.3 基于仿射子空间的稀疏正则化半监督分类方法

对于流形正则化学习框架:

f∗ = argmin
f∈HK

{
1

l

l∑
i=1

V (xi, yi, f) + γK∥f∥2K + γI∥f∥2I

}
, (18)

在此令 f(·) 为 C 类判别函数 f(x) = [f1(x), f2(x), . . . , fC(x)]
T, 则数据 x 所属的类别可定义为

argmaxi=1,...,C fi(x). 相应地, 需将已知类别标签 zi ∈ {1, . . . , C} (i = 1, . . . , l) 转化为 C 维的标签

向量 yi = [y1i, . . . , yCi]
T:

yji =

 1, 若 zi = j

0, 其他
(j = 1, . . . , C). (19)

对于式 (18) 中目标函数的第 1 项: 拟合误差项, 将损失函数 V 定义为平方损失, 即

V (xi, yi, f) = ∥yi − f(xi)∥2. (20)

对于式 (18)中目标函数的第 2项:复杂度惩罚项,利用 fs (s = 1, . . . , C)在与半正定核函数 k(·, ·)
对应的再生核希尔伯特函数空间 HK 中的范数来定义. 若 fs 可以表示为 fs =

∑
i η

(s)
i k(wi, ·), 则对于

向量函数 f(x) = [f1(x), f2(x), . . . , fC(x)]
T, ∥f∥2K 可以被定义为

∥f∥2K =
C∑

s=1

∥fs∥2K =
C∑

s=1

∑
i,j

η
(s)
i η

(s)
j k(wi, wj). (21)

对于式 (18) 中目标函数的第 3 项: 光滑度惩罚项, 利用 3.2 小节所提的稀疏 l0- 图来定义. l0- 图

中的权重 Wij 度量了样本 xj 对样本 xi 稀疏表示的贡献度, 其中含有强判别信息. 假设判别函数在数

据集样本点上的输出也满足稀疏编码的重构关系,这样每个样本点的标签能够被其他样本点的标签所

稀疏表示. 基于此, 定义如下的惩罚项, 来度量判别函数 f 保持数据稀疏表示系数的能力:

∥f∥2I =
1

N2

N∑
i=1

∥∥∥∥∥∥f(xi)−
N∑
j=1

Wijf(xj)

∥∥∥∥∥∥
2

2

. (22)

此处构造的基于稀疏表示的光滑度惩罚项 (22) 与流形正则化框架中基于流形的光滑度惩罚项 (2) 的

区别在于: 首先, 式 (2) 常利用传统的 k- 近邻图或 ε- 近邻图选取数据近邻, 然后只对近邻数据对赋予
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非零权重, 固定的邻域尺寸及相应权重不适用于分布不均匀的数据, 无法很好地刻画数据类别标签间

的关系; 而式 (22) 根据数据稀疏表示自动获得近邻结构与边的权重, 利用数据的稀疏表示信息对数据

类别标签 f(xi) 进行重构, 具有更好的判别性能. 其次, 式 (2) 是建立在流形假设基础上的, 认为沿着

数据所在流形相近的样本其标签也应相近. 然而现实中的数据是复杂且多样的, 本文所提光滑度惩罚

项 (22) 利用新的仿射子空间稀疏模型假设, 能更好地提取数据中的判别信息进行半监督分类.

将上面所定义的判别函数、拟合误差项 (20)、复杂度惩罚 (21)、光滑度惩罚项 (22) 代入流形

正则化框架 (18) 中, 可获得我们的基于仿射子空间的稀疏正则化半监督分类方法 (semi-supervised

classification based on affine subspace sparse regularization, SSC-ASSR):

f∗=argmin
fs∈HK
s=1,...,C

1

l

l∑
i=1

∥yi − f(xi)∥2 +γK

C∑
s=1

∑
i,j

η
(s)
i η

(s)
j k(wi, wj) +

γI
N2

N∑
i=1

∥∥∥∥∥∥f(xi)−
N∑
j=1

Wijf(xj)

∥∥∥∥∥∥
2

2

,(23)

其中 γK 与 γI 是惩罚项参数.

定理1 优化问题 (23) 的解具有如下形式:

f(x) =
N∑
i=1

bik(xi, x), (24)

其中 bi = [b1i, . . . , bCi]
T ∈ RC .

证明 请参考文献 [20] 的 3.4 小节中定理 2 的证明.

将表达式 (24) 代入式 (23) 并进行整理, 可获得如下的凸优化问题:

B∗ =argmin
B∈RC×N

{
1

l
tr
(
(Y −BKJ)(Y −BKJ)T

)
+ γKtr(BKBT)

+
γI
N2

tr(BK(I −W )T(I −W )KBT)

}
. (25)

其中, Y = [y1, . . . , yl,0, . . . ,0] ∈ RC×N 为标签矩阵, 0 ∈ RC 为零向量; B = [b1, . . . , bN ] ∈ RC×N 为核

函数的系数矩阵; K = (k(xi, xj)) ∈ RN×N 为核矩阵; J ∈ RN×N 为前 l 个对角元素为 1, 其余元素为

0 的对角矩阵; W ∈ RN×N 为稀疏 l0- 图的权重矩阵; I 为 N 阶的单位阵. 令目标函数对 B 的导数为

0, 可得到式 (25) 的最优解:

B∗ = Y

(
KJ + γK lI +

γI l

N2
K(I −W )T(I −W )

)−1

. (26)

则问题 (23) 的解为

f∗(x) = (f∗
1 (x), f

∗
2 (x), . . . , f

∗
C(x))

T =
N∑
i=1

b∗i k(xi, x), (27)

其中 b∗i 为 B∗ 的第 i 列. 因此, 我们的 SSC-ASSR 分类器为

g∗(x) = argmax
s=1,2,...,C

{f∗
s (x)}. (28)

基于以上思想, 将对应的 SSC-ASSR 算法进行总结, 如算法 2 所示.
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算法 2 基于仿射子空间的稀疏正则化半监督分类方法 (SSC-ASSR)

输入: 数据集 {(x1, z1), . . . , (xl, zl), xl+1, . . . , xN}, 惩罚项参数 γK、γI , 核函数 k(·, ·), 稀疏编码参数 K, 稀疏编码最大

迭代步数 T

输出: 半监督分类函数 g∗(x) = argmax
s=1,2,...,C

{f∗
s (x)}

1: 由算法 1 计算稀疏 l0- 图的权重矩阵 W ;

2: 计算核矩阵 K = (k(xi, xj)) ∈ RN×N ;

3: 根据式 (26) 计算核矩阵 K 的系数矩阵 B∗;

4: 根据式 (27) 计算判别函数 f∗(x).

4 实验

为了评价所提算法的分类性能,本节在图 1(b)所示人工数据以及如下 6个标准数据集上进行了分

类实验: USPS手写数字 [34] 与 ORL人脸 [35] 数据集1);来自于 IDA标准数据库的 Splice与Waveform

数据集2); 来自于 UCI 机器学习库的 Tic-Tac-Toe Endgame 与 Pima Indians Diabetes 数据集3). 人工

数据集包含了 3 类数据, 每类有 50 个点. 对于 USPS 数据库, 我们从中随机选取了手写数字 “0” 与

“1”的各 500张图像,构成了 USPS数据集. ORL数据集包含了 400张图像,它们属于 40个不同的类.

我们所取的 Splice与Waveform数据集各包含了 1000个数据; Tic-Tac-Toe Endgame 与 Pima Indians

Diabetes 数据集各包含了 958 和 768 个数据. 为了减轻不同维度的不同尺度所造成的负面影响, 对于

所有数据集, 将训练数据矩阵 X ∈ RD×N 的每一行都进行归一化使该行的最大元素为 1.

在实验中参与比较的算法为: 本文所提的 SSC-ASSR, LapRLSC [20], GRF [17], 1- 近邻 (1-NN),

LNP [19], SRC [22], l1-graph SSC [24]. 对于参数选择问题, SSC-ASSR, LapRLSC, GRF 均将 Gauss 核参

数 σ 作为算法实施的关键参数. 在实验中, 从 {0.01σ0, 0.1σ0, σ0, 10σ0, 100σ0} 中通过交叉验证法选择
σ, 其中 σ0 为训练集中数据点对之间的 l2 距离的均值. SSC-ASSR与 LapRLSC还需要指定惩罚项参

数 γK 与 γI . 令 CK = γK l, CI = γI l
N2 , 可以发现算法对于这两个参数并不十分敏感, 因此在所有的实

验数据中固定 CK = 0.005, CI = 1. SSC-ASSR 算法在计算基于核的稀疏表示时还需要设置参数 K,

在实验中将其设置为 0.8×min{n1, . . . , nc}, 其中 ni 为第 i 类训练数据所包含样本个数. SRC 算法只

需要一个参数: 误差容忍度 ϵ. 在文献 [22]中, 该参数被固定为 ϵ 0 = 0.05, 因此在实验中我们将采取同

样的设置. 对于 LapRLSC, GRF, LNP 所需要的邻域尺寸参数, 在 ORL 数据集中将其设置为 4 (ORL

训练数据集中每类只包含 9 个点), 在其他数据集中设为 7.

分类实验是按照如下方式进行的. 对于每个数据集 X , 利用十倍交叉验证法进行测试. 令 X1 表

示每次的训练集, X2 表示测试集. 随机从 X1 中选出 m 个数据点, 假定它们的类别标签是已知的, 由

此得到有标签集 L; X1 中剩下的数据认为其标签未知, 由此得到无标签集 U . 那么, 对于 1-NN, SRC

这两个有监督算法, 将有标签集 L 作为训练数据集; 而对于 LapRLSC, GRF, LNP, l1-graph SSC 以及

所提的 SSC-ASSR这几种半监督算法,将集合 X1 = L∪U 作为训练数据集,即同时利用有标签数据与

无标签数据进行训练. 然后首先对无标签数据集 U ⊂ X1 中的数据进行分类, 再对测试数据集 X2 中

的所有数据进行分类.

各算法在训练数据集中的无标签数据 U ⊂ X1 上的分类结果如图 2 所示, 在测试数据集 X2 上的

分类效果如图 3 所示, 其中 m 为 X1 中有标签数据的数目. 可以看出, 在人工数据集、USPS 数据集

1) http://www.cad.zju.edu.cn/home/dengcai/Data/data.html.

2) http://mldata.org/repository/tags/data/IDA Benchmark Repository/.

3) http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.html.
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图 2 (网络版彩图) 各算法在无标签数据集 U ⊂ X1 上的分类准确度, 其中 m 为 X1 中有标签数据的数目

Figure 2 (Color online) Classification accuracies of the algorithms on the unlabeled data set U ⊂ X1, where m is the
number of labeled data points in X1. (a) Synthetic Data; (b) USPS; (c) ORL; (d) Splice; (e) Waveform; (f) Tic-Tac-Toe

Endgame; (g) Pima Indians Diabetes

995



古楠楠等: 基于仿射子空间稀疏表示的半监督分类

m

20 40 60 80 100 120

A
cc

u
ra

cy
 (

%
)

60

70

80

90

100

SSC-ASSR

SRC

l1-graph SSL

1-NN

GRF

LapRLSC

LNP

m

100 200 300 400 500 600 700 800

A
cc

u
ra

cy
 (

%
)

95

96

97

98

99

100

SSC-ASSR

SRC

l1-graph SSL

1-NN

GRF

LapRLSC

LNP

m

50 100 150 200 250

A
cc

u
ra

cy
 (

%
)

50

60

70

80

90

SSC-ASSR

SRC

l1-graph SSL

1-NN

GRF

LapRLSC

LNP

m

100 200 300 400 500 600 700 800

A
cc

u
ra

cy
 (

%
)

50

55

60

65

70

75

80

85

SSC-ASSR

SRC

l1-graph SSL

1-NN

GRF

LapRLSC

LNP

m

100 200 300 400 500 600 700 800

A
cc

u
ra

cy
 (

%
)

50

55

60

65

70

75

80

85

90

SSC-ASSR

SRC

l1-graph SSL

1-NN

GRF

LapRLSC

LNP

m
100 200 300 400 500 600 700 800

A
cc

u
ra

cy
 (

%
)

65

70

75

80

85

90

95

SSC-ASSR

SRC

l1-graph SSL

1-NN

GRF

LapRLSC

LNP

m
100 200 300 400 500 600

A
cc

u
ra

cy
 (

%
)

60

65

70

75

80

SSC-ASSR

SRC

l1-graph SSL

1-NN

GRF

LapRLSC

LNP

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g)

图 3 (网络版彩图) 各算法在测试数据集 X2 上的分类准确度, 其中 m 为 X1 中有标签数据的数目

Figure 3 (Color online) Classification accuracies of the algorithms on the test set X2, where m is the number of labeled
data points in X1. (a) Synthetic Data; (b) USPS; (c) ORL; (d) Splice; (e) Waveform; (f) Tic-Tac-Toe Endgame; (g) Pima

Indians Diabetes
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图 4 (网络版彩图) 对于人工数据集中的测试点, 将其余训练数据 (横轴所示) 作为字典所获的稀疏表示系数 (纵轴

所示). 红色线对应的点 (即横坐标为 1 ∼ 49 的点) 为与测试数据同类的点

Figure 4 (Color online) The sparse representation coefficients (as shown by vertical axis) of the test point in the synthetic
data set, with the rest training data (as shown by horizontal axis) being the dictionary. The points corresponding to the

red lines (i.e., the points with the horizontal coordinates of 1 ∼ 49) are in the same class of the test point.

与 ORL 数据集上, 当有标签数据个数 m 较小时, 所提 SSC-ASSR 方法具有明显优势. 在 Splice 与

Tic-Tac-Toe Endgame 数据集上, 当有标签数据个数 m 较大时, 所提 SSC-ASSR 方法具有明显优势;

在 Pima Indians Diabetes 与 Waveform 数据集上, 所提 SSC-ASSR 方法一直具有明显优势. 对于基

于数据稀疏表示的 SRC 与 l1-graph SSC 方法, 它们在人工数据集、Waveform 数据集、Pima Indians

Diabetes 数据集上具有最差的效果, 这可能是由于这几个数据集违背了线性子空间的假设.

此外, 对图 1(b) 所示人工数据集中的测试点 x∗ (蓝色正方形点), 将其余训练数据作为字典获得

x∗ 的稀疏表示 α∗ = [α∗
1, . . . , α

∗
N−1]

T , 结果如图 4 所示. 参与比较的算法包括: 本文所提基于仿射子

空间的稀疏表示方法 (affine subspace based sparse representation, ASSR), OMP [25], IHT [26], Penalty

Decomposition (PD) [36]; Log-Barrier内点方法 [37], PALM [33],基追踪问题的原始—对偶方法 (primal-

dual algorithm) [37]. 其中, 前 4 种为 l0 稀疏表示问题求解算法, 后 3 种为 l1 稀疏表示问题求解算法.

在图 4 中, 横坐标表示各训练数据的指标 i, 纵坐标表示第 i 个数据所对应的稀疏表示系数 α∗
i . 红色

线对应的点 (即横坐标为 1 ∼ 49 的点) 为与测试数据同类的点, 绿色与黑色线对应的点 (即横坐标为

50 ∼ 149 的点) 为其他两类数据. 从图中可以看出, 对于所构造的满足仿射子空间假设的数据, 本文所

提方法获得的稀疏表示系数能较准确地找到与测试数据 x∗ 同类的点, 能够判断出数据间的仿射关系,

因此具有较好的判别性.

5 结论

本文提出了一种基于仿射子空间的稀疏正则化的半监督分类方法. 该方法首先将每个训练数据用

其余训练数据稀疏编码, 该稀疏编码问题在最小化重构误差的同时考虑 3 个约束: 仿射组合约束, 非

负性约束与稀疏约束; 然后基于所得稀疏表示系数自适应建立数据间近邻关系, 由此得到训练数据集

的稀疏 l0- 图; 最后在流形正则化理论框架下, 通过保持 l0- 图中数据之间的稀疏重构关系, 获得显性

的多类分类函数. 一系列人工数据与实际数据集上的实验验证了所提半监督分类方法具有较好的判别
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性能. 然而, 该方法也存在一些问题. 例如, 算法需要对每个训练样本进行稀疏编码, 这使得算法运行

效率比较低; 未来我们将研究快速的基于稀疏表示的半监督分类方法. 另外, 对于所提半监督分类算

法的 Gauss 核函数中的参数 σ, 本文在实验中采用交叉验证法进行选取; 在未来的研究中, 将考虑使

用更加快速有效的选取方法 [38].
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Semi-supervised classification based on affine subspace sparse
representation
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Abstract Graph-based semi-supervised classification is one of the hottest research areas in machine learning

and data mining. These methods usually model an entire dataset as a graph, then utilize the structure information

extracted by the graph to help with the classification of unlabeled data. Generally speaking, the performance of

graph-based semi-supervised classification methods highly depends on the constructed graphs. In this paper, we

propose a new kind of graph construction method based on affine subspace sparse representation. The proposed

sparse coding method minimizes the construction error of the input signal, considering three constraints: (1) the
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input signal being approximately reconstructed by the affine combination of the dictionary; (2) the nonnegativity

constraint of the reconstruction coefficients; (3) the sparsity constraint of the reconstruction coefficients. Based on

the constraints, we present the l0-norm constrained optimization problem for sparse coding; then, we propose the

algorithm to solve the problem and further construct the l0-graph of data. Finally, under the manifold regulariza-

tion framework, we propose a new kind of semi-supervised classification method by introducing the regularization

term that measures the structure preserving error of the l0-graph. The proposed semi-supervised classification

method has an explicit multiclass classification function and inherits the strong discriminative information from

sparse representation. As a result, it has efficient and effective classification ability. Experimental results on

artificial and real-world datasets are provided to show the effectiveness of the proposed method.

Keywords classification algorithms, sparse data distributions, graphic methods, classification of signals, least

squares method
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