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奈奎斯特判据在时滞对象自抗扰控制中的应用
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摘要:奈奎斯特判据是研究控制系统稳定性的传统工具,但目前在教学中受重视不够.本文用奈奎斯特判据研究了一

阶时滞对象线性自抗扰控制的稳定性,其中对象不稳定或临界稳定,同时采用降阶扩张状态观测器.先通过框图把问题

简化为时滞对象反馈控制的标准形式,再分情况绘制奈奎斯特图,分析稳定性.得到了和近期结果一致的稳定性充要条

件.表明奈奎斯特判据并未过时,仍可在控制理论的研究和教学中发挥重要作用.
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  2022年是厦门大学控制科学与工程学科成立50
周年,也是奈奎斯特发表文献[1]90周年.该文提出了

基于频率响应分析反馈系统稳定性的图形化判据,该
判据为控制系统的分析和设计提供了新方法,标志着

频域方法的成熟和古典控制时期的到来.此后,这一

判据被称作奈奎斯特判据,成为古典控制的核心内

容,在自动控制的理论研究、工程实践和教学中发挥

着重要作用.而文献[1]也入选控制理论历史上最重

要的25篇文献,并因为发表时间而位居第一[2].
然而,20世纪60年代现代控制理论兴起后,整个

古典控制不再时髦,甚至被误解为简单、过时.奈奎斯

特判据也就随之被冷落,在教学和科研中的地位不断

降低.目前,国内通常仅在本科阶段学习奈奎斯特判

据,研究生阶段不再系统讲述,转而强调状态空间方

法.这就导致作为科研主力的研究生们总体上不熟悉

奈奎斯特判据,难以用它解决面对的科研问题.而这

又进一步加剧了“简单、过时”的误解,甚至还要加上

“无用”.奈奎斯特判据陷入了“被误解—不被重视—
难以应用—误解加深”的正反馈,其研究日渐衰微.

与状态空间方法相比,奈奎斯特判据有其独特的

优势.它巧妙地平衡了数学严谨和工程直观.它以复

变函数理论为基石,充分严谨,常常能得到稳定性的

充要条件;它以图形为主要分析手段,足够直观,便于

工程技术人员接受.它一般不需要繁杂的数学运算,
过程简洁明了,特别适合研究低阶单输入单输出

对象.
为体现奈奎斯特判据的优势,本文用它研究时滞

对 象 的 自 抗 扰 控 制 (activedisturbancerejection
control,ADRC).ADRC是韩京清研究员[3-5]提出的一

种通用控制技术.它汲取了PID控制的思想精华,具
有结构简单、调参方便、鲁棒性好、适用面广等优点.
它以“内扰”来描述对象的不确定性,并将内扰和外扰

归结为总扰动,再构造扩张状态观测器(extended
stateobserver,ESO)实时估计总扰动,最后用反馈予

以补偿,从而实现“自抗扰”.由于统一处理内、外扰,
ADRC不依赖对象的数学模型,在克服对象不确定性

和抑制外扰方面具有独特的优势.21世纪以来,
ADRC蓬勃发展,在工业过程、伺服系统、汽车工业和

航空航天等领域不断取得成功应用[6-7].受应用研究

的激励,ADRC的理论研究也日趋活跃,成为当时一

个热点[8-10].
在工业过程领域,由于存在传输时滞、容积时滞、

测量时滞等因素,被控对象常常是时滞对象.ADRC
高度重视时滞对象,发展出无视时滞法、阶次提高法、
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时滞预估法等若干种控制时滞对象的方法,在工程实

际中取得了良好的效果[11-12].但时滞对象ADRC的理

论研究相对滞后,直到近年才找到若干稳定性条

件[13-14].目前,时滞对象ADRC稳定性研究的主要工

具是时滞常微分方程稳定性理论,这一时域方法可以

得到严格、精巧的理论结果,但存在理论艰深、学习困

难的缺点.
本文用奈奎斯特判据重新研究了一阶时滞对象

在ADRC下的稳定性.所研究问题的特点是,对象不

稳定或临界稳定,ADRC中采用降阶ESO.这两点增

加了问题的难度,一度被认为难以用传递函数方法研

究[14].本文先进行框图化简,将原问题分母中的超越

函数项分离出来,成为时滞对象反馈控制的标准形

式.再分情况绘制奈奎斯特图分析稳定性,得到了与

文献[14]一致的充要条件.这表明,奈奎斯特判据是

研究ADRC的有力工具.

1 奈奎斯特判据简介

考虑图1(a)所示的反馈控制系统,其中r与y分

别参考信号与输出,G(s)与F(s)分别是前向通道和

反馈通道的传递函数.该系统的稳定性取决于特征

方程

1+G(s)F(s)=0 (1)
根的位置.当且仅当所有的根都在开左半平面(left-
half-plane,LHP)时,系统是稳定的.

奈奎斯特判据用作图法判断方程(1)根的位置.
它让s在复平面上沿图1(b)的D形围道运动,即先令

s=iω,其中i是虚数单位,让ω从-∞增加到+∞,
此时s从-∞i出发沿虚轴运动到 +i∞;再令s=

+∞eiθ,让θ从+π2
减小到-π2

,此时s从+i∞沿半

径无穷大的顺时针半圆回到 -i∞.如果虚轴上有

G(s)F(s)的极点,则要以半径无穷小的逆时针半圆避

开,图1(b)就避开了在原点的极点.这一过程中,
G(s)F(s)在复平面上的轨迹称为奈奎斯特曲线,整张

图称为奈奎斯特图.绘制奈奎斯特曲线时,通常先绘

制s从原点出发沿正虚轴到+i∞的曲线,再利用对称

性绘制s从-i∞到原点的曲线,最后补齐其他部分.
也可用MATLAB等软件绘制.

假定奈奎斯特曲线顺时针N 次包围点-1+i0,
而G(s)F(s)在右半平面有P 个极点.奈奎斯特判据

断言,方程(1)的全部根中,不在LHP的根有Z=N+
P个.显然,当且仅当Z=0时,反馈系统稳定.

图1 反馈系统和D形围线

Fig.1 FeedbacksystemandDcontour

奈奎斯特判据适用于时滞对象[15].其详细介绍和

绘图细节可见文献[16-17].

2 理论结果

2.1 问题描述

设有一阶时滞对象

x·(t)=Lx(t)+d(t)+but-τ  , (2)
其中,u和x分别是对象的输入与输出,d是外部扰

动,常数L,b,τ的数值已知,且满足L≥0,b,τ>0.控

制器设计的目标是跟踪参考信号r.典型的r是一个

阶跃信号.
为实现这一目标,文献[14]设计了降阶ESO
η
·(t)=-βη(t)-β2x(t)-βbu(t-τ),
δ
∧

(t)=η(t)+βx(t), (3)

和控制器

u(t)=1b
[k(r(t)-x(t))-δ

∧

(t)]. (4)

问题是分析由式(2)~(4)组成的一阶LADRC系统的

稳定性.
注1 式(3)被称作降阶ESO的原因是它的微分

方程只有一阶,而一般针对式(2)设计的ESO为两阶.

2.2 框图及其简化

线性自抗扰控制(LADRC)系统(2)~(4)有框图

如图2[14]所示,其中

H(s)= ks+kβ
(β+k)s+kβ

, (5)

C(s)= s(β+k)+kβ
b(s+β-βe-τs), (6)

P(s)= 1
s-L. (7)

由于控制器C(s)的分母是超越函数,其稳定性分

析被认为是一个难题.
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图2 LADRC系统(2)~(4)的框图[14]

Fig.2 BlockdiagramofLADRCsystem(2)~(4)[14]

现在化简图2.由于外扰不影响线性时不变

(lineartime-invariant,LTI)系统的稳定性,将D(s)删
去.考虑到图3所示模块有传递函数

e-τs

s+β-βe-τs, (8)

则图2可以化简为图4(e),中间过程见图4(a)~(d).

图3 一个具有传递函数(8)的模块

Fig.3 Ablockwithtransferfunction(8)

图4 化简图2结果

Fig.4 SimplificationofFigure2

2.3 增益穿越频率

图4(e)中的反馈回路有传递函数

W(s)= β
s+β

e-τs1
β

β+k  s+βk
s-L

ks+kβ+βL
β+k  s+βk

=

 ks+kβ+βL
s+β  s-L  e

-τs, (9)

其特征方程为

s+β  s-L  + ks+kβ+βL  e-τs =0.(10)
注意到式(10)也是图2的特征方程,这再次表明图2
和图4(e)的稳定性相同.

引理1 假设k,β>0,考虑式(9)和方程

|W(iω)|=1. (11)
方程(11)有4个根,其中有且仅有一个正实根

ωc =
 

β2+L2-k2  2+4β2kk+2L  - β2+L2-k2  
2 .

(12)
证明 方程(11)可以改写为

ω2+β2 ω2+L2 = k2ω2+ kβ+βL  2,
两边平方后得

ω4+ β2+L2-k2  ω2- k2β2+2kβ2L  =0.
它有两个实根ω1,2=±ωc 和两个虚根,其中有且仅有

ωc 是正实根.
引理1表明,当s从原点出发运动到+i∞的过程

中,仅在ωc 处穿越单位圆一次.在古典控制中,ωc 被

称作增益穿越频率,它是用奈奎斯特图分析稳定性时

的一个关键参数.

引理2 对于任意ω>0,有W(iω)<-π2.

证明 由式(9),有

∠W iω  =∠iωk+kβ+βL
iω+β

+∠ 1
iω-L-τω.

因为L≥0,所以∠iωk+kβ+βL
iω+β

≤0,∠ 1
iω-L≤

-π2
,于是W iω  <-π2.

2.4 稳定性条件

现在建立稳定性条件.
定理1 考虑由式(2)~(4)组成的一阶LADRC

系统,假定k+β>L.记时滞上界

τ* =

 1ωc
arctankωc ω2c+βL  -βωc k+L  L-β  

ββL+ω2c  k+L  +ω2ckL-β    .
(13)
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该LADRC系统稳定的充要条件是时滞τ<τ*.
证明 分别考虑L=0和L>0两种情况.L=

0时,式(9)简化为

W(s)=k
se

-τs,

而式(12)和(13)也分别简化成ωc=k和τ* =π2k.此时

W(s)在原点有一个极点,其D形围道需要绕开,如图1
(b)所示.在绕开后,W(s)在右半平面无极点,由奈奎斯

特判据,系统稳定当且仅当奈奎斯特曲线不包围点-1.

图5 L=0时W(s)的奈奎斯特图

Fig.5 NyquistdiagramofW(s)whenL=0

下面证明不包围点-1的充要条件就是τ<τ*.
分析W(s)的奈奎斯特曲线,当ω=0+ 时,W(iω)在

-i∞附近;随着ω的增加,在ω=ωc处穿越单位圆;此
后保持在单位圆内.当且仅当τ<τ* 时,有

∠W iωc  =-π2-τωc<-π, (14)

由引理2,W(s)的奈奎斯特曲线在第二象限穿入单位

圆.此时整个奈奎斯特图不包围-1点,如图5(a)所
示,其中蓝色实线是s从i0+ 出发运动到+i∞的曲线,
黑色实线是s从-i∞沿负虚轴运动到i0- 的曲线,而
点划线大半圆是图1(b)中D形围道绕开原点的那一

段小半圆生成的.
而当τ≥τ* 时,式(14)不成立,系统不是稳定的.

图5(b)是一个不稳定的例子,W(s)的奈奎斯特曲线

顺时针包围点-1一次.
当L>0时,W(s)在原点无极点,D形围道不需

要绕开原点.同时W(s)在右半平面有一个极点,由奈

奎斯特判据,系统稳定当且仅当奈奎斯特曲线逆时针

包围点-1一次.

由式(9),W(0)=-1-k
L
,位于点-1的左边和

单位圆外.而W(+i∞)=W(-i∞)=0,位于点-1
的右边和单位圆内.而由引理1,当s从原点出发运动

到+i∞时,奈奎斯特曲线仅于ωc处穿越单位圆一次.

而由引理2,W(iωc)<-π2.因此,当且仅当

W(iωc)>-π (15)
时,奈奎斯特曲线在第二象限穿入单位圆,逆时针包围

-1点一次,如图6(a)所示.其中蓝线是从外向内穿入

单位圆,而黑线是从内向外穿出单位圆.如果不等式

(15)不成立,ADRC系统不是稳定的.图6(b)是一个

不稳定的例子,奈奎斯特曲线顺时针包围点-1一次.
而不等式(15)成立的充要条件就是τ<τ*.因为

-∠(iωc-L)=-π+∠(iωc+L),
而

∠W iωc  =∠ikωc+kβ+βL  -∠iωc+β  -
 ∠iωc-L  -τωc,

于是不等式(15)等价于

τωc<∠ikωc+kβ+βL  -∠iωc+β  +
 ∠iωc+L  .

而由于

∠ikωc+kβ+βL  -∠iωc+β  +∠iωc+L  =

 ∠ ikωc+kβ+βL  iωc+L  
iωc+β  =

 ∠ikωc+kβ+βL  iωc+L  -iωc+β  =

 arctankωc ω2c+βL  -βωc k+L  L-β  
ββL+ω2c  k+L  +ω2ckL-β    =

 ωcτ*,
当且仅当τ<τ* 时,不等式(15)成立.

综合L=0和L>0两种情况,定理1得证.

3 讨论与算例

3.1 与文献[14]的比较

定理1得到的时滞上界和文献[14]一致,这表明
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图6 L>0时W(s)的奈奎斯特图

Fig.6 NyquistdiagramofW(s)whenL>0

了奈奎斯特判据的有效性.但定理1和文献[14]存在

若干差别,在此进行比较.
从方法看,本文的主要方法是奈奎斯特判据,文

献[14]的主要方法是时滞微分方程的稳定性理论.两
种方法都能得到正确的结果,但奈奎斯特判据为自动

化背景的研究人员所熟悉,数学专业的未必熟悉;时
滞微分方程理论则相反,为数学背景的研究人员所熟

悉,但自动化专业的常不熟悉.
从证明过程看,本文需要分别讨论L=0和L>0

两种情况,不如文献[14]数学上简洁.但从工程的角

度,L=0意味着对象临界稳定且包含一个积分器,而
L>0意味着对象不稳定且不包含积分器,两者的差

别明显而重要.因此,分情况讨论在工程上是合理的.
从结果来看,本文没有对外扰d作假设,而文献

[14]假设d的极限存在且为一个有界常数.这一假设

对于稳定性无必要,因为对象和ADRC都是LTI的,
整个LADRC系统也是LTI的,而LTI系统的稳定性

与外扰无关.这个假设是为了保证d能被完全兑消.

3.2 算例

本节通过两个算例说明定理1.
例1 在对象(2)中取L=1,b=4,外扰d(t)=

0.1·1(t),其中1(t)是单位阶跃信号.在式(3)中取

β=2,而在式(4)中取k=3.由引理1,ωc= 10;由
定理1,τ* =0.3567.在(2)~(4)分别取τ=0.35和

τ=0.36,用MATLAB数值求解方程(2)~(4),结果

如图7所示.从图中可以看出,τ=0.35时,x和u减

幅振荡,表明系统稳定;τ=0.36时,x和u 增幅振

荡,表明系统不稳定,完全符合定理1的结论.
例2 仍取L=1,b=4,β=2,k=3.令τ=

0.15,外 扰 取 d1(t)= 0.1·1(t)和 d2(t)=
0.1sin(2t)·1(t).用 MATLAB数值求解方程(2)~

图7 例1的输出x(a)和控制u(b)

Fig.7 Theoutputx(a)andcontrolu(b)ofexample1

(4),结果如图8.从图8中可以看到,两种情况系统都是

稳定的,差别在于,d1(t)完全被兑消,而d2(t)没有被完

全兑消,导致x和u在暂态结束以后仍存在振荡分量.

图8 例2的输出x(a)和控制u(b)

Fig.8 Theoutputx(a)andcontrolu(b)ofexample2
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4 结 论

本文以奈奎斯特判据研究时滞对象自抗扰控制

的稳定性,得到了和文献[14]定理1一致的充要条

件,并且放松了对外扰的要求.这表明,奈奎斯特判据

并未过时,仍可以在控制理论的前沿研究发挥作用.
为更好地发挥其作用,有必要加强奈奎斯特判据和整

个古典控制理论的教学,尤其是研究生阶段的教学.

参考文献:
[1] NYQUISTH.Regenerationtheory[J].TheBellSystem

TechnicalJournal,1932,11(1):126-147
[2] BASART.Controltheory:twenty-fiveseminalpapers

(1932-1981)[M].NewYork:Wiley-IEEE,2001.
[3] 韩京清.自抗扰控制器及其应用[J].控制与决策,1998,

13(1):19-23.
[4] 韩京清.自抗扰控制技术:估计补偿不确定因素的控制技

术[M].北京:国防工业出版社,2008.
[5] HanJQ.FromPIDtoactivedisturbancerejectioncontrol

[J].IEEETransactionsonIndustrialElectronics,2009,

56(3):900-906.
[6] 陈增强,程赟,孙明玮,等.线性自抗扰控制理论及工程应

用的若干进展[J].信息与控制,2017,46(3):257-266.
[7] ZHENGQ,GAOZ.Activedisturbancerejectioncontrol:

somerecentexperimentalandindustrialcasestudies[J].
ControlTheoryandTechnology,2018,16(4):301-313.

[8] HUNGY,XUEW.Activedisturbancerejectioncontrol:

methodology and theoretical analysis [J].ISA
Transactions,2014,53(4):963-976.

[9] 李杰,齐晓慧,万慧,等.自抗扰控制:研究成果总结与展

望[J].控制理论与应用,2017,34(3):281-295.
[10] WUZ,ZHOUH,GUOB,etal.Reviewandnewtheoretical

perspectivesonactivedisturbancerejectioncontrolfor
uncertain finitedimensional and infinite-dimensional
systems[J].NonlinearDynamics,2020,101:935-959

[11] 韩京清.时滞对象的自抗扰控制[J].控制工程,2008(增
2):7-10,18.

[12] 王丽君,李擎,童朝南,等.时滞系统的自抗扰控制综述

[J].控制理论与应用,2013,30(12):1521-1533.
[13] CHENS,XUEW,ZHONGS,etal.Oncomparisonof

modifiedADRCsfornonlinearuncertainsystemswith
timedelay[J].ScienceChina(InformationSciences),

2018,61(7):212-226.
[14] CHENS,XUE W,HUANG Y.Analyticaldesignof

activedisturbancerejectioncontrolfornonlinearuncertain
systemswithdelay[J].ControlEngineeringPractice,

2019,84:323-336
[15] TSYPKIN Y Z.Stabilityofsystems with delayed

feedback[J].AvtomathikaⅠTelemech,1946,7:107-129.
[16] 吴麒,王诗宓.自动控制原理[M].2版.北京:清华大学

出版社,2006.
[17] FRANKLINGF,POWELLJD,EMAMI-NAEINIA.

动态系统的反馈控制[M].7版.刘建昌,于霞,马丹,译.
北京:机械工业出版社,2016.

Nyquistcriterionusedinactivedisturbancerejection
controlfortime-delayplants

JINHuiyu1*,NIGang2,LANWeiyao1,LIZhibin3*
(1.SchoolofAerospaceEngineering,XiamenUniversity,Xiamen361102,China;2.NewH3CTechnologies

Co.,Ltd,Hangzhou310051,China;3.CollegeofElectricalEngineeringandAutomation,

ShandongUniversityofScienceandTechnology,Qingdao266510,China)

Abstract:Nyquistcriterionisatraditionalapproachtoinvestigatethestabilityofcontrolsystems,butnowitisnotpaidenough
attentionineducation.Inthispaper,thestabilityoflinearactivedisturbancerejectioncontrolsforfirst-orderplustime-delayplantsis
studiedwithNyquistcriterion.Theplantsareeithercriticallystableorunstable,whiletheextended-stateobserverisreducedorder.
Theproblemissimplifiedintothestandardblockdiagramoffeedbackcontrolforatime-delayplant,thentheNyquistdiagramis
drawntoanalyzethestabilityrespectivelyforthecriticallystableandunstableplants.Sufficientandnecessaryconditionsofstability
areobtained,andarefoundconsistentwithrecentresults.ItshowsthatNyquistcriterionisnotoutdatedandcancontinuouslyplayan
importantroleincurrentresearchandeducationofcontroltheory.

Keywords:Nyquistcriterion;time-delayplant;activedisturbancerejectioncontrol;blockdiagram;stability
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