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摘要 宏观上不混溶的复合黏性流体的运动规律主要由尖锐界面模型和扩散界面模型来描述. Navier-

Stokes/Allen-Cahn (NS/AC) 耦合方程是描述扩散交界过程最主要的微观连续介质模型之一, 本文研

究 NS/AC 方程弱解的尖锐界面极限问题. 具体地, 考虑 3 维有界光滑域中 NS/AC 方程弱解, 假设连

续介质模型的扩散层厚度 ϵ (> 0) 趋向于 0, 本文证明弱解序列 (uϵ, cϵ) 在弱拓扑意义下收敛到极限函

数 (u0, c0), 并讨论极限函数所满足的方程与平均曲率流方程之间的联系. 证明主要基于 NS/AC 方程

弱解关于 ϵ 的一致能量估计和测度意义下的紧性性质.
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1 引言

复合流体内部微观结构的发展演化影响物质材料宏观的动力学性质. 界面现象发生时, 存在某种

机制促使混合体产生空间分离并强制过渡, 如聚合物的熔化过程、液晶流体和悬浮液的形成过程等.

不同于单一流体的运动状态, 由于多分子尺度的耦合性、混合交界面的移动和变形等现象, 这一问题

在理论研究中变得更加复杂. 宏观上两种不相容的流体混合时, 会在微观层面产生局部的渗透交叉过

程、并在 “小尺度的微薄层面” 产生相互作用, 形成非稳定的扩散对流机制, 长时间后达到稳定的平衡

态, 形成相对固定的 “微薄交界层”. 特别情形下, 当一种物质的比例占绝对优势时, 还会导致液滴现

象的形成. 到目前为止,已经积累了大量关于两相流之间转换的研究结论.我们推荐文献 [21,23,24,33]
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等关于这一方面的介绍. 材料的微观结构决定了其宏观物理和力学性能, 因此微观结构的演化被广泛

研究. 复合材料在介观尺度上大多是不均匀的, 由界面隔开的晶粒带有过剩的自由能是热力学的不稳

定表现, 晶界面的变化减小使得总自由能达到极小而变得相对稳定. 研究相变和微观结构演化通常有

连续相场和尖锐界面两种常用的方法:

(1) 连续相场模型是基于扩散理论 (即在一个很窄的区域内连续变化) 来反映晶界面的性质;

(2)尖锐界面允许在界面处的不连续变化,这种传统的模拟方法使用于一维或者球形晶粒系统,很

难准确刻画真实复杂形态的晶粒变化, 参见图 1.

在连续相场模型中, 微观结构的演化用连续函数 (场变量) 进行分析, 根据保守场变量和非保守

场变量, 被大家广泛采用和研究的数学模型分别是 Cahn-Hilliard 非线性扩散方程和 Allen-Cahn 弛豫

方程. 这两类数学模型在理论研究上有相通性, 如两类方程都满足同一泛函 (在不同拓扑下) 的梯度

流结构, 因此可以在能量框架下采用类似的方法对两类方程展开研究. 但它们也有明显不同的数学结

构, 如 Allen-Cahn 方程的抛物型特点使得解本身满足极值原理, 而 Cahn-Hilliard 方程的高阶性质导

致极值原理不再成立, 但是满足保体积变换 (相关内容的研究可以参见文献 [29, 37, 40]). Allen-Cahn

方程

cϵt + div(uϵcϵ) = ∆cϵ − 1

ϵ2
f(cϵ) (1.1)

首次被 Allen 和 Cahn [6] 提出用来描述抑制相域的形成机制, cϵ 表示相场变量函数, uϵ 表示流体的速

度, 势能密度函数 f 促使各自相域的形成, 而扩散项 ∆cϵ 的抑制作用使得复合流体达到某种平衡, 常

数 ϵ > 0 表示混合层面的厚度. 复合流体的微观连续介质模型到尖锐界面模型的极限问题, 即 ϵ 趋向

于零, 是一个被广泛研究的重要课题. 方程 (1.1) 尖锐界面极限问题的形式分析可参见文献 [6, 19, 34]

及相关文献. 这一问题在数学上的严格证明,参见文献 [10,20]对一维空间情形的研究以及文献 [12,14]

在高维径向假设下的讨论. Allen-Cahn 方程 (1.1) 到曲率流方程的第一个整体收敛结果最早由 Evans

等 [16] 证明得到. 此外, Ilmanen [25] 证明了连续介质模型弱解的尖锐界面极限满足 Brakke平面曲率流

方程. 随后, 文献 [35, 36] 对 Ilmanen 的研究结果进行了改进和推广.

本文考虑带有对流项的 Allen-Cahn弛豫方程与描述流体基本运动规律的 Navier-Stokes方程的耦

α β 

图 1 (网络版彩图) 扩散界面与尖锐界面 (图片来自文献 [39])
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合系统 

divuϵ = 0, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

uϵt + div(uϵ ⊗ uϵ) +∇P ϵ = ∆uϵ − ϵdiv(∇cϵ ⊗∇cϵ), (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

cϵt + div(uϵcϵ) = ∆cϵ − 1

ϵ2
f(cϵ), (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

uϵ = 0,
∂cϵ

∂n⃗
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

(1.2)

其中, Ω ⊂ R3 是 3 维空间中的光滑有界区域, 时间 T > 0 是给定的常数, 未知函数 P ϵ 表示流体的

内部压力, 其余函数的物理意义与 (1.1) 中相同, 常数 ϵ > 0 表示混合层面的厚度, n⃗ = n⃗(x) 表示在

点 x ∈ ∂Ω 处的法向量. 势能函数定义为

F (s) =

∫ s

0

f(τ)dτ,

其中势能密度函数 f 的正则性假设会在下述的假设 1.1 中给出. 为简单起见, 方程 (1.2) 中涉及的流

体黏性系数、表面张量系数和迁移率等变量均取值为单位常量.

对非光滑晶体界面的研究在几何变分问题中也非常重要, 如对非光滑物理对象的建模分析、存在

性理论和正则性理论等. 假设流体的自由界面移动完全由界面的平均曲率流决定, 可以得到如下描述

混合流体动力学性质的平均曲率流方程 (参见文献 [17, 27]):

divu0 = 0, (x, t) ∈ Ω\Γt,

u0t + u0 · ∇u0 +∇P 0 = ∆u0, (x, t) ∈ Ω\Γt,

[∇u0 − P 0] · n⃗Γt
= σHn⃗Γt

, (x, t) ∈ Γt,

[u0] = 0, (x, t) ∈ Γt,

V + u0 · n⃗Γt = H, (x, t) ∈ Γt,

u0 = 0, (x, t) ∈ ∂Ω,

(1.3)

其中, 时间变量 t ∈ [0, T ], 自由界面 Γt 依赖于时间的变化, n⃗Γt 是自由界面 Γt 上的法向量, 常数 H 的

取值由 Γt 本身和该曲面上的总势能决定, Ω\Γt 表示被界面 Γt 分离开的两个随时间变化而变化的子

区域, 区域 Ω 内流体的速度不加区分地用 u0 表示, [g] 表示函数 g 沿曲面 Γt 的跳跃间断, 即

[g](x) = lim
h↓0

(g(x+ hn⃗)− g(x− hn⃗)), x ∈ Γt.

耦合了流体动力学性质的扩散交界方程能更加真实有效地反映流体的运动规律. NS/AC方程 (1.2)

到平均曲率流方程 (1.3)的界面极限问题得到了越来越多的物理学家和数学家的关注.当极限系统 (1.3)

的解充分光滑时, Abels和 Fei [1] 针对二维光滑有界区域情形,利用渐近匹配扩展的方法讨论了 NS/AC

方程到尖锐界面的极限问题, 并得到了收敛率估计. Abels 和 Liu [3] 研究了 Stokes/Allen-Cahn 方程的

界面极限问题. 文献 [1, 3] 均需要对解的光滑性作较高的要求. 这一类问题的更多研究成果可参见文

献 [13, 22,26] 等及其相关引用.

本文主要研究方程 (1.2)弱解的界面极限问题:当混合层厚度 ϵ ↓ 0时,讨论方程 (1.2)的解 (uϵ, cϵ)

在弱拓扑意义下的收敛极限, 并分析函数 (u0, c0) 满足的方程与平均曲率流方程 (1.3) 之间的联系. 为

此首先给出方程 (1.2) 弱解的定义, 本文中出现的一些常用记号和运算会在本节末尾处给出解释.
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定义 1.1 对于固定的 ϵ > 0和 T > 0,称满足如下性质的函数 (uϵ, cϵ)是方程 (1.2)在时间 (0, T )

内的一个弱解 (uϵ, cϵ):

(1)

uϵ ∈ L∞(0, T ;L2
0(Ω;R3)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω;R3)),

cϵ ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω));

(2) 对于给定的 0 6 t1 < t2 < T,

• 积分等式∫ t2

t1

∫
Ω

(
cϵϕt +∇ϕ · uϵcϵ −∇cϵ∇ϕ− 1

ϵ2
f(cϵ)ϕ

)
dxdt =

∫
Ω

cϵϕ(x, t2)dx−
∫
Ω

cϵϕ(x, t1)dx (1.4)

对于任意 ϕ ∈ C1(Ω× [t1, t2]) 都成立,

• 积分等式∫ t2

t1

∫
Ω

(uϵψt + uϵ ⊗ uϵ : ∇ψ −∇uϵ∇ψ)dxdt−
∫ t2

t1

∫
Ω

div(∇cϵ ⊗∇cϵ) · ψdxdt

= −
∫
Ω

uϵψ(x, t1)dx, (1.5)

对于任意 ψ ∈ C1
0 (Ω× [t1, t2);R3) 且 divψ = 0 都成立,

• 初边值条件在迹的意义下成立;

(3) 定义能量密度函数

eϵ :=
ϵ

2
|∇cϵ|2 + 1

ϵ
F (cϵ) (1.6)

对几乎处处的 s > 0 或者 s = 0, 有不等式∫
Ω

(
1

2
|uϵ|2 + eϵ

)
(x, t)dx+

∫ t

s

∫
Ω

(
|∇uϵ|2 +

∣∣∣∣ϵ∆cϵ − 1

ϵ
f(cϵ)

∣∣∣∣2)dxdτ
6

∫
Ω

(
1

2
|uϵ|2 + eϵ

)
(x, s)dx, ∀ t > s. (1.7)

注 1.1 当初值函数满足 (u0, c0) ∈ L2
0(Ω,R3) ×H1(Ω) 时, 方程 (1.2) 存在定义 1.1 意义下的一

个弱解, 详见文献 [41].

接下来对势能函数作一些必要的技术性假设.

假设 1.1 假设势能函数 F (s) 满足

(1)

0 6 F (s) ∈ C2(R), F (±1) = F ′(±1) = 0;

(2) 存在常数 α1 ∈ (−1, 1), 满足

F ′(s) > 0, 若 s ∈ (−1, α1),

F ′(s) 6 0, 若 s ∈ [α1, 1);

(3) 存在常数 α2 ∈ (0, 1) 和 α3 > 0, 使得对所有的 p > 12
5 有

F ′′(s) > α3|s|p−2, ∀ |s| > α2.
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下面的定理是本文的主要结论.

定理 1.1 在假设 1.1 的条件下, 如果初始能量关于 ϵ 一致有界, 即∫
Ω

(
1

2
|uϵ|2 + eϵ

)
(x, 0)dx 6 C0 <∞, (1.8)

则方程 (1.2) 的弱解 (uϵ, cϵ) 满足如下性质:

(1) 存在极限函数 (u, µ) 使得
uϵ ⇀ u 在 L∞(0, T ;L2

0(Ω;R3)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω;R3)) 内,

uϵ → u 在 L2(0, T ;L2
0(Ω;R3)) ∩ C([0, T ];L2

0(Ω;R3)- 弱 L2 拓扑下) 内,(
ϵ∆cϵ − 1

ϵ
f(cϵ)

)
⇀ µ 在 L2(0, T ;L2(Ω)) 内.

(1.9)

(2) 对于任意时间 t ∈ [0, T ], 存在可测集合 Ωt ⊂ Ω× {t} ⊂ Ω× [0, T ] 使得

χ(Ωt) ∈ L∞(0, T ; BV(Ω)) ∩ C1/4([0, T ];L1(Ω)), (1.10)

此外,

cϵ → −1 + 2χ(Ωt) a.e. 在 Ω× (0, T ) ∩ C1/16([0, T ];L2(Ω)) 内,

cϵ ⇀ −1 + 2χ(Ωt) 在 C1/8([0, T ];L2(Ω)) 内.
(1.11)

(3) 存在一个 Radon 测度 λ 使得

eϵ(cϵ)dxdt ⇀ λ 弱意义下, 在M(Ω× [0, T ]) 内,

Cλt(Ω) > |∇χ(Ωt)|σ 在区间 (0, T ) 内几乎处处成立,
(1.12)

其中 σ =
∫ 1

−1

√
F (s)ds.

(4) 对于任意 ϕ ∈ C1
0 (Ω× [t1, t2]) 和满足 divψ = 0 的函数 ψ ∈ C1

0 (Ω× [t1, t2];R3), 积分等式∫ t2

t1

∫
Ω

(2χ(Ωt)ϕt + 2χ(Ωt)u · ∇ϕ+ µϕ)dxdt =

∫
Ω

2χ(Ωt)ϕ(x, t)|t2t1dx (1.13)

和 ∫ t2

t1

∫
Ω

(uψt + u⊗ u : ∇ψ −∇u∇ψ)dxdt

=

∫ t2

t1

∫
Ω

ψ · div
( 3∑

i=1

b̃ivi ⊗ vi

)
dλt(x)dt+

∫
Ω

uψ(x, t)|t2t1dx (1.14)

成立, 其中 v = (v1, v2, v3) 为 R3 空间中模为单位长度的向量, 常数 b̃i ∈ [0, 1], 且满足
∑3

i=1 b̃i ∈ [0, 1].

(5) 能量型不等式

λt(Ω) +

∫ t

s

∫
Ω

(|∇u|2 + |µ|2)dxdτ 6 λs(Ω) (1.15)

对几乎处处的 t > s > 0 成立.
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定理的证明基于能量估计方法和测度意义下的紧性性质. 具体地,首先从 NS/AC方程 (1.2)弱解

序列 (uϵ, cϵ) 的基本能量估计出发, 借用文献 [11, 31, 41] 中的一些证明技巧以及处理流体方程的一些

经典方法,利用文献 [4,18]中的紧致性结论,成功得到解序列的一致紧性估计和正则性估计,并分析极

限函数在弱意义下满足的方程,对极限函数满足的方程与平均曲率方程 (1.3)作了对比和联系.证明过

程中需要小心处理弱意义下的极限过程,克服耦合流体动力学方程后计算过程的复杂性和证明的不确

定性; 此外, 在假设 1.1 条件 (3) 中, 需要势能函数 F 更高的强制性假设来估计速度函数, 这与处理单

一的 Allen-Cahn 方程 [11, 25,28] 不一样.

本文的一些常用符号和计算规定如下:

标注 1.1 矩阵 A = (aij)n×n 和 B = (bij)n×n 的运算 A : B =
∑n

i,j=1 aijbij ; 单位矩阵 I =

(δij)n×n, 这里 δij 是 Kronecker delta 函数. 向量 a, b ∈ Rn 的标量积和张量积分别表示为 a · b =∑n
i=1 aibi 和 a⊗ b = (aibj)n×n. 采用文献 [4, 9, 18, 38] 中的定义, 对给定的有界光滑域 Ω ⊂ Rn 和正整

数 k > 1, 集合 Ck
0 (Ω,Rn) 包含了所有 k 次可微且具有紧支集的函数 f : Ω → Rn. 集合 Ck

0 (Ω) =

Ck
0 (Ω,R) 可类似地定义. Ck(Ω) 和 Ck(Ω) 分别表示 Ω 上连续函数的集合和一致连续函数的集合.

对于 α ∈ (0, 1), 集合 Cα(Ω) 表示指标为 α 的 Hölder 空间; 非同质的 Sobolev 空间记为数学符

号 W k,p(Ω,Rn). 特别地, 令 L2
0(Ω,Rn) 表示集合 {f : f ∈ Ck

0 (Ω,Rn),divf = 0} 中的函数在 L2(Ω,Rn)

的闭包. 类似地定义 W k,p(Ω) =W k,p(Ω,R), Lp =W 0,p, Hk =W k,2. 此外, Radon 测度M(Ω) 是指所

有连续函数在 Ω 上的泛函生成的空间. 有界变差 (bounded variation, BV) 函数空间

BV(Ω) := {f ∈ L1(Ω) : ∇f ∈ M(Ω)},

其中范数

∥f∥BV(Ω) = ∥f∥L1(Ω) + |∇f |(Ω),

半范数 |∇f |(Ω) 的定义为

|∇f |(Ω) := sup

{∫
Ω

fdivψdx, ∀ψ ∈ C∞
0 (Ω), |ψ| 6 1

}
. (1.16)

本文余下内容的安排如下. 第 2 节给出定理 1.1 的证明过程, 具体分为 3 个小节详细展开. 第 2.1

小节得到解序列 (uϵ, cϵ) 的一致紧性估计, 并分析它们在合适拓扑下的极限. 在此基础上, 第 2.2 小节

论证了能量不等式 (1.15) 的正确性. 第 2.3 小节分析极限函数 (c, µ, χ) 的性质, 验证定理 1.1 中的积

分等式. 第 3 节对极限函数满足的方程与尖锐界面方程 (1.3) 作比较, 并讨论相互之间的联系.

2 定理 1.1 的证明

本节证明定理 1.1. 详细证明过程分几个小节展开. 如无特殊说明, 字母 C > 1 表示一个不依赖

于参数 ϵ 的通用常数.

2.1 解序列 (uϵ, cϵ) 的紧致性: (1.9)–(1.11) 的证明

由能量不等式 (1.7) 和初始函数的一致有界假设 (1.8) 推导出, 对所有的 t > 0, 有∫
Ω

(
1

2
|uϵ|2 + eϵ

)
(x, t)dx+

∫ t

0

∫
Ω

(
|∇uϵ|2 +

∣∣∣∣ϵ∆cϵ − 1

ϵ
f(cϵ)

∣∣∣∣2)dxdτ
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6
∫
Ω

(
1

2
|uϵ|2 + eϵ

)
(x, 0)dx

6 C, (2.1)

其中能量密度函数 eϵ 的定义参见 (1.6).

利用假设 1.1, 当 |s| 的取值较大时,

F (s) = F (s)− F (1)

= F ′(1)(s− 1) + F ′′(ξ)(s− 1)2

= F ′′(ξ)(s− 1)2

> α3|ξ|p−2(s− 1)2 > C−1(s− 1)2

> C−1(|s| − 1)2.

结合 (2.1) 以及势能密度函数 eϵ := ϵ
2 |∇c

ϵ|2 + 1
ϵF (c

ϵ) > 0, 得到

1

ϵ

∫
Ω

(|cϵ| − 1)2dx 6 1

ϵ

∫
Ω

F (cϵ)dx 6 C. (2.2)

再次利用假设 1.1 中的条件 (3), 并注意 Ω 是有界的, 得到∫
Ω

|cϵ|pdx 6 C. (2.3)

接下来证明

cϵ ∈ C1/8([0, T ];L2(Ω)). (2.4)

引入标准的磨光算子 K(x) (参见文献 [15]), 并作伸缩变换 Kη(x) =
1
ηnK(xη ) (η > 0). 令表达式

⟨cϵ⟩η =

∫
Ω

Kη(x− y)cϵ(y, t)dy

表示函数 cϵ 在 Ω 内的磨光逼近. 由于边界 ∂Ω 是光滑的, 所以在有界域 Ω 内部近边界附近的磨光可

以采用镜像反射技巧来实现 (参见文献 [11]). 利用 (2.2) 和假设 1.1, 有

∥⟨cϵ⟩η∥Lp(Ω) + η∥∇⟨cϵ⟩η∥Lp(Ω) 6 C. (2.5)

定义

W ϵ(x, t) :=W (cϵ(x, t)) =

∫ cϵ(x,t)

−1

√
F̃ (s)ds, F̃ (s) = min{F (s), 1 + s2}.

根据假设 1.1 的条件 (1) 和 (2), 当 |cϵ(x, t)| 取值较大时, 容易验证 (W ϵ)′′ > C > 0. 通过直接计算 (参

见文献 [2, (3.27)]), 得到

C−1|s1 − s2|2 6 |W (s1)−W (s2)| 6 C|s1 − s2|(1 + |s1|+ |s2|), ∀ s1, s2 ∈ R. (2.6)

由此,

|cϵ(x, t)− cϵ(y, t)|2 6 C|W ϵ(x, t)−W ϵ(y, t)|. (2.7)
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注意到 ∥K∥L1 = 1. 由 Hölder 不等式和 (2.7), 直接计算得到

∥⟨cϵ⟩η − cϵ∥2L2(Ω) 6
∫
Ω

∫
B(0,1)

K(y)|cϵ(x, t)− cϵ(x− ηy, t)|2dydx

6 C

∫
Ω

∫
B(0,1)

K(y)|W ϵ(x, t)−W ϵ(x− ηy, t)|dydx

6 C

∫
B(0,1)

K(y)|W ϵ(x, t)−W ϵ(x− ηy, t)|dy

6 C

∫
B(0,1)

K(y)

∫ 1

0

∣∣∣∣ ddτ W ϵ(x− τηy, t)

∣∣∣∣dτdy
6 Cη

∫
B(0,1)

K(y)

∫ 1

0

|∇W ϵ(x− τηy, t)|dτdy

6 Cη

∫
Ω

|∇W ϵ(x, t)|dx.

由此, 得到

∥⟨cϵ⟩η − cϵ∥2L2(Ω) 6 Cη

∫
Ω

|∇W ϵ(x, t)|dx

6 Cη

(
ϵ

∫
Ω

|∇cϵ(x, t)|2dx+
1

ϵ

∫
Ω

F (cϵ(x, t))dx

)
6 Cη, (2.8)

其中最后一个不等号利用了能量不等式 (2.1).

固定 0 6 t1 < t2 < T , 构造截断函数

ϕn(t) =


n(t− t1), t1 6 t 6 t1 +

1

n
,

1, t1 +
1

n
6 t 6 t2 −

1

n
,

n(t2 − t), t2 −
1

n
6 t 6 t2,

并假定该函数在其余地方取值为 0. 在定义 1.1 的积分等式 (1.4) 中选取实验函数 ϕn(t)(⟨cϵ⟩η(x, t1)−
⟨cϵ⟩η(x, t2)), 然后取极限 n→ ∞, 得到∫

Ω

(cϵ(x, t1)− cϵ(x, t2))(⟨cϵ⟩η(x, t1)− ⟨cϵ⟩η(x, t2))dx

= −
∫ t2

t1

∫
Ω

uϵcϵ∇(⟨cϵ⟩η(x, t1)− ⟨cϵ⟩η(x, t2))dxdt

−
∫ t2

t1

∫
Ω

(
ϵ∆cϵ − 1

ϵ
f(cϵ)

)
(⟨cϵ⟩η(x, t1)− ⟨cϵ⟩η(x, t2))dxdt. (2.9)

利用 (2.1) 和 (2.5), (2.9) 中最后两个积分满足如下估计:∣∣∣∣− ∫ t2

t1

∫
Ω

uϵcϵ∇(⟨cϵ⟩η(x, t1)− ⟨cϵ⟩η(x, t2))dxdt
∣∣∣∣

6 C
√
t2 − t1∥uϵ∥L2(t1,t2;L6

0)
∥cϵ∥

L∞(t1,t2;L
12
5 )

∥∇⟨cϵ⟩η∥
L∞(t1,t2;L

12
5 )

6 C
√
t2 − t1∥uϵ∥L2(t1,t2;L6

0)
∥cϵ∥L∞(t1,t2;Lp)∥∇⟨cϵ⟩η∥L∞(t1,t2;Lp)
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6 Cη−1
√
t2 − t1,∣∣∣∣ ∫ t2

t1

∫
Ω

(
ϵ∆cϵ − 1

ϵ
f(cϵ)

)
(⟨cϵ⟩η(x, t1)− ⟨cϵ⟩η(x, t2))dxdt

∣∣∣∣
6 C

√
t2 − t1

∥∥∥∥(ϵ∆cϵ − 1

ϵ
f(cϵ)

)∥∥∥∥
L2(t1,t2;L2)

∥∇⟨cϵ⟩η∥L∞(t1,t2;L2)

6 Cη−1
√
t2 − t1.

将上述两个不等式代入 (2.9), 可得∫
Ω

(cϵ(x, t1)− cϵ(x, t2))(⟨cϵ⟩η(x, t1)− ⟨cϵ⟩η(x, t2))dx 6 Cη−1
√
t2 − t1. (2.10)

利用不等式

∥cϵ − ⟨cϵ⟩η∥2L2 6 Cη∥∇cϵ∥2L2 6 Cη,

并注意到 (2.10) 的左侧满足

(cϵ(x, t1)− cϵ(x, t2))(⟨cϵ⟩η(x, t1)− ⟨cϵ⟩η(x, t2))

= |cϵ(x, t1)− cϵ(x, t2)|2 + (cϵ(x, t1)− cϵ(x, t2))(⟨cϵ⟩η(x, t1)− cϵ(x, t1) + cϵ(x, t2)− ⟨cϵ⟩η(x, t2))

> 1

2
|cϵ(x, t1)− cϵ(x, t2)|2 − |cϵ(x, t1)− ⟨cϵ⟩η(x, t1)|2 − |cϵ(x, t2)− ⟨cϵ⟩η(x, t2)|2,

由 (2.10) 推导出

|cϵ(·, t1)− cϵ(·, t2)∥2L2(Ω) 6 Cη−1
√
t2 − t1 + Cη 6 C|t2 − t1|1/4,

最后一个不等号的成立是因为 η = C|t2 − t1|1/4. 至此, 证明了 (2.4) 的有效性.

再次利用 (2.2) 以及函数 F̃ 和 W (cϵ) 的定义, 有∫
Ω

|W (cϵ(x, t1))−W (cϵ(x, t2))|dx 6
√∫

Ω

|W ′|2dx

√∫
Ω

|cϵ(x, t1)− cϵ(x, t2)|2dx

6
√∫

Ω

F̃ dx

√∫
Ω

|cϵ(x, t1)− cϵ(x, t2)|2dx

6 C∥cϵ(·, t1)− cϵ(·, t2)∥L2(Ω). (2.11)

上式 (2.11) 结合 (2.4) 意味着 W ϵ ∈ C1/8([0, T ], L1(Ω)). 此外, 由 (2.8) 直接得到∫
Ω

|∇W ϵ(x, t)|dx 6 C

(
ϵ

∫
Ω

|∇cϵ(x, t)|2dx+
1

ϵ

∫
Ω

F (cϵ(x, t))dx

)
6 C. (2.12)

因此,

W ϵ ∈ L∞(0, T ;W 1,1(Ω)) ∩ C1/8([0, T ], L1(Ω)). (2.13)

利用 (2.13) 和嵌入不等式, 对子列在相应拓扑下取极限后得到 (参见文献 [8, 定理 4.4])

W ϵ →W a.e. 在 (0, T )× Ω 内; W ϵ →W 在 C1/16([0, T ], L1(Ω)) 内. (2.14)
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结合不等式 (2.6) 和 (2.14), 可得

cϵ → c a.e. 在 (0, T )× Ω 内; cϵ → c 在 C1/16([0, T ], L2(Ω)) 内. (2.15)

由 (2.15), 利用控制收敛定理得到

0 6
∫
Ω

(|c| − 1)2dx = lim
ϵ↓0

∫
Ω

(|cϵ| − 1)2dx 6 C lim
ϵ↓0

ϵ = 0. (2.16)

这意味着

c(x, t) = ±1 a.e. 在 (0, T )× Ω 内.

上式保证了, 对于任意固定的时刻 t, 一定存在一个子区域 Ωt ⊆ Ω 使得

c(x, t) = −1 + 2χ(Ωt). (2.17)

其中 χ 表示区域 Ωt 内的示性函数, 即在区域 Ωt × {t} 内, 有 χ(x, t) = 1; 否则, 有 χ(x, t) = 0. 根据极

限的唯一性, 从 (2.14) 和 (2.15) 中得到

W ϵ →W =W (c(x, t)) a.e. 在 (0, T )× Ω 内. (2.18)

令 σ =
∫ 1

−1

√
F (s)ds, 利用 F̃ 和 W ϵ 的表达式, 得到

W (c) = lim
ϵ↓0

W ϵ = lim
ϵ↓0

∫ cϵ

−1

√
F̃ (s)ds =

∫ c

−1

√
F̃ (s)ds

=

∫ c

−1

√
F (s)ds = χ(Ωt)

∫ 1

−1

√
F (s)ds

=: χ(Ωt)σ. (2.19)

利用 (2.13) 和 (2.19), 得到

χ(Ωt) ∈ L∞(0, T ;W 1,1(Ω)). (2.20)

此外, ∫
Ω

|χ(Ωt1)− χ(Ωt2)|dx =

∫
Ω

|χ(Ωt1)− χ(Ωt2)|2dx

=
1

4

∫
Ω

|c(·, t1)− c(·, t2)|2dx

=
1

4
lim
ϵ→0

∫
Ω

|cϵ(·, t1)− cϵ(·, t2)|2dx

6 C|t1 − t2|1/4,

即

χ(Ωt) ∈ C1/4([0, T ];L1(Ω)). (2.21)

因此, (1.10) 可由嵌入不等式 W 1,1 ↪→ BV、(2.21) 和 (2.20) 得到. (1.11) 可由 (2.4)、(2.15) 和 (2.17)

得到.
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注 2.1 实际上, χ(Ωt) ∈ L∞(0, T ; BV(Ω)) 保证了, 对于几乎所有的时间, 自由界面

Γt = ∂∗{χ(Ωt) = 1}

在 Hausdorff 测度 Hn−1 意义下的 “面积” 有界.

下面证明 (1.9). 由基本的不等式 (2.1), 存在极限函数 (u, µ) 使得下列收敛在各自拓扑下成立:

uϵ ⇀ u 在 L∞(0, T ;L2
0(Ω;R3)) 内, ∇uϵ ⇀ ∇u 在 L2(0, T ;L2(Ω;R3)) 内,(

ϵ∆cϵ − 1

ϵ
f(cϵ)

)
⇀ µ 在 L2(0, T ;L2(Ω)) 内.

由 (2.1) 和 (2.3), 从方程 (1.2)2 容易推导出

∂tu
ϵ ∈ L2(0, T ;H−m(Ω;R3)), (2.22)

其中, 常数 m > 0, H−m(Ω;R3) 是拓扑空间 Hm
0 (Ω;R3) ∩ L2

0(Ω;R3) 的对偶. 最后, 利用 (2.22)、(2.1)、

Aubin-Lions 引理和极限的唯一性, 可推导出收敛

uϵ → u 在 C([0, T ];L2
0(Ω;R3)- 在弱 L2 拓扑意义下) 内

和

uϵ → u 在 L2
0(0, T ;L

p(Ω,R3)) 内

对所有的 p ∈ [1, 6) 成立.

2.2 能量不等式 (1.15) 的证明

令

Eϵ :=

∫
Ω

eϵdx+

∫
Ω

1

2
|uϵ|2dx = Eϵ +

∫
Ω

1

2
|uϵ|2dx. (2.23)

由 (2.1), 序列 {Eϵ(t)}ϵ>0 是一致单调有界的, 结合 ∥uϵ(·, t)∥L2 的连续性, 完全类似于文献 [2, 引理 3.8]

的论证过程, 可得

Eϵ → E(t), Eϵ(t) → E(t), a.e. (2.24)

再次利用 (2.1), 可知存在一个 Radon 测度 λ, 使得对所有的 0 6 t1 < t2 < T , 成立∫ t2

t1

∫
Ω

dλ(x, t) = lim
ϵ↓0

∫ t2

t1

Eϵdt =

∫ t2

t1

lim
ϵ↓0

Eϵdt =

∫ t2

t1

Edt 6 C0|t2 − t1|,

其中最后一个不等式利用了 Eϵ 的一致有界性 (1.8). 注意到 (2.24) 以及时间 t1 和 t2 的任意性,

在 Radon 测度意义下, 有如下的分解公式 (参见文献 [31]):

λ(x, t) = dλt(x)dt, λt(Ω) = E(t), 对几乎处处的时间成立. (2.25)

最后, 利用 (2.23)–(2.25)、(1.9)、范数的弱下半连续性, 对不等式 (1.7) 关于参数 ϵ 取零极限即可得到

不等式 (1.15).
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2.3 极限函数 (c, µ, χ) 的性质

根据 (2.12)、(2.19)、(2.23)–(2.24) 和广义导数定义 (1.16), 得到

σ|∇χ(Ωt)| = |∇W (c)|(Ω)

= lim
ϵ↓0

∥∇W (cϵ)∥L1(Ω)

6 C lim
ϵ↓0

(
ϵ

∫
Ω

|∇cϵ(x, t)|2dx+
1

ϵ

∫
Ω

F (cϵ(x, t))dx

)
6 C lim

ϵ↓0
Eϵ

= E(t)

6 E(t). (2.26)

我们指出, 不等式 (2.26) 表明了尖锐界面上的总能量 E(t) 与界面面积 |∇χ(Ωt)| 和势能 σ 的乘积之间

的关系. 结合 (2.26) 和 (2.25), 得到

σ|∇χ(Ωt)| 6 Cλt(Ω),

这证明了 (1.12).

接下来的性质 2.1 阐述了 “差异” 测度 (discrepancy measure) 的上界估计, 详细的证明过程可参

见文献 [11, 定理 3.6].

性质 2.1 (参见文献 [11, 定理 3.6]) 存在一个常数 η0 ∈ (0, 1] 和两个定义在 (0, η0] 上取值为正

的、单调递减的连续函数 M1(η) 和 M2(η), 对任意取定的常数 η ∈ (0, η0] 和任意取定的 ϵ ∈ (0, 1
M1(η)

],

如果函数 (cϵ, µϵ) ∈ H2 × L2 满足如下椭圆问题:
−ϵ∆cϵ + 1

ϵ
f(cϵ) = µϵ, x ∈ Ω,

∂cϵ

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω,

则 “差异” 测度

ξϵ =
ϵ

2
|∇cϵ|2 − 1

ϵ
F (cϵ)

满足如下不等式: ∫
Ω

(ξϵ)+dx 6 η

∫
Ω

eϵdx+ ϵM2(η)

∫
Ω

|µϵ|2dx, (2.27)

其中, (ξϵ)+ = max{ξϵ, 0}, 势能密度 eϵ 的定义见 (1.6).

利用 (2.2) 和 η > 0 的任意性, 我们从 (2.27) 中推导出

lim
ϵ↓0

∫ t

0

∫
Ω

(ξϵ)+dxdτ 6 0, ∀ t ∈ (0, T ). (2.28)

注意到

ϵ|∇cϵ|2 =
ϵ

2
|∇cϵ|2 + 1

ϵ
F (cϵ) +

ϵ

2
|∇cϵ|2 − 1

ϵ
F (cϵ) =: eϵ + ξϵ,
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则对所有的 ψ1, ψ2 ∈ C1(Ω× [0, t];R3), 有

ϵ

∫ t

0

∫
Ω

ψ1∇cϵ ⊗∇cϵψ2dxdτ 6 ϵ

∫ t

0

∫
Ω

|∇cϵ|2|ψ1||ψ2|dxdτ

=

∫ t

0

∫
Ω

eϵ|ψ1||ψ2|dxdτ +
∫ t

0

∫
Ω

ξϵ|ψ1||ψ2|dxdτ

6
∫ t

0

∫
Ω

eϵ|ψ1||ψ2|dxdτ +
∫ t

0

∫
Ω

ξϵ+|ψ1||ψ2|dxdτ.

利用 (2.28) 和 (2.25), 在上式中取极限 ϵ ↓ 0, 得到∫ t

0

∫
Ω

ψ1id(λij)n×nψ2j = lim
ϵ↓0

∫ t

0

∫
Ω

ϵψ1∇cϵ ⊗∇cϵψ2dxdτ 6
∫ t

0

∫
Ω

|ψ1||ψ2|dλ(x, t). (2.29)

上式意味着 λij (i, j = 1, 2, 3) 在测度意义下是绝对连续的, 由测度论中的 Radon-Nikodym 导数公

式 (参见文献 [18]), 有
dλij
dλ

= vij , i, j = 1, 2, 3, (2.30)

其中,

(vij)3×3 =
3∑

i=1

b̃ivi ⊗ vi, b̃i ∈ [0, 1],
3∑

i=1

b̃i ∈ [0, 1], (2.31)

v = (v1, v2, v3) 为 R3 中模为单位长度的向量. 上述详细的推导也可参见文献 [2, 11].

利用 (1.9)–(1.11), 在 (1.2)3 两端乘以 ϕ ∈ C1(Ω× [0, T ]), 取极限 ϵ ↓ 0 后得到∫ T

0

∫
Ω

(2χ(Ωt)ϕt + 2χ(Ωt)u · ∇ϕ+ µϕ)dxdt

=

∫
Ω

2χ(ΩT )ϕ(x, T )dx−
∫
Ω

2χ(Ω0)ϕ(x, 0)dx.

上式即为 (1.13). 此外, 等式 (1.13) 意味着在分布意义下成立

∂tχ(Ωt) + u · ∇χ(Ωt) = µ 在 D′(Ω× (0, T )) 内. (2.32)

注意到 χ(Ωt) 是 BV 函数, 所以 ∇χ 关于 |∇χ| 是绝对连续的. 利用 Radon-Nikodym 导数可以定义自

由界面 Γt = ∂∗{χ(Ωt) = 0} 上的向量 n⃗Γt =
∇χ
|∇χ| 和移动速度 V = ∂tχ(Ωt)

|∇χ| . 若规定

µ

|∇χ|
= H 在测度意义下 a.e. 在 Γt 上, (2.33)

则由等式 (2.32) 可推导出

V + u · n⃗Γt = H 在 Γt 上, (2.34)

此等式吻合 (1.3)5.

接下来, 对等式 (1.2)2 两端乘以 ψ, 其满足 ψ ∈ C1
0 (Ω × [0, T );R3) 且 divψ = 0, 利用分部积分公

式, 取极限 ϵ ↓ 0, 得到 ∫ T

0

∫
Ω

(uψt + u⊗ u : ∇ψ −∇u∇ψ)dxdt
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= −
∫
Ω

u0ψ(x, 0)dx− lim
ϵ↓0

∫ T

0

∫
Ω

ϵ∇cϵ ⊗∇cϵ : ∇ψdxdt. (2.35)

现在处理 (2.35) 中的最后一项. 利用 (2.29)–(2.31) 和分解公式 (2.25), 得到

lim
ϵ↓0

ϵ

∫ t

0

∫
Ω

ψ1∇cϵ ⊗∇cϵψ2dxdτ =

∫ t

0

∫
Ω

ψ1id(λij)3×3ψ2j

=

∫ t

0

∫
Ω

ψ1i(vij)3×3ψ2jdλ(x, t)

=

∫ t

0

∫
Ω

ψ1i

3∑
i=1

b̃ivi ⊗ viψ2jdλ(x, t)

=

∫ t

0

∫
Ω

ψ1i

3∑
i=1

b̃ivi ⊗ viψ2jdλ
t(x)dt.

由此计算得到

lim
ϵ↓0

ϵ

∫ T

0

∫
Ω

∇cϵ ⊗∇cϵ : ∇ψdxdt =
∫ T

0

∫
Ω

( 3∑
i=1

b̃ivi ⊗ vi

)
: ∇ψdλt(x)dt

= −
∫ T

0

∫
Ω

ψ · div
( 3∑

i=1

b̃ivi ⊗ vi

)
dλt(x)dt. (2.36)

将 (2.36) 代入 (2.35), 得到∫ T

0

∫
Ω

(uψt + u⊗ u : ∇ψ −∇u∇ψ)dxdt

= −
∫
Ω

u0ψ(x, 0)dx+

∫ T

0

∫
Ω

ψ · div
( 3∑

i=1

b̃ivi ⊗ vi

)
dλt(x)dt. (2.37)

注意到速度函数在自由界面 Γt 上无跳跃间断, 即 [u] = 0. 考虑应力张量在 Γt 上的作用, 逐项计算

(2.37) 的左侧如下: ∫ T

0

∫
Ω

uψtdxdt =

∫ T

0

∫
Ω

χuψtdxdt+

∫ T

0

∫
Ω

(1− χ)uψtdxdt

= −
∫ T

0

∫
{χ=0}∪{χ=1}

utψdxdt

= −
∫ T

0

∫
Ω\Γt

utψdxdt.

类似地, ∫ T

0

∫
Ω

u⊗ u : ∇ψdxdt = −
∫ T

0

∫
Ω\Γt

ψ · div(u⊗ u)dxdt.

利用 divψ = 0, 应力项部分的积分可写为

−
∫ T

0

∫
Ω

∇u∇ψdxdt = −
∫ T

0

∫
Ω

χ∇u∇ψdxdt−
∫ T

0

∫
Ω

(1− χ)∇u∇ψdxdt
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= −
∫ T

0

∫
Ω\Γt

ψ(∇p−∆u)dxdt

−
∫ T

0

∫
Γt

ψ[∇u0 − P 0] · n⃗Γtd|∇χ|dt. (2.38)

结合上述 3 个等式, 积分等式 (2.37) 在区域 Ω\Γt 内弱意义下满足

ut + u · ∇u+∇P = ∆u. (2.39)

此外, 假设

σ|∇χ(Ωt)| = λt(Ω), (2.40)

对比 (2.37) 和 (2.38) 的最后一个积分后, 在界面 Γt 上成立

[∇u− P ] · n⃗Γt = σdiv

( n∑
i=1

b̃ivi ⊗ vi

)
. (2.41)

综上, 结合 (2.34)、(2.39) 和 (2.41), 极限函数满足

divu = 0, (x, t) ∈ Ω\Γt,

ut + u · ∇u+∇P = ∆u, (x, t) ∈ Ω\Γt,

[∇u− P ] · n⃗ = σdiv

( n∑
i=1

b̃ivi ⊗ vi

)
, (x, t) ∈ Γt,

[u] = 0, (x, t) ∈ Γt,

V + u · n⃗ = H, (x, t) ∈ Γt.

(2.42)

至此完成了定理 1.1 的证明.

注 2.2 假设条件 (2.40) 很难成立. 在本文的证明中, 我们只能得到较弱的结论 (1.12).

3 方程组 (2.42) 与尖锐界面模型 (1.3) 的比较

本节结合测度论中 varifold 弱解的概念, 对界面 Γt 上等式 (2.42)3 中的

div

( n∑
i=1

b̃ivi ⊗ vi

)
(3.1)

和 (1.3)3 中的

Hn⃗Γt (3.2)

表达式的联系作简单的分析.

利用 (1.6) 和事实

div(ϵ∇cϵ ⊗∇cϵ − eϵI) =
(
ϵ∆cϵ − 1

ϵ
f(cϵ)

)
∇cϵ,

动量方程 (1.2)2 可改写为

uϵt + uϵ · ∇uϵ +∇(P ϵ − eϵ) = ∆uϵ −
(
ϵ∆cϵ − 1

ϵ
f(cϵ)

)
∇cϵ. (3.3)
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对于 C1
0 (Ω× [0, T );R3) 中任意满足 divψ = 0 的函数 ψ, 沿用文献 [30] 中的方法推导出

lim
ϵ↓0

∫ T

0

∫
Ω

(
ϵ∆cϵ − 1

ϵ
f(cϵ)

)
ψ · ∇cϵdxdt =

∫ T

0

∫
Ω

∇ψ :
n∑

i=1

bi

(
I− vi ⊗ vi

)
dλ(x, t), (3.4)

这里

bi = b̃i +
1

n− 1

(
1−

n∑
i=1

b̃i

)
,

其中 b̃i 满足 (2.31) 中的要求.

构造合适的 varifold 函数, 不妨记为 V , 继续计算 (3.4) 得到

lim
ϵ↓0

∫ T

0

∫
Ω

(
ϵ∆cϵ − 1

ϵ
f ′(cϵ)

)
ψ · ∇cϵdxdt =

∫ T

0

∫
Ω

∇ψ :
n∑

i=1

bi(I− vi ⊗ vi)dλ(x, t)

=: −⟨δV, ψ⟩. (3.5)

这意味着 (3.3) 中的最后一项可以表示为某个 varifold 函数 V 的第一变分形式. 实际上, 如果假设曲

面充分光滑, V 的第一变分则是平均曲率向量 Hn⃗Γt , 即在测度意义下,

δV = Hn⃗Γt
(3.6)

(详细的论述可参见文献 [2, 5, 7, 11,28,31,32]).

最后, 结合等式 (3.6), 针对改写后的动量等式 (3.3), 完全类似 (2.41) 的推导过程, 计算可得

[∇u0 − P 0] · n⃗Γt = σdiv

n∑
i=1

bi(I− vi ⊗ vi) =: σHn⃗Γt 在 Γt 上. (3.7)

至此, 等式 (3.7) 和 (2.42)3 说明了

div

( n∑
i=1

b̃ivi ⊗ vi

)
= Hn⃗Γt a.e. 在 Γt 上. (3.8)
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梁之磊等: Navier-Stokes/Allen-Cahn 方程弱解的尖锐界面极限问题

On a sharp interface limit for weak solutions of the
Navier-Stokes/Allen-Cahn equations

Zhilei Liang & Dehua Wang

Abstract The diffusion interface model describes the motion of two macroscopically immiscible, viscous flu-
ids. This article concerns the sharp interface limit for the diffusion interface model. We focus on the Navier-
Stokes/Allen-Cahn (NS/AC) equations, one of the most important diffusion interface models. In particular, we
study the zero ϵ-limit for the weak solutions (uϵ, cϵ) to NS/AC equations in a bounded domain in dimension three,
where ϵ (> 0) is the width of the diffuse interface. We prove that the solution sequence (uϵ, cϵ) converges to a
limit (u0, c0) in the weak sense; in addition, we discuss the relationship between (u0, c0) and the solutions to the
sharp interface model. Our approach is based on the uniform in ϵ estimates and the compactness results in Radon
measures.

Keywords mixing fluids, weak solutions, Navier-Stokes/Allen-Cahn equations, sharp interface limit

MSC(2020) 35K57, 76D05, 49Q20

doi: 10.1360/SSM-2023-0331

702


	引言
	定理 [theorem][1][1]1.1 的证明
	解序列 (u, c) 的紧致性: ([equation][9][1]1.9)�([equation][11][1]1.11) 的证明
	能量不等式 ([equation][15][1]1.15) 的证明
	极限函数 (c,,) 的性质

	方程组 ([equation][42][2]2.42) 与尖锐界面模型 ([equation][3][1]1.3) 的比较

