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摘要 设 D 是带对合的除环. 当 char(D) ̸= 2 时, D 上 Hermitian 矩阵几何的基本定理最近已经证明.

作者进一步证明了特征 2 的带对合的除环上 Hermitian矩阵几何的基本定理, 从而得到任意带对合的

除环上 Hermitian 矩阵几何的基本定理.
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1 引言

矩阵几何研究由华罗庚开创 [1−5],并且华的工作由很多学者继续 [3−21]. 矩阵几何的基本问题是刻

画关于矩阵加法群的粘切性保持双射. 关于 Hermitian矩阵几何的研究,华罗庚 [1] 在 1945年讨论了复

数域上的 Hermitian 矩阵几何, 万哲先 [6−9] 在 1994–1996 年证明了满足一定条件的除环上 Hermitian

矩阵几何的基本定理. 最近, 我们 [10−14] 证明了特征不等于 2 的除环上 Hermitian 矩阵几何的基本定

理. 论文 [15] 还刻画了关于复数域上 Hermitian 矩阵空间的粘切性保持映射.

对于特征 2 的带对合的除环 (体), 其 Hermitian 矩阵几何的基本定理仍是一个公开问题. 本文解

决了这个问题, 因此得到任意带对合的除环上 Hermitian 矩阵几何的基本定理.

在本文中,设 D = (D,−)是一个带对合 −(阶为 2的反自同构)的除环, Z 为 D的中心域, char(D)

为 D 的特征. 用
(
a, b
Z

)
表示特征不等于 2 的域 Z 上的四元数可除 (结合) 代数, 其中 a, b ∈ Z∗. 设

F (D,−) = {a ∈ D : a = a}, K(D,−) = {a ∈ D : a = −a}, (1.1)

分别简记 F (D,−) 和 K(D,−) 为 F 和 K. 设子集 X ⊆ D, 用 |X| 表示 X 的势, X∗ 表示 X 中的可逆

元集合. 设 F2 是仅有两个元素的有限域.

设 Dm×n 是 D 上 m × n 矩阵的集合, Dn = D1×n. 用 GLn(D) 表示 D 上 n × n 可逆矩阵的集

合. 设 A = (aij) ∈ Dm×n, 记 tA = (aji) 为 A 的转置矩阵. 若 σ : D → D′ 是一个映射, 我们定义

Aσ = (aσij). 设 A ∈ Dn×n, 若 A = tA, 则称 A 为关于对合 − 的 Hermitian 矩阵, 用 Hn(D,−) (简记

Hn(D)) 表示 D 上关于对合 − 的所有 n× n Hermitian 矩阵的集合. 若 D = F , 则 D 是一个域, − 是

恒等映射. 当 D = F 时, 通常用 Sn(F ) 表示 Hn(D), 称其为域 F 上 n × n 对称矩阵的集合. 显然,

Hn(D) 是域 Z ∩ F 上的线性空间, 它的元素称为点. 所有以下形式的双射

X 7−→ tPXP +H0, ∀X ∈ Hn(D), (1.2)
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其中 P ∈ GLn(D) 和 H0 ∈ Hn(D), 构成 Hn(D) 的一个变换群.

设 A,B ∈ Hn(D), 定义 ad(A,B) = rank(A − B) 为 A 与 B 之间的算术距离. 当 ad(A,B) = 1

时, 称 A 与 B 粘切, 记作 A ∼ B. 设 D′ = (D′, ∗) 与 D = (D,−) 分别是带对合 ∗ 与 − 的除环. 一个

映射 φ : Hm(D′, ∗) → Hn(D,−) 称为粘切性保持映射, 如果对所有的 A,B ∈ Hm(D′, ∗), A ∼ B 推出

φ(A) ∼ φ(B).

引理 1.1 (见 [12]中的定理 1.2) 设 D 是一个带对合 − 的除环, φ是从 Hn(D) (n > 2)到它自身

的粘切性保持双射, 则 φ−1 也是粘切性保持双射，并且当 Hn(D) ̸= S3(F2) 时, φ 保持算术距离不变.

本文结构如下: 在第 2 节中, 我们介绍 Hn(D) 中的秩 1 和秩 2 极大集, 并给出几个引理; 在第

3 节中, 我们证明特征 2 的带对合除环上 2 × 2 Hermitian 矩阵几何的基本定理, 并给出文献 [14] 中

定理 3.2 的证明中的一个跳步的修补; 在第 4 节中, 我们证明特征 2 的带对合除环上 n × n (n > 3)

Hermitian矩阵几何的基本定理; 在第 5节中,我们给出任意带对合除环上 Hermitian矩阵几何的基本

定理.

2 极大集和引理

在本节中, 设 D 是一个带对合 − 的除环, F = F (D,−). 令 E
(n)
ij (简记为 Eij) 是 (i, j) 位置元

素为 1 而其他位置元素全为 0 的 n 阶矩阵, Dij(x) = xE
(n)
ij + xE

(n)
ji , 其中 x ∈ D, i ̸= j. 显然有

Dij(x) = Dji(x). 用 Ir 表示 r 阶单位矩阵, 0r 表示 r 阶零矩阵.

设 ⟨n⟩ = {1, . . . , n}, 令

Hn[α] =

{ ∑
16s,t6r

xisitE
(n)
isit

: xisit = xitis ∈ D

}
, (2.1)

其中 α = {i1, . . . , ir} ⊆ ⟨n⟩, i1 < · · · < ir, 则 Hn[α] ⊆ Hn(D). 记 tQ(Hn[α])Q = {tQXQ : X ∈ Hn[α]},
其中 Q ∈ GLn(D).

设

Mi = {xE(n)
ii : x ∈ F}, i = 1, . . . , n, (2.2)

M1j = {xE(n)
11 +D1j(x) + xE

(n)
jj : x ∈ F}, j = 2, . . . , n, (2.3)

则 Hn[{i}] = Mi 和 Hn[{1, j}] ⊇ M1j .

下列定义和命题平行于文献 [3, 13,14,16] 中所述, 我们略去其证明.

定义 2.1 Hn(D) 中的一个非空子集M 称为一个秩 1 极大集, 如果M 中的任意两个不同的点

均粘切, 并且与M 中所有的点都粘切的点必在M 中.

引理 2.2[13,14] 在 Hn(D) 中, 所有的Mi (i = 1, . . . , n) 和M1j (j = 2, . . . , n) 都是秩 1 极大集.

并且每个秩 1 极大集M 可写成下列形式

M = {tPXP +H0 : X ∈ M1} := tPM1P +H0, (2.4)

其中 P ∈ GLn(D) 和 H0 ∈ Hn(D) 是固定的.

引理 2.3[13,14] 在 Hn(D)中,如果 H1 和 H2 是两个粘切的点,则存在一个惟一的秩 1极大集包

含它们.
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引理 2.4[13,14] 在 Hn(D) 中, 如果两个秩 1 极大集的交集是非空的, 则它们的交集仅有一个点.

引理 2.5 (见 [13]的定理 3.9) 设 D是带对合 − 的除环且 |F | > 3, n是 > 2的整数, φ : Hn(D) →
Hn(D) 是粘切性保持双射且 φ(0) = 0. 则存在固定的 P ∈ GLn(D) 使得

φ(Mi) =
tPMiP, φ(M1j) =

tPM1jP, i = 1, . . . , n, j = 2, . . . , n, (2.5)

φ(Hn[α]) =
tP (Hn[α])P, ∀ α ⊆ ⟨n⟩. (2.6)

对 1 6 i 6 n, 令

Li =

{
xiiE

(n)
ii +

n∑
j=1
j ̸=i

Dij(xij) : xii ∈ F, xij ∈ D, j ̸= i

}
, (2.7)

L1j =
t(In + E

(n)
1j )L1(In + E

(n)
1j ), j = 2, . . . , n. (2.8)

则

L1 ∩ L1j = {(x+ x)E11 +D1j(x) : x ∈ D}, j = 2, . . . , n, (2.9)

Lj ∩ L1j = {(x+ x)Ejj +D1j(x) : x ∈ D} , j = 2, . . . , n, (2.10)

Li ∩ Lj = {Dij(x) : x ∈ D}, i ̸= j. (2.11)

定义 2.6 Hn(D) 的子集 L 称为一个秩 2 极大集, 如果 L 满足下列条件:

(i) L 包含一个秩 1 极大集M;

(ii) 任取 H ∈ L \M 与 T ∈ M, ad(H,T ) = 2;

(iii) 设 H ∈ Hn(D), 如果对所有的 T ∈ M, 都有 ad(H,T ) = 2, 则 H ∈ L.
由引理 1.1 和定义 2.6, 显然有

推论 2.7 设 D 是带对合的除环且 |F | > 3,若 φ是从 Hn(D)到它自身的粘切性保持双射,则 φ

将秩 2 极大集映射为秩 2 极大集.

引理 2.8[3,13,14,16] 在 Hn(D)中,所有的 Li (i = 1, . . . , n)和 L1j (j = 2, . . . , n)都是秩 2极大集,

并且每个秩 2 极大集 L 可写成下列形式

L = {tPXP +H0 : X ∈ L1} := tPL1P +H0, (2.12)

其中 P ∈ GLn(D) 和 H0 ∈ Hn(D) 是固定的.

引理 2.9[3,13,14,16] 在 Hn(D) 中, 每个秩 1 极大集包含在惟一的秩 2 极大集中. 包含M1 的惟

一的秩 2 极大集是 L1.

引理 2.10[3,13,14,16] 如果 L 是秩 2 极大集, H0 ∈ L. 则在 L 中, 存在包含 H0 的惟一的秩 1 极

大集.

令

L(0)
i = {X : X = (xst) ∈ Li, xii = 0} , i = 1, . . . , n. (2.13)

引理 2.11 (见 [13] 中命题 4.5) 设 D 是带对合的除环且 |F | > 3. 若 φ 是从 Hn(D) (n > 3) 到

它自身的粘切性保持双射, 并且 φ(0) = 0, φ(Li) = Li, i = 1, . . . , n. 则

φ(L(0)
i ) = L(0)

i , i = 1, . . . , n. (2.14)
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引理 2.12 (见 [13] 中命题 4.6) 设 D 是带对合的除环且 |F | > 3, n 是 > 3 的整数, φ 是

从 Hn(D) 到它自身的粘切性保持双射, 并且 φ(0) = 0, φ(Li) = Li, 1 6 i 6 n. 则任取非零的

(p1, . . . , pi−1, pi+1, . . . , pn) ∈ Dn−1 和 H ∈ L(0)
i , 存在非零的 (p′1, . . . , p

′
i−1, p

′
i+1, . . . , p

′
n) ∈ Dn−1, 使得

φ

({ n∑
j=1,j ̸=i

Dij(xpj) +H : x ∈ D

})
=

{ n∑
j=1,j ̸=i

Dij(xp
′
j) + φ(H) : x ∈ D

}
, 1 6 i 6 n. (2.15)

对 1 6 i 6 n (n > 3), L(0)
i 是 D 上的 (n − 1) 维左向量空间, 因此有左仿射几何 AG(L(0)

i ), 并且

AG(L(0)
i ) 和 AG(Dn−1) 是仿射同构的. 在 AG(L(0)

i ) 中, 线的参数方程是公式 (2.15) 中的集合. 如果

φ 是从 L(0)
i 到它自身的将线变到线的双射, 并且当 D = F2 时 φ 将面变到面, 则称 φ 为从 L(0)

i 到它

自身的一个直射. 由除环上仿射几何基本定理 [3,16], 直射是半线性映射.

引理 2.13 设 D 是带对合的除环且 |F | > 3, n 是大于或等于 3 的整数, φ 是从 Hn(D) 到它自

身的粘切性保持双射, 并且 φ(0) = 0 和 φ(Li) = Li (1 6 i 6 n). 则

φ

( n∑
j=1,j ̸=i

Dij(xij)

)
=

n∑
j=1,j ̸=i

Dij(x
σi
ij qij), ∀ xij ∈ D, 1 6 i 6 n, (2.16)

其中 σi 是 D 的自同构, qij ∈ D∗, 1 6 i, j 6 n, j ̸= i. 并且所有的 qij 和 σi 是固定的.

证明 我们仅仅证明 i = 1 的情形; i > 1 的情形是类似的. 回忆 L(0)
1 =

{(
0 X

tX 0

)
: X ∈

Dn−1
}
. 由引理 2.11, 2.12 和仿射几何基本定理 [3,16], φ 诱导出从 L(0)

1 到它自身的半线性映射. 设

φ
(

0 X
tX 0

)
=

(
0 X∗

tX∗ 0

)
,X ∈ Dn−1. 则对所有的 X ∈ Dn−1, X∗ = Xσ1P1. 其中 σ1 是 D 的自同构,

P1 ∈ GLn−1(D). 由 (2.11)和 φ(Li) = Li,对所有的 x ∈ D, j = 2, . . . , n,有 φ(D1j(x)) = D1j(x
∗). 因此

易知 P1 = diag(q12, . . . , q1n) 是对角矩阵. 则 φ(
∑n

j=2 D1j(x1j)) =
∑n

j=2 D1j(x
σ1
1j q1j), ∀ x1j ∈ D. 证毕.

3 特征 2 的除环上 2× 2 Hermitian 矩阵几何

引理 3.1 (见 [10] 中的定理 1.1 和推论 1.2) 设 D 是带对合 − 的除环, F = {a ∈ D : a = a}, Z
是 D 的中心域. 如果 F 是 D 的真子域且 F ⊆ Z, 则我们有

(i) 当 char(D) ̸= 2 时, D 是 F 的可离二次扩域, 或 D =
(
a, b
Z

)
;

(ii) 当 char(D) = 2 时, D 是 F 的可离二次扩域;

(iii) 迹映射 Tr: D → F , a 7−→ a+ a 是满射.

引理 3.2 (见 [13] 中的定理 2.4) 如果 D 是带对合 − 的除环并且 |F | = 2 或 |K| = 2, 则 D = F2

或 D 是 F2 的可离二次扩域.

由引理 1.1, 引理 3.1 和 [3] 中的定理 6.4, 我们有

引理 3.3 [3] 设 D 是带对合 − 的除环, F = {a ∈ D : a = a}, Z 是 D 的中心域, n 是大于或等

于 2 的整数. 假设 F 是 D 的真子域且 F ⊆ Z, φ : Hn(D) → Hn(D) 是粘切性保持双射, 则 φ 形如

φ(X) = a tPXσP + φ(0), ∀X ∈ Hn(D), (3.1)

其中 a ∈ F ∗, P ∈ GLn(D) 是固定的, σ 是 D 的自同构且 σ 与对合 − 可交换.

当 D = F 时, F 是域且 Hn(D) = Sn(F ), 我们有以下域上对称矩阵几何的基本定理.
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定理 3.4 [3] 设 F 是域, n 是 > 2 的整数, φ : Sn(F ) → Sn(F ) 是粘切性保持双射. 则当

Sn(F ) ̸= S3(F2) 时, φ 形如

φ(X) = d tPXσP + φ(0), ∀X ∈ Sn(F ), (3.2)

其中 d ∈ F ∗, P ∈ GLn(F ), σ 是 F 的自同构. 当 Sn(F ) = S3(F2) 时, 还有另外一个从 S3(F2) 到它自

身的粘切性保持双射


x11 x12 x13

x12 x22 0

x13 0 x33

 7−→


x11 x12 x13

x12 x22 0

x13 0 x33

 ,


x11 x12 x13

x12 x22 1

x13 1 x33

 7−→


x11 + 1 x12 + 1 x13 + 1

x12 + 1 x22 1

x13 + 1 1 x33

 ,

(3.3)

并且 φ 是形如 (3.2) 与形如 (3.3) 的双射之积. 反之, 形如 (3.2) 和 (3.3) (仅当 n = 3 和 D = F2 时) 的

映射均为粘切性保持双射.

注 3.5 当 F 是复数域且 φ 满足一定条件时, 上述定理由华罗庚 [1] 在 1945 年证明. 应用极大

集方法, 除了 n = 2 且 char(F ) = 2 的情形外, 定理 3.4 由万哲先 [3,6,7] 证明. n = 2 且 char(F ) = 2 的

情形后来由 [17] 证明. 文献 [20] 去掉了定理 3.4 的初始版本中的条件 “φ−1 保持粘切性”.

定义 3.6 [14] 设 D 是带对合 − 的除环. 一个双射 σ : D → D 称为 D 的一个拟自同构, 如果

σ 满足下列条件: 任取 x ∈ F ∗, y, z ∈ D, (x + y)σ = xσ + yσ, yσ = (y)σ, [(y + z)x−1(y + z)]σ =

(yσ + zσ)(xσ)−1(yσ + zσ).

如果 σ 是 D 的拟自同构, 则有 0σ = 0, (−x)σ = −xσ, x ∈ D.

引理 3.7 (见 [14] 中的定理 4.3) 设 D 是带对合 − 的除环并且 D 不是域, Z 是 D 的中心域,

F = {a ∈ D : a = a}. 设 σ 是 D 的拟自同构, d = (1σ)−1 ∈ F ∗. 定义映射 τ : D → D 为 xτ = dxσ,

∀x ∈ D. 若 D ̸=
(
a, b
Z

)
或 Z ̸= F , 则 τ 是 D 的自同构, 并且 xτ = d−1(x)τd, ∀x ∈ D.

在 H2(D,−) 中, 有

L1 =


 x y

y 0

 : x ∈ F, y ∈ D

 , L2 =


 0 y

y x

 : x ∈ F, y ∈ D

 ,

M12 =


 x x

x x

 : x ∈ F

 , (3.4)

L12 =


 x x+ y

x+ y x+ y + y

 : x ∈ F, y ∈ D

 , (3.5)

L1 ∩ L12 =


 y + y y

y 0

 : y ∈ D

 , L2 ∩ L12 =


 0 y

y y + y

 : y ∈ D

 . (3.6)

现在我们给出本节的主要结果如下.
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定理 3.8 设 D是带对合 − 的除环且 |F | > 3,其中 F = {a ∈ D : a = a}. 若 φ : H2(D) → H2(D)

是粘切性保持双射, 则 φ 形如

φ(X) = tPXσP + φ(0), ∀X ∈ H2(D), (3.7)

其中 P ∈ GL2(D) 是固定的, σ 是 D 的拟自同构.

证明 由引理 1.1, φ 保持算术距离不变, 因此 φ 分别将秩 1 和秩 2 极大集映射为秩 1 和秩 2 极

大集. 由引理 2.5和 2.9, 置换 φ由双射 φ 7→ tP−1(φ−φ(0))P−1, 其中 P ∈ GL2(D), 我们有 φ(0) = 0,

φ(Mi) = Mi, φ(M12) = M12, i = 1, 2, (3.8)

φ(Li) = Li, φ(L12) = L12, i = 1, 2. (3.9)

因此有

φ(L1 ∩ L2) = L1 ∩ L2 = {D12(y) : y ∈ D}, (3.10)

φ(Li ∩ L12) = Li ∩ L12, i = 1, 2. (3.11)

由 (3.10), 定义双射 σ : D → D 为

φ

 0 y

y 0

 =

 0 yσ

yσ 0

 , y ∈ D. (3.12)

由 φ(0) = 0, 0σ = 0. 因为 φ 保持粘切性, 由 (3.11), (3.6) 推出

φ

 y + y y

y 0

 =

 yσ + yσ yσ

yσ 0

 , φ

 0 y

y y + y

 =

 0 yσ

yσ yσ + yσ

 , ∀ y ∈ D. (3.13)

类似于 [14] 中定理 3.2 的证明, 存在双射 δ : F → F , 0δ = 0 使得

φ

 x x+ y

x+ y x+ y + y

 =

 xδ xδ + yσ

xδ + yσ xδ + yσ + yσ

 , ∀x ∈ F, y ∈ D, (3.14)

并且

yσ = −(−y)σ, ∀ y ∈ D. (3.15)

由 φ(Mi) = Mi, 令 φ(xEii) = xµiEii, x ∈ F , 其中 µi : F → F 是双射且 0µi = 0, i = 1, 2. 我们

分别讨论下列两种情形.

情形 1 char(D) = 2. 则 (3.15) 成为

yσ = (y)σ, ∀ y ∈ D. (3.16)

因此

xσ = xσ, ∀ x ∈ F. (3.17)

由 (3.14) 和 (3.17), 得到

φ

 x x+ y

x+ y x

 =

 xδ xδ + yσ

xδ + yσ xδ

 , ∀x, y ∈ F. (3.18)
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从而有

φ

 x x

x x

 =

 xδ xδ

xδ xδ

 , ∀x ∈ F. (3.19)

由 (3.18), 得

φ

 x

x

 =

 xδ xδ + xσ

xδ + xσ xδ

 , ∀ x ∈ F. (3.20)

任取 x ∈ F ∗, 因为 xE11 + xE22 ∼ xE11, 我们有 φ(xE11 + xE22) ∼ xµ1E11. 因此 rank(M) = 1, 其中

M = φ(xE11 + xE22) + xµ1E11. 将 M 的第 2 行加到第 1 行, 然后将第 2 列加到第 1 列, 得到

rank(M) = rank

 xµ1 xσ

xσ xδ

 = rank

 xµ1 + xσ(xδ)−1xσ 0

0 xδ

 = 1.

则

xµ1 = xσ(xδ)−1xσ, x ∈ F ∗. (3.21)

因为 xE11 + xE22 ∼ xE22, ∀ x ∈ F ∗, 类似有

xµ2 = xσ(xδ)−1xσ, x ∈ F ∗. (3.22)

由 (3.21) 和 (3.22) 得 µ1 = µ2,

φ(xEii) = xσ(xδ)−1xσEii, x ∈ F ∗, i = 1, 2. (3.23)

由 φ(L1) = L1, (3.12) 和 (3.17), 可设

φ

 x x

x 0

 =

 x∗ xσ

xσ 0

 , x ∈ F ∗.

因为
(
x x
x 0

)
∼ xE22, 有

(
x∗ xσ

xσ 0

)
∼ xσ(xδ)−1xσE22. 因此

rank

 x∗ xσ

xσ xσ(xδ)−1xσ

 = 1, x ∈ F ∗.

由上式与矩阵的初等变换, 易知任取 x ∈ F , x∗ = xδ, 则

φ

 x x

x 0

 =

 xδ xσ

xσ 0

 , ∀ x ∈ F. (3.24)

任取 x ∈ F ∗, 因为
(
x x
x 0

)
∼

(
x x
x x

)
, 由 (3.24) 和 (3.19), 有

 xδ xσ

xσ 0

 ∼

 xδ xδ

xδ xδ

 .
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因此

xδ = xσ, ∀ x ∈ F. (3.25)

由 (3.23)–(3.25), 得

φ(xEii) = xσEii, x ∈ F, i = 1, 2, (3.26)

φ

 x x

x 0

 =

 xσ xσ

xσ 0

 , ∀ x ∈ F. (3.27)

类似地, 我们能证明

φ

 0 x

x x

 =

 0 xσ

xσ xσ

 , ∀ x ∈ F. (3.28)

由 (3.25), (3.20) 成为

φ (diag(x, x)) = diag(xσ, xσ), ∀ x ∈ F. (3.29)

情形 2 char(D) ̸= 2. 由 (3.15),

xσ = −(−x)σ, ∀ x ∈ F. (3.30)

任取 x ∈ F ∗,
(
0 x
x x+x

)
∼

(
−2−1x

0

)
, 因此 0 xσ

xσ xσ + xσ

 ∼

 (−2−1x)µ1

0

 .

则

rank

 −
(
−2−1x

)µ1 xσ

xσ xσ + xσ

 = rank

 −
(
−2−1x

)µ1 − xσ(xσ + xσ)−1xσ 0

0 xσ + xσ

 = 1.

从而

−
(
−2−1x

)µ1
= xσ(xσ + xσ)−1xσ = [(xσ)−1 + (xσ)−1]−1, ∀ x ∈ F ∗. (3.31)

在 (3.31) 中, 用 −2x 置换 x. 由 (3.30) 得

xµ1 = [((2x)σ)−1 + ((2x)σ)−1]−1, ∀ x ∈ F ∗. (3.32)

因此, 从 (3.30) 和 (3.32) 得

(−x)µ1 = −xµ1 , ∀ x ∈ F. (3.33)

类似地, 我们能证明

xµ2 = [((2x)σ)−1 + ((2x)σ)−1]−1, ∀ x ∈ F ∗.

因此 µ1 = µ2. 则由 (3.33),

φ(−xEii) = −φ(xEii), φ(xEii) = xµ1Eii, ∀ x ∈ F, i = 1, 2. (3.34)
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任取 B, Y ∈ H2(D) 且 rank(Y ) = 1, 存在 Q ∈ GL2(D) 使得 Y = tQλE11Q, 其中 λ ∈ F ∗. 令

φ′(X) = φ( tQXQ+B)− φ(B), ∀X ∈ H2(D).

则 φ′ : H2(D) → H2(D) 是粘切性保持双射并且 φ′(0) = 0.

类似于从 (3.8) 到 (3.34) 的证明, 我们也有 φ′(−xE11) = −φ′(xE11), ∀ x ∈ F . 由

φ′(λE11) = φ(Y +B)− φ(B), φ′(−λE11) = φ(−Y +B)− φ(B) = −φ′(λE11),

得到

φ(−Y +B) + φ(Y +B) = 2φ(B), ∀ B, Y ∈ H2(D), rank(Y ) = 1. (3.35)

在 (3.35) 中取 Y = B, 则

φ(2Y ) = 2φ(Y ), ∀ Y ∈ H2(D), rank(Y ) = 1. (3.36)

在 (3.35) 中取 B = 0, 则

φ(−Y ) = −φ(Y ), ∀ Y ∈ H2(D), rank(Y ) = 1. (3.37)

由 (3.31), (3.33), (3.36) 和 (3.37),

xµ1 = −2
(
−2−1x

)µ1
= 2[(xσ)−1 + (xσ)−1]−1, ∀ x ∈ F ∗. (3.38)

在 (3.35) 中取 Y =
(
0 0
0 x

)
,B =

(
0 x
x x

)
, 其中 x ∈ F ∗, 得

φ

 0 x

x 0

+ φ

 0 x

x 2x

 = φ

 0 x

x 0

+ φ

 0 x

x x+ x

 = 2φ

 0 x

x x

 ,

从而由 (3.13),

φ

 0 x

x x

 =

 0 xσ

xσ 2−1 (xσ + xσ)

 , x ∈ F. (3.39)

在 (3.35) 中取 Y =
(
x x
x x

)
和 B =

(
x

0

)
, 得

φ

 0 −x

−x −x

+ φ

 2x x

x x

 = 2φ

 x

0

 , x ∈ F.

故由 (3.30), (3.34) 和 (3.39), 得 0 −xσ

−xσ −2−1(xσ + xσ)

+ φ

 2x x

x x

 =

 2xµ1

0

 , ∀ x ∈ F.

因此

φ

 2x x

x x

 =

 2xµ1 xσ

xσ 2−1(xσ + xσ)

 , ∀ x ∈ F. (3.40)
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因为对所有的 x ∈ F ∗,
(
2x x
x x

)
与

(
0
2−1x

)
是粘切的, 它们在 φ 下的像也是粘切的. 由 (3.40) 和

(3.34) 可知,

rank

 2xµ1 xσ

xσ 2−1(xσ + xσ)− (2−1x)µ1


= rank

 2xµ1 0

0 2−1(xσ + xσ)− (2−1x)µ1 − 2−1xσ(xµ1)−1xσ

 = 1.

则

2−1(xσ + xσ)− (2−1x)µ1 = 2−1xσ(xµ1)−1xσ.

由 (3.38), 有 (xµ1)−1 = 2−1[(xσ)−1 + (xσ)−1]. 因此

2−1(xσ + xσ)− (2−1x)µ1 = 4−1(xσ + xσ),

从而有 (2−1x)µ1 = 4−1(xσ + xσ). 故由 (3.36), 得

xµ1 = 2
(
2−1x

)µ1
= 2−1 (xσ + xσ) , ∀ x ∈ F. (3.41)

因为
(
2x x
x x

)
∼

(
2x x
x 0

)
=

(
x+x x
x 0

)
, x ∈ F ∗, 由公式 (3.40), (3.41) 和 (3.13) 可以推出 xσ + xσ xσ

xσ 2−1(xσ + xσ)

 ∼

 xσ + xσ xσ

xσ 0

 , x ∈ F ∗.

因此

xσ = xσ, xµ1 = xσ, (−x)σ = −xσ, ∀ x ∈ F. (3.42)

由 (3.39) 和 (3.42), 也可得 (3.26) 和 (3.28). 类似地, 也可得 (3.27).

若 y = −x ∈ F , 则由 (3.14) 和 (3.42),

φ

 x

−x

 =

 xδ xδ − xσ

xδ − xσ xδ − 2xσ

 , x ∈ F.

对任意的 x ∈ F ∗, 因为 xE11 − xE22 ∼ xE11, 则 φ(xE11 − xE22) ∼ xσE11. 故易知有 xδ = xσ, 因此

φ(diag(x, −x)) = diag(xσ, −xσ), ∀ x ∈ F. (3.43)

类似于文献 [14] 中公式 (3.20) 的证明, 可以证明

φ (diag(x, y)) = diag(xσ, yσ), ∀ x, y ∈ F.

综合情形 1 和 2, 总是有 (3.26)–(3.29), (3.37) 和 (3.43). 类似于文献 [14] 中公式 (3.22)–(3.29) 的

证明, 可以证明

φ

 x y

y z

 =

 xσ yσ

yσ zσ

 , ∀ x, z ∈ F, y ∈ D. (3.44)
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并且有 (x + y)σ = xσ + yσ, 任取 x ∈ F, y ∈ D. 在 (3.37) 中取 Y =
( 1 y
y yy

)
, 其中 y ∈ D, 由 (3.44) 知

(−y)σ = −yσ. 则 (3.15) 推出 yσ = (y)σ, y ∈ D. 因此 (3.44) 可写成

φ(X) = Xσ, ∀ X ∈ H2(D).

类似于文献 [14] 中的公式 (3.35) 的证明, 可以证明 σ 是 D 的拟自同构.

回忆我们已经作的变换 φ 7→ tP−1(φ − φ(0))P−1, 原始的 φ 形如 φ(X) = tPXσP + φ(0), ∀X ∈
H2(D). 证毕.

注 3.9 如果 char(D) ̸= 2, 则 |F | > 3. 因此定理 3.8 推出 [14] 中的定理 3.2. 在 [14] 中定理 3.2

的证明中, 有一个跳步 “ yσ = −(−y)σ, ∀ y ∈ D ⇒ xσ = xσ, ∀ x ∈ F”. 定理 3.8 的证明 (情形 2) 修补

了这个跳步.

由定理 3.8 中从 (3.8) 到最后的证明, 我们立即有下列推论:

推论 3.10 设 D 是特征为 2 的带对合 − 的除环且 |F | > 3, 设 φ : H2(D) → H2(D) 是粘切性保

持双射并且满足条件 (3.8) 与 φ(0) = 0, 则 φ(X) = Xσ, ∀ X ∈ H2(D), 其中 σ 是 D 的拟自同构.

现在, 我们证明下列特征 2 的带对合除环上 2× 2 Hermitian 矩阵几何的基本定理.

定理 3.11 设 D 是特征 2 的带对合 − 的除环, F = {a ∈ D : a = a}, Z 是 D 的中心域. 如果

φ : H2(D) → H2(D) 是粘切性保持双射, 则 φ 形如

φ(X) = t(hP )XτP + φ(0), ∀X ∈ H2(D), (3.45)

其中 h ∈ F ∗, P ∈ GL2(D) 是固定的, τ 是 D 的自同构且满足条件 xτ = h(x)τh−1, x ∈ D. 反之, 形如

(3.45) 的映射是粘切性保持双射.

证明 当 D = F 时, D = Z 是域并且 − 是恒等映射, 因此 Hn(D) = Sn(F ), 从而由定理 3.4 知

定理 3.11 成立. 当 D 是域且 D ̸= F 时, F 是 D 的真子域且 F ⊆ Z. 由引理 3.3, 我们有 (3.1), 因此

(3.45) 成立 (这里取 τ = σ).

从现在开始, 我们假设 D ̸= F 并且 D 不是域. 假设 |F | 6 2, 则由 0, 1 ∈ F 推出 |F | = 2, 因此引

理 3.2 推出 D 是域, F 是 D 的真子域且 F ⊆ Z. 由引理 3.3 知定理 3.11 成立.

以下假设 |F | > 3. 由定理 3.8, φ 形如

φ(X) = tPXσP + φ(0), ∀X ∈ H2(D),

其中 σ 是 D 的拟自同构. 因为 D 不是域且 char(D) = 2, 有 D ̸=
(
a, b
Z

)
. 令 d = (1σ)−1 ∈ F ∗, h = d−1.

设 xτ = dxσ, x ∈ D. 由引理 3.7, τ 是 D 的自同构且满足条件 xτ = h(x)τh−1, x ∈ D. 则 Xσ = hXτ ,

X ∈ H2(D), 因此 φ 形如

φ(X) = tPhXτP + φ(0) = t(hP )XτP + φ(0), ∀X ∈ H2(D).

定理 3.11 的反之部分的证明是平凡的. 证毕.

综合定理 3.11 和文献 [14] 中的定理 1.2, 我们有以下任意带对合的除环上 2 × 2 Hermitian 矩阵

几何的基本定理.

定理 3.12 设 D 是带对合 − 的除环, F = {a ∈ D : a = a}, Z 是 D 的中心域. 设 φ 是从 H2(D)

到它自身的粘切性保持双射, 则有
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(i) 如果 D ̸=
(
a, b
Z

)
或者 Z ̸= F , 则 φ 形如

φ(X) = t(hP )XτP + φ(0), ∀X ∈ H2(D), (3.46)

其中 h ∈ F ∗, P ∈ GL2(D) 是固定的, τ 是 D 的自同构且满足条件 xτ = h(x)τh−1, 任取 x ∈ D.

(ii) 如果 D =
(
a, b
Z

)
且 Z = F , 则 φ 形如(3.46), 或者形如

φ(X) = h tP XρP + φ(0), ∀X ∈ H2(D), (3.47)

其中 h ∈ Z∗, P ∈ GL2(D) 是固定的, ρ 是 D 的自同构且 ρ 与对合 − 可交换. 反之, 形如 (3.46) 与

(3.47) 的映射均为粘切性保持双射.

4 特征 2 的除环上的 Hermitian 矩阵几何

现在, 我们给出特征 2 的带对合的除环上 n× n (n > 2) Hermitian 矩阵几何的基本定理如下:

定理 4.1 设 D 是特征 2 的带对合 − 的除环, F = {a ∈ D : a = a}, Z 是 D 的中心域, n 是 > 2

的整数. 设 φ : Hn(D) → Hn(D) 是粘切性保持双射, 则有

(i) 若 Hn(D) ̸= S3(F2), 则 φ 形如

φ(X) = t(hP )XτP + φ(0), ∀X ∈ Hn(D), (4.1)

其中 h ∈ F ∗, P ∈ GLn(D) 是固定的, τ 是 D 的自同构且满足条件 xτ = h(x)τh−1, x ∈ D.

(ii) 若 Hn(D) = S3(F2), 则还有另外一个从 S3(F2) 到它自身的粘切性保持双射


x11 x12 x13

x12 x22 0

x13 0 x33

 7−→


x11 x12 x13

x12 x22 0

x13 0 x33

 ,


x11 x12 x13

x12 x22 1

x13 1 x33

 7−→


x11 + 1 x12 + 1 x13 + 1

x12 + 1 x22 1

x13 + 1 1 x33

 ,

(4.2)

并且 φ 是形如 (4.1) 与形如 (4.2) 的双射之积. 反之形如 (4.1) 与 (4.2) 的映射 (仅当 n = 3 和 D = F2

时) 均为粘切性保持双射.

证明 当 n = 2 时, 定理 4.1 是定理 3.11. 现在开始我们假设 n > 3. 当 F = D 时, D = Z 是域,
− 是恒等映射和 Hn(D) = Sn(F ), 因此定理 3.4 推出定理 4.1. 以下我们假设 F ̸= D.

若 D是域,则 D = Z, F 是 D的真子域且 F ⊆ Z. 因此引理 3.3推出定理 4.1. 若 |F | 6 2, F ̸= D,

则 |F | = 2 和引理 3.2 推出 D 是域.

现在开始假设 n > 3, |F | > 3 以及 D 不是域. 由 char(D)=2, 有 F =K, D ̸=
(
a, b
Z

)
. 因此引理 3.7

与定理 3.8 均成立.

步骤 1 由引理 1.1, φ 保持算术距离不变, 因此 φ 分别将秩 1 和秩 2 极大集映射为秩 1 和秩 2

极大集. 由引理 2.5 和引理 2.9, 置换 φ 由双射

φ 7−→ tP−1(φ− φ(0))P−1, (4.3)
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其中 P ∈ GLn(D) 是固定的, 我们可假设 φ(0) = 0,

φ(Mi) = Mi, φ(Li) = Li, i = 1, . . . , n, (4.4)

φ(M1j) = M1j , φ(L1j) = L1j , j = 2, . . . , n, (4.5)

φ(Hn[α]) = Hn[α], ∀α ⊆ ⟨n⟩. (4.6)

因此

φ(Li ∩ Lj) = Li ∩ Lj = {Dij(x) : x ∈ D}, i ̸= j; (4.7)

φ(L1 ∩ L1j) = L1 ∩ L1j = {(x+ x)E11 +D1j(x) : x ∈ D}, j = 2, . . . , n; (4.8)

φ(Lj ∩ L1j) = Lj ∩ L1j = {(x+ x)Ejj +D1j(x) : x ∈ D}, j = 2, . . . , n; (4.9)

φ (Li ∩Hn[{i, j}]) = Li ∩Hn[{i, j}] = {xEii +Dij(y) : x ∈ F, y ∈ D} , i ̸= j. (4.10)

由引理 2.13, 有

φ

( n∑
j=1,j ̸=i

Dij(xij)

)
=

n∑
j=1,j ̸=i

Dij(x
σi
ij qij), ∀ xij ∈ D, 1 6 i 6 n, (4.11)

其中 σi 是 D 的自同构, qij ∈ D∗, 1 6 i, j 6 n, j ̸= i. 并且所有的 qij 和 σi 是固定的. 故由 (4.11)得到

φ(D1j(x1j)) = D1j(x
σ1
1j q1j), ∀ x1j ∈ D, j = 2, . . . , n. (4.12)

由 (4.6), 可设

φ(x11E11 +D1j(x1j) + xjjEjj) = x∗
11E11 +D1j(x

∗
1j) + x∗

jjEjj , j = 2, . . . , n. (4.13)

则 φ 诱导出从 H2(D,−) 到它自身的粘切性保持双射 φj 为

φj

 x11 x1j

x1j xjj

 =

 x∗
11 x∗

1j

x∗
1j x∗

jj

 , ∀x11, xjj ∈ F, x1j ∈ D, (4.14)

这里所有的 x∗
11, x

∗
jj , x

∗
1j (j = 2, . . . , n) 由 (4.13) 式决定. 显然 φj(0) = 0. 由 (4.4) 与 (4.5),

φj(M(2)
i ) = M(2)

i , φj(M(2)
12 ) = M(2)

12 , i = 1, 2, j = 2, . . . , n, (4.15)

其中M(2)
i = {xE(2)

ii : x ∈ F}, i = 1, 2, 并且M(2)
12 由 (3.4) 式定义. 由推论 3.10, 我们得到

φj(X) = Xµj , ∀ X ∈ H2(D), (4.16)

其中 µj 是 D 的拟自同构, j = 2, . . . , n. 因此

φ(x11E11 +D1j(x1j) + xjjEjj) = x
µj

11E11 +D1j(x
µj

1j ) + x
µj

jjEjj ,

∀x11, xjj ∈ F, x1j ∈ D, j = 2, . . . , n.

由 (4.12),

x
µj

1j = xσ1
1j q1j , ∀x1j ∈ D, j = 2, . . . , n. (4.17)
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任取 j > 3 及 x11, x22, xjj ∈ F ∗, 由

ad (x11E11 + xjjEjj , x11E11 + x22E22) = 2

可知

ad
(
x
µj

11E11 + x
µj

jjEjj , xµ2

11E11 + xµ2

22E22

)
= 2.

因此 x
µj

11 = xµ2

11 , ∀x11 ∈ F , j = 2, . . . , n. 在 (4.17) 中取 x1j = 1, 知 q12 = · · · = q1n = 1µ2 ∈ R∗. 再一次

应用 (4.17) 可知 µ2 = µ3 = · · · = µn. 令 σ = µ2, 则 σ 是 D 的拟自同构, 并且有

xσ = xσ11σ, ∀ x ∈ D, (4.18)

φ(x11E11 +D1j(x1j) + xjjEjj) = xσ
11E11 +D1j(x

σ
1j) + xσ

jjEjj (4.19)

对所有的 x11, xjj ∈ F , x1j ∈ D, j = 2, . . . , n. 都成立由 (4.11) 与 (4.18) 得

φ(X) = Xσ, ∀ X ∈ L(0)
1 . (4.20)

步骤 2 任取 i > 2, 由 (4.11), (4.20) 及 (y)σ = yσ, y ∈ D,

φ(Di1(xi1)) = Di1(x
σi
i1 qi1) = φ(D1i(xi1)) = D1i((xi1)

σ) = Di1(x
σ
i1), ∀ xi1 ∈ D.

因此

xσ
i1 = xσi

i1 qi1, ∀ xi1 ∈ D, (4.21)

qi1 = 1σ, i = 2, . . . , n, σ1 = σ2 = · · · = σn. (4.22)

对任意的 i > 2, 因为 ad(
∑n

j=2
j ̸=i

Dij(1),
∑n

j=2
j ̸=i

D1j(1)) = 2, 有

rank

 n∑
j=2
j ̸=i

Dij(qij)−
n∑

j=2
j ̸=i

D1j(1
σ)

 = 2.

从而有 qi2 = · · · = qi,i−1 = qi,i+1 = · · · = qin, i = 2, . . . , n. 令 di = (1σ)−1qi2, i = 2, . . . , n. 由

(4.18)–(4.22), (4.11) 式成为

φ

( n∑
j=1,j ̸=i

Dij(xij)

)
= Di1(x

σ
i1) +

n∑
j=2,j ̸=i

Dij(x
σ
ijdi), i = 2, . . . , n. (4.23)

当 j > 3 时, 由 (4.23),

φ(D2j(1)) = D2j(1
σd2),

φ(D2j(1)) = φ(Dj2(1)) = Dj2(1
σdj) = D2j(1σdj), j = 3, . . . , n.

因此

φ(D2j(1)) = D2j(1
σd2) = D2j(1σdj), 1σd2 = 1σdj = dj 1

σ, j = 3, . . . , n.

则

d := 1σd2(1
σ)−1 = d3 = · · · = dn. (4.24)
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类似地,

φ(D23(x)) = D23(x
σd2),

φ(D23(x)) = φ(D32(x)) = D32(x
σd3) = D32(xσd3) = D23(dx

σ), ∀x ∈ D.

因此 D23(x
σd2) = D23(dx

σ), x ∈ D. 则 xσd2 = dxσ, x ∈ D. 因此 [(1σ)−1xσ]d2 = d2[(1
σ)−1xσ], x ∈ D,

从而可推出 yd2 = d2y, y ∈ D. 因此 d2 = d ∈ Z∗. 任取 xi1, . . . , xi,i−1, xi,i+1, . . . , xin ∈ D, 由 (4.23),

φ

( n∑
j=1,j ̸=2

D2j(x2j)

)
= D21(x

σ
21) +

n∑
j=3

D2j(x
σ
2jd). (4.25)

因为 ad(D12(1) +D13(1), D23(x)) = 2, x ∈ F , 由 (4.20) 和 (4.25) 知

ad(D12(1
σ) +D13(1

σ), D23(x
σd)) = 2, x ∈ F.

因此

rank


0 1σ 1σ

1σ 0 xσd

1σ xσd 0

 = 2, ∀ x ∈ F.

从而有 xσd = xσd, x ∈ F . 由 d ∈ Z 和 xσ = xσ, 我们得到 dxσ = dxσ, x ∈ F , 因此 d = d, 从而有

d ∈ Z∗ ∩ F . 则 (4.24) 式成为 d = d2 = · · · = dn, (4.23) 式成为

φ

( n∑
j=1,j ̸=i

Dij(xij)

)
= Di1(x

σ
i1) + d

n∑
j=2,j ̸=i

Dij(x
σ
ij), i = 2, . . . , n. (4.26)

对任意的 xii ∈ F , xij ∈ D (j ̸= i), 由 φ(Li) = Li 和 (4.26), 可以假设

φ

(
xiiEii +

n∑
j=1,j ̸=i

Dij(xij)

)
= x∗

iiEii +Di1(x
σ
i1) + d

n∑
j=2,j ̸=i

Dij(x
σ
ij), 2 6 i 6 n. (4.27)

对于 i ̸= 1 和 j ̸= i, 由 (4.27) 式, 可设 φ(xEii +Dij(y)) = xτiEii + dDij(y
σ), x ∈ F , y ∈ D. 因为

σ 是 D 的拟自同构, 由 (4.19) 推出

φ(yx−1yEjj) = (yx−1y)σEjj = yσ(xσ)−1yσEjj , ∀x ∈ F ∗, y ∈ D.

由 1 = −1 知 xEii +Dij(y) ∼ yx−1yEjj , ∀x ∈ F ∗, y ∈ D. 不妨设 j /∈ {i, 1}, 则由此粘切性可推出

rank(xτiEii + dDij(y
σ) + yσ(xσ)−1yσEjj) = 1, ∀x ∈ F ∗, y ∈ D.

因此 xτi = d2xσ, ∀x ∈ F ∗. 则我们证明了

φ(xEii +Dij(y)) = d2xσEii + dDij(y
σ), ∀x ∈ F, y ∈ D, i ̸= 1, j ̸= i. (4.28)

由 |F | > 3, 存在 x, y ∈ F ∗ 使得 x+ y ̸= 0. 因为 (x+ y)E22 +D23(y) 与 (x+ y)E33 +D32(x) 是粘

切的, 因此

d2(x+ y)σE22 + dD23(y
σ) ∼ d2(x+ y)σE33 + dD32(x

σ).
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由 (x+ y)σ = xσ + yσ, 我们有

rank

 d2(xσ + yσ) dxσ + dyσ

dxσ + dyσ d2(xσ + yσ)

 = 1.

由此可知 d2 = 1, 从而由 char(D) = 2 知 d = 1. 则由 (4.19), (4.26) 和 (4.28), 得到

φ(X) = Xσ, ∀X ∈ L(0)
j , j = 1, . . . , n,

φ(xEii +Dij(y)) = xσEii +Dij(y
σ), ∀x ∈ F, y ∈ D, i ̸= j.

因为 σ 是 D 的拟自同构, 故有 xσ = (x)σ, x ∈ D. 因此

X ∈ Hn(D) ⇔ Xσ ∈ Hn(D) ⇔ Xσ−1

∈ Hn(D).

置换 φ 应用下列双射

φ(X) 7−→ (φ(X))σ
−1

, (4.29)

(4.4) 和 (4.6) 式保持不变, 进一步有

φ(X) = X, ∀X ∈ L(0)
j , j = 1, . . . , n,

φ(xEii +Dij(y)) = xEii +Dij(y), ∀x ∈ F, y ∈ D, j ̸= i.

步骤 3 类似于 [13] 中定理 1.1 的证明中的步骤 4 和 5, 我们能证明下列结果:

φ (xiiEii +Dij(xij) + xjjEjj) = xiiEii +Dij(xij) + xjjEjj , j ̸= i;

φ(diag(λ1, . . . , λn)) = diag(λ1, . . . , λn), ∀ λ1, . . . , λn ∈ F ;

φ

( ∑
16i,j6r

aijEij

)
=

∑
16i,j6r

aijEij , aij = aji ∈ D, 1 6 i, j 6 r. (4.30)

在 (4.30) 中取 r = n, 有 φ(X) = X, ∀X ∈ Hn(D). 回忆我们已经作的变换 (4.3) 和 (4.29), 原始的 φ

必形如

φ(X) = tPXσP + φ(0), ∀X ∈ Hn(D). (4.31)

令 h = 1σ ∈ F ∗, xτ = h−1xσ, x ∈ D. 由引理 3.7, τ 是 D 的自同构. 故 (4.31) 式可写成

φ(X) = tPhXτP + φ(0) = t(hP )XτP + φ(0), ∀X ∈ Hn(D).

由 xσ = (x)σ, x ∈ D, 有 xτ = h(x)τh−1, ∀ x ∈ D. 因此 (4.1) 式成立.

定理 4.1 的反之部分的证明是平凡的. 证毕.

5 任意带对合的除环上 Hermitian 矩阵几何的基本定理

结合定理 4.1 和文献 [13] 中的定理 1.1, 我们有以下任意带对合的除环上 n× n (n > 3) Hermitian

矩阵几何的基本定理.
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定理 5.1 设 D 是任意带对合 − 的除环, F = {a ∈ D : a = a}, n 是 > 3 的整数. 设 φ 是从

Hn(D) 到它自身的粘切性保持双射, 则有

(i) 若 Hn(D) ̸= S3(F2), 则 φ 形如

φ(X) = t(hP )XτP + φ(0), ∀X ∈ Hn(D), (5.1)

其中 h ∈ F ∗, P ∈ GLn(D) 是固定的, τ 是 D 的自同构且满足条件 xτ = h(x)τh−1, x ∈ D.

(ii) 若 Hn(D) = S3(F2), 则 φ 是形如 (5.1) 与形如 (4.2) 的双射之积.

反之, 形如 (5.1) 和形如 (4.2) (仅当 n = 3 和 D = F2 时) 的双射均为粘切性保持双射.

综合定理 3.12 和 5.1, 我们有以下任意带对合的除环上 Hermitian 矩阵几何的基本定理.

定理 5.2 设 D 是任意带对合 − 的除环, F = {a ∈ D : a = a}, Z 是 D 的中心域, n 是 > 2 的整

数. 设 φ : Hn(D) → Hn(D) 是粘切性保持双射, 则有

(i) 若 n > 3 且 Hn(D,−) ̸= S3(F2), 或 n = 2 且 D ̸=
(
a, b
Z

)
, 其中 Z = F , 则 φ 形如

φ(X) = t(hP )XτP + φ(0), ∀X ∈ Hn(D), (5.2)

其中 h ∈ F ∗, P ∈ GLn(D) 是固定的, τ 是 D 的自同构且满足条件 xτ = h(x)τh−1, x ∈ D.

(ii) 若 n = 2 且 D =
(
a, b
Z

)
, 其中 Z = F , 则 φ 形如 (5.2), 或形如

φ(X) = h tP XρP + φ(0), ∀X ∈ H2(D), (5.3)

其中 0 ̸= h ∈ Z, P ∈ GL2(D) 是固定的, ρ 是 D 的自同构且 ρ 与对合 − 可交换.

(iii) 若 n = 3 且 H3(D) = S3(F2), 则 φ 是形如 (5.2) 与形如 (4.2) 的双射之积.

反之, 形如 (5.2), (5.3) 和 (4.2) (仅当 n = 3 和 D = F2 时) 的映射均为粘切性保持双射.

没有本质的困难, 定理 5.2 可推广到以下任意两个带对合的除环上 Hermitian 矩阵几何的基本

定理.

定理 5.3 设 D′与 D分别为带对合 ∗ 与 −的除环, F ′ = {x ∈ D′ : x = x∗}, F = {x ∈ D : x = x}.
假设 Z ′ 是 D′ 的中心域, Z 是 D 的中心域, m,n 是 > 2 的整数. 设 φ : Hm(D′, ∗) → Hn(D,−) 是粘

切性保持双射, 则 m = n, D′ 和 D 是同构的除环, 并且有

(i) 若 n > 3 且 Hn(D
′, ∗) ̸= S3(F2), 或 n = 2 且 D′ ̸=

(
a, b
Z′

)
, 其中 Z ′ = F ′, 则 φ 形如

φ(X) = t(hP )XτP + φ(0), ∀X ∈ Hn(D
′, ∗), (5.4)

其中 0 ̸= h ∈ F , P ∈ GLn(D)是固定的, τ 是从 D′ 到 D的环同构且满足条件 xτ = h(x∗)τh−1, x ∈ D′.

(ii) 若 n = 2 且 D′ =
(
a, b
Z′

)
, 其中 Z ′ = F ′, 则 φ 形如 (5.4), 或形如

φ(X) = h tP XρP + φ(0), ∀X ∈ H2(D
′, ∗), (5.5)

其中 0 ̸= h ∈ Z, P ∈ GL2(D) 是固定的, ρ 是从 D′ 到 D 的环同构且 xρ = (x∗)ρ, x ∈ D′.

(iii) 若 n = 3 且 H3(D
′, ∗) = S3(F2), 则 φ 是形如 (5.4) 与形如 (4.2) 的双射之积.

反之, 形如 (5.4), (5.5) 和 (4.2) (仅当 n = 3 且 D = F2 时) 的映射均为粘切性保持双射.
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20 Huang W L, Höfer R, Wan Z X. Adjacency preserving mappings of symmetric and hermitian matrices. Aequations

Math, 2004, 67: 132–139

21 刘木兰. 交错矩阵几何. 数学学报, 1966, 16: 104–135

Geometry of Hermitian matrices over a division ring of characteristic 2

HUANG LiPing

Abstract Let D be any division ring with an involution. When char(D) ̸= 2, the fundamental theorem of the

geometry of Hermitian matrices over D has been proved recently. This paper proves further the fundamental

theorem of the geometry of Hermitian matrices over D of char(D) = 2. Thus the fundamental theorem of the

geometry of Hermitian matrices over any division ring with an involution is obtained.
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