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Bo m bi er i 定理的一个推广及其应用
*
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摘要 利用 H 。 。 le y一xu le y 围道
,

证
.

明生成 函数满足 一 定条件的一 类数论 函数均

具有 B o m ib er i 均值估计性质
.

同时给出这 一结论在
“

D iir c
ihe t L

一

函数的倒数均值

估计
” 、 “

可表为两个平方和的自然数在算术级数中分布均匀性
”

等问题中的应用
.

关键词 B om 肠 er i定理 D iir 由le t L
一
函数 均值估计

19 6 5 年
,

B o m ib er i l[] 和 iV加 g ar d vo 2[] 分别独立地证明了下面的均值定理
:
任给 A > 0 有

艺anT
x

叮蕊Q a(
,

口) , l
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x

{
夕毛 x

{
艺
九 ( y

几
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斗 {《
甲气q ) } 伽g x丫
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其中 Q二 xl/
Z

O
o gx)

一 ” ,

B = B (A ) > O 毋o m b ier i 的结论比 iV no g r a d o v 的稍强些 )
.

由于这一均值

估计在解析数论的许多经典课题中有着广泛的应用
,

不少学者对此进行 了各种 推广和深化 :

1 9 7 5年潘承洞和 T 夏畦 汇3] 给出了加权形式的 B o m b ie r i 均值定理 ; 19 8 6 年 B o m b l e r i
,

Iwa
n i e c

和 F ir ed h dn e r 等人证明满足一定条件 的数论函数具有 B o m ib er i 均值性质
,

并讨论了大模的

oB m b ler i 定理阅
.

在本文中
,

我们证明了满足一定条件的一类数论函数均具有 B o m ib er i 均值

估计性质
,

同时给出这一结论的两个应用
.

定理 1 设数论函数 f (n )《
n
满足条件 :

`

对任意的 ,
,

q 簇 x ,

xm
o d q

,

及 R es > 1
,

f (n) 所对

应的 D i r i chie t 级数

艺 f (n x) (n)
。

一瑞(柳
, s ,

x) , s(
,

x) (L’ s(
,

x)) 气十民(m
, s ,

x),
” = l

加
,
爪 ) = 1

(2 )

其中 戊、
为任意复数

, : 2 ) 众而 6试示
, s ,

x) 和 lG (m
, s ,

x) 在 R e 、 > 12/ + 。 l
移

, > O为任意实数 )上

解析
,

且对 m
,

q簇 x ,

有 又
1 > O

,

使

0G伽
, s ,

x ) 《 伽g x )
孟`

卫 e s > 12/ + 。 ,
)
,

G l
m(

, s ,

x )《 伽g x
)
丸̀
卫 e s > l 2/ + 。 ,

)
,

在上述条件成立下
,

我们有 :任给 O < 。 < 12/ 及实数 A > 0,

艺 am
x

anI
x

q《 Q a(
,
叼)= l y ` 义 恩 伽g x丫
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成立
,

其中 Q二 xl/
, 一气

定理 1的条件与文献 4[] 中给出的具有 oB m b ler i 均值性质 的函数之条件是互不包含的
.

另外
,

定理 1 包含了 B o m b ier i 定理
.

因为取 f (n) = A伍)
,

定理 1 的条件是满足的
,

只是结论中

模 q 的范围稍弱
.

定理 1 的证明借助于一个改进了的 H oo le y一ux le y 围道
,

将问题转化成可

以利用大筛法型零点密度估计等解析工具来处理的形式
,

这一证明的思想源于文献【习
.

作为定理 1的第一个应用
,

我们讨论了 D iir
c

hie
t --L 函数在

、 = 1上 的幂次均值估计
.

这

一问题最近由张文鹏 6[ 一 司作了研究
,

给定实数
: > O

,

令
`、、.
1

21

仪
.了」

J

/了̀̀、、

r
伪) =

r
(n

, :
) = d

一

户) = fl (一 l )
,

夕 j }1
。

(’)

、 。 )一 , 。
, ·
)一 n
(
1 +

P姆 \

对于均值估计

恩斋

心 )
P 2

( 5)

艺一x o l从
i

文献【6
,

71 分别对
:
为 12/ 和 自然数的情形

,

得到了渐近公式
,

证明了对
: = 1

,

相应的误差项

为 O伽 g长); 对自然数
: ) 2

,

相应 的误差项则为 O e(
x p c( fo g x八o igo g x ;)) 对

: 二 12/
,

相应 的 误差

项为 O x(
1

勺
.

我们应用定理 1
,

对上述的结果进行了大幅度改进
,

一方面我们把幂次
:
扩充为

任意正实数 ;另一方面
,

将误差项全部改进为对数幂次
.

在证明中
,

我们将利用定理 1 中
: 1
为

任意实数的情形
,

因此下面的定理 2 不能用原始的 B o m b ler i 定理得到
.

定理 2 给定实数
: > O

, ;
(n )及 A匆) 由 ( 4) 和 ( 5) 式给定

,

则对
x ) 2

,

有

丫
`

丝鱼王丫
.

一止一
一

拱 势q( ) 可 }L ( 1
,

X)l ,

一

喀今
`

+

oo(0 gx 州 (6 )

其中 。恤) =
:

勺2十 3: 2/ + 7 .2/

另外
,

文献〔8J 对 “ ,
= : 2

= 2
,

得到

艺兴叼级 x

甲讨 )

艺
与护孙

}L
`

( 1
,

x ) l妈

}以 1
,

X)}
区 ,

的渐近公式
.

利用定理 2 的方法
,

我们不难得到上述均值对任意
: 1 > 0 及

: :
为 自然数时的渐

近公式
.

作为定理 1 的第二个应用
,

我们讨论了可表为两个平方和的 自然数在算术级数中的分布

均匀性
.

设 b (n )为这类 自然数的特征函数
,

对于 b (n) 在算术级数中的均值估计
,

目前仅见 的

是 Iwa 正ec
叼给出的

,

他得到
:
当 (4

,

d) = 1
,

a(
,

b) = 1 时
,

她
“

,

a) 一 履 b(n ,一

命
n
三

a
位口叼〕

艺 b ()n 二
陀城 x

a(
,

刃二 1

/
x 、

0 1
.

es
兮二厂: es es es 代下下犷 I

、 了 n ,刁 、 , 皿J、 、̀ 、 产

、 叼 ` 户

\ 甲 、 “ 少妙 U 6 人少 /

对 d < xx<
)一致成立

, 。
(x ) 为任一趋于 O的函数 (x ~ 的 )

.

而作 为定理 1证明方法 的直接应

用
,

我们得到

定理 3 对
x ) 2

,

任给实数 A > 0 及 1/ 2 >
。 > O

,

有
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艺
J<x (l/ 2)一 。

4 (, 刃= 1

anr
x

am xl 乙尔 d
,

al) 《
x
伽gx )

一

代
a(

,

哟一 l 夕落笼

其中 《 隐含的常数仅与
。 ,

A 有关
.

1 定理 1 的证明

首先我们给出一些记号
: 10 9声 二 lo g lo gx

,

fo g产 = fo g伽g
二 一 ,

x) (m ) 2)
,

艺 表示对 M < m 毛M
’

m ~ M

( ZM 的 m 求和 ; 而 侧 al
,

几
,

兀
,

均 表示顶点为如下四点的矩形
:

。 1
+ i兀

, 6 1十 i兀
, 。 2 + i兀

, 口 2 + i兀
,

此外
, c `

i( 二 1
,

2
,

… 表示绝对常数
, 。 > O为常数 (每次出现可能取值不同 )

, 。 ,

扩为充分小的正

常数
,

且 0 < 。 `

< &

下面的这类围道是由 R a m ac h a dn ar llo] 首先给出的
,

他称之为 H o o le y一
u x le y 围道

.

我们

这里给出一种改进的 H o o le y一 u x l e y 围道 月义)
,

其定义如下 :

令 凡 (
n = o

,

士 l
,

士 2
,

… )表示矩形 R ( l /2
,

l + l八o g
x ,

(4 o
n + 2 0 )伽g x )

’ ,

(4 o
n 一 2 0 )伽 g x力

,

其中 }(4 0n 士 20) 伽 gx)
2

}蕊 2x
2

.

令
。 为 L (s

,

礼) x(
;
铸 x J 在 凡

一 ,

U R
。

口凡
+ ,

中零点实部 的最大

值
,

B 为一待定常数
, n 。 为 }(4 0n 士 20 )伽 gx)

2】蕊伽g x)
”
的最大整数解

,

重新定义 凡 的右边界如

下 :

( l) 若 q ( 如 g x户
, n 蕊 n0,

R e s = a0
,

ilm
s 一 40

n
o
o g x丫I簇 2 0伽 g x

)
, ,

a 。 由下面的引理 1 给出 ;

(2 )若 ( fo g
x )

” < 任延 x ,尽或者
n > n 。

成立
,

且 l 2/ 蕊
a < 8

,

z
。
: R e s = a + 。 `

( l 一
。
)

,

Ilm s 一 4 o n加 g x丫I( Z00 0 g
x

丫:

(3) 若 (lo gx ) ” < q ( xl 口或者
n > n 。

成立
,

且 。 ) 0,

1
.

R。 、 一 1+

二一
_

rl m
、 一 4 o n ao

o x乎I簇 Z00 0 o x丫
.

lo g x

上述的 0= 192/ .0

用水平线 几连接 l
。

及 人
+ ,

(n = 0
,

士 1
,

士 2
, ·

… 于是得到包含所有的 l
。

及 朴(或其中一

部分 )组成的围道 几(x xl lm sl 簇 0T
,

尹一 1簇 0T ( 犷
,

几使 L s(
,

x) 的所有零 点虚部距 0T 的距离

》 1加gx )
.

用水平线连接 1 + 1加gx 士 iOT 到 几 (x )
,

得到 l( 助 及 l( 一动 (有可能不需用 (I劝及

l( 一劝 )
.

于是所求围道 :

m卜几
x ,

X) = 几 (x) 日{ (I劝
,

l( 一助}
.

下面给出几个引理
.

引理 1 若 q ( 伽 gx 户
,

lIm sl 簇伽g x

户
,

则有
c ,

存在
,

使

R e s ) l 一
c l _

伽g x) 1尽

时 L (s
,

x) 无零点
,

且
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l og lL( s
,

xl) 《 伽 gxz)
2

.

证 该引理由 Sieg el 定理 l[ l] 和下面的公式即得
:

lo gL s(
,

劝= lo g(s 十 的+ 叉 fo g(s 一 )P + 0伽 g (ql : }+ 2))
,

(7 )

{v 一引《 1

其中 占= (1一 x( 一 l)) 2/
,

p 为 L (s
,

劝的零点
, , = Im .P

引理 Z f习 令

0 < 。 `

簇 d簇 l
,

x 笋 x。 (m o d任)
,

l 簇Q ( x 口̀
, u = o

,

士 4 0e
o g x

)
, , 士 80伽 g x丫

,

…
,

}u }摇 2 x
2

.

设
6 为在区域

尺 ( l 2/
,

l + l加g x
, u + 60 伽g x )

, , u 一 6 0伽 g x
)勺

内 L (S
,

劝所有零点实部 的最大值
.

则对
u 笋 0 及

’

s 任 R a( + d ( l 一
a
)
,

l + l加 g x
, u + 2 2 0

0 g x )
2 , u 一 2 20

0 g x丫)
,

fo g坤
,

x) 《 伽g a(I lt + l))
,一 “ 10 9血 llt + .l)

在 。 = 0条件下
,

对 x 笋了 (了为可能的 is e ge l例外特征 )及

s 任R (
a + d (l 一

,
)
,

l + l八o g
x ,

2 200 g
x
)
, , 一 2 20

0 g x ))z
,

有

fo g L (s
,

劝《 伽g q 十 10 9声 )
, 一

勺0 9声
.

下面给出定理 1的证明
.

记 S (Q
,

f, x) 表示 ( 3) 式左边
,

由特征性质不难得到

(8 )

V白与S (Q
,

关 x) 《 fo gx 艺
l <叼《 Q 中匆)

力匡a X I节分 X

y 《 x 爪 毛Q
艺 f (n )x (n )
几 ` y

加
,
m ) = 1

这里 艺
* 表示对所有原特征求和

.

x 叮

由 P e r r o n 公式及 ( 2 )式有

艺
月蕊 y

加
,

m )二 1

, 工+

牛
。 玩

, 、

1 1
’

哪
j Ln )从n ) = 气干二

一

!
乙7L I , 1

口 l +

se

y
`

。 。 , , _ , 、 ; 。 .
, _

, ,
、 , ; , , _ ,

八 、二 」 _ . 。 , _
1。 + 衬、

— U OU ,` , 。 , 人 少̀
’

沪
, 式 )气̀ 又占

, 人 ) )
`
U 占 个 U气尤

` 一
)=

占

命工
、

子恤

命上
。)

子。
,

s ,

x)刀
,

价

、 ,

x) 刀
,

s(,

x ) (L
`

(S
,

义))
叱 d s + O (x

,尽+ 扩
)=

z )( L
`

(S
,

义))
叱 d s + O (x

,尽+ 宕
)
,

(9 )

而由 厂 (劝的构造可见
,

当 、 6 厂
1

(劝时
,
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L
` 、

二 1
一二一t s,

X ) = 乙

—L
一

’

。̀
而

、 , 5 一 P
。

+ O伽 9 9 ( {r {+ l )) 《 fo g
,叮(}t }+ l )

,

从而有

S (Q
,

关
x
)《 Q

o g x )
趾 , 十 之, + ’

艺
l < q毛Q

l 二 *

厂
不又互j

一

会J
。 。

百 ’“ ,
’

弋切
,

` , , ,“ S ,
,

于是定理 1 的证明归结于证明 :在

f
`2/ + “ ’

牌` R e “ ` ’ + ’ ” o g x ,

万
“ 一 Q

,

(` < Q
l簇 q 簇 Q

` ,簇 “ Q
l
簇 Q)

,

L O毛 T l < T
` ,二 am x( 工+ 1

,

2巩) 毛几

( 10 )

条件下
,

有

; 一 : :
·

{
T ;*

·

,二
1

二。
,

, ) ,,d
、 {一 。

I
T ;

* 、 g二 )一
,

q 一 。 l x ; J IT
( 1 1)

其中 A , = 一 A 一 2: 2一 又1一 .3

分两种情况证明 ( 1 1) 式在条件 ( 10) 下成立
.

1
.

Q
l妻伽 gx )

B
.

同文献【习中定理 1的证明一样
,

此时又将
a = R e 、

分为两种情形
:
第一种

情形
,

1 2/ 十
。 `

2/ 簇
6 镬 e + 。 ’

(1十 0) = 192/ O十
。 `

/20 二 0
, < 1; 第二种情形

,

0
: < a 簇 1 + 1八

o g x
.

对这两

种情形
,

利用 nI g h a m 的零点密度估计:l0[]

艺艺
* N (

a , ,

T ;
,

x )《 (Q: T 、)“
,
一

`

)(2/ 一 “ `

妞
o gQ

I
T ;)

, ,

《
叼 ( Q

’
义叼

Q黔邸
十 “ ’

(T 俨
一知 一 “

城
`一

似go x)1
2 ,

( 12 )

其 中
, = 了 + s’( 1一了 )

,

完全类似文献【习中定理 1在 Q
,
) 伽 g x)

”
下的证明

,

可证得对某个可以

选择出的 B > O使 ( 1 1) 式在 ( 10) 式下成立
,

详细过程见文献〔5]
.

2
.

Q
,
蕊伽 g x户首先假设 不> (4 0n

。
+ 20 )Qo g

x

丫
,

由
n 。 的选择有 不》 Oo g x)

B
.

而 ( 12) 式右边

有一个关于 不 的因子

(叭 )”
一枷 一

绷
, 一 “

),

5 /3一 4 (
a 一 。 ,

) /3 (l 一
a
)簇 l

, a ) l /2 +
。 `

/2
,

5 /3一 4 (a 一 。 `

) /3( l 一
a
) 簇 l /2

.

a ) 口
,

因此对 不 > (4 0n
。 十 20 )伽g x)

,
完全可照 Q

, > 伽 g x户的情形证明 ( 1 1) 式成立
.

对 Q
l续伽 g x)

B ,

T
.
(

(4 o
n 。+ 20 )Oo g x )

,

《 O
o g x )

B ,

由引理 l
,

得到 : 当 s 任 r 仪) 时
,

x

公
1+ ”
(S

,

; ) 《 x ,一 ”̀gox , , ,̀ e x p (
c 产

0 0 9声 )勺《 xe x p (一
e
伽 g x )

,

勺
.

从而这时 ( 11) 式亦成立
.

至此
,

定理 1得到证明
.



中 国 科 学(A 辑 )第5 2卷

2定理 2的证明

引理 3固定 “> O
,

而 x ) 2
,

有

愚粤
一、 x)rt

」,

履粤
《 、 、 扩

证 由 (r n) 的定义可见
,

(r n) 《 心
+ ,

(的
,

从而有第一个估计式
.

至于第二个估计式
,

由除数

函数的可乘性
,

只要证明 d粼
]

叻《 试、
十
价伽j) (j 为 自然数 ) 即可

.

令 k = 网 + 1
,

这一估计由下

面两式即得
:

物” 一

(
“ 十

:
一 `

)
(k

, + j 一 1) j妻 (k + 1一 )jz
,

j ) 1
.

引理 4 对 x ) 2
,
戊> O

,

有

氮斋刻
。

酥
润

业替丝 十 O( 伽gx 户
+

“
万.z)

证 由特征的正交性得

割
。

蓦粤黔
~

…
’ 一

耐
。

蓦

…
’ 一

喀令

平
+ 2 , (。 ) 艺 丛些工

仍
,

妇二 1

凡 续 x 4

伪
,

q) = 〕

艺 工鲤
,

_

, < 。 簇尹 m
阴 三 川n刘 q )

甲 (叮) 艺
月 = l

加
,

的= 1

粤
、 。

品(q
) 艺鱼奥 )

+

n \
n > x 4 n 一

/

o(w呜粤 艺 巡鱼处、
m /

爪 三
几(曲刃 q )

于是

乙粤 创叉
工立鲤丝

,

{
2_

q ` x

尹份 )
之;

卜习
n

}

·

真
,

令
· “ ( , )· o

(
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