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摘要    本文基于厚板结构振动精确化方程, 应用算子代数及其谱分解理论, 采用适当的规范条件和满

足板条两侧边界条件, 首次给出了更为精确化的厚梁结构弯曲振动支配方程. 支配方程的总阶数为 4 阶, 

即关于横向位移函数的 4 阶偏微分方程以及相应的广义位移函数 F 和剪切变形函数 f 的表达式. 分别基

于 Euler-Bernoulli 梁和 Timoshenko 梁理论绘出了结构内存在的波模频散关系曲线, 并与本文得到的厚梁

结构内的波模频散关系做了对比, 讨论了本文提出的矩形厚梁弯曲振动精确化方程的正确性和适用条

件. 本文提出的梁结构振动方程可用于厚梁较高频动力学分析与振动控制以及评价现有工程梁理论的适

用条件.  
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在航空航天、土木建筑结构等工程中, 梁是以弯

曲为主要变形的空间结构的典型构件. 经典梁振动

理论具有局限性, 在处理厚梁或减缩频率较高的高

阶振动模态时会使分析计算结果产生较大的误差 . 

随着现代科学技术和工程结构设计理论的发展, 迫

切要求给出梁结构弯曲振动的精确化支配方程, 以

便有理有据地采用新的结构设计形式和实现结构轻

型化[1–3].  

经典 Euler-Bernoulli 梁理论采用了 Kirchhoff 假

设, 认为初始垂直于中性轴的截面在变形时仍保持

垂直于中线[4]. 由于 Euler-Bernoulli 梁理论忽略了横

向剪切变形和转动惯量的影响, 在厚梁或减缩频率

较高的情况下将产生较大的计算误差. Rayleigh 最早

对经典梁结构理论做了修正, 1877年他考虑了梁结构

弯曲变形时的转动惯量影响 , 给出了 Rayleigh 梁  

理论.  

20 世纪 20 年代 Timoshenko 提出了一种梁理论, 

此理论考虑了横向剪切变形和转动惯量的影响, 其
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分析结果更接近工程实际[5]. 它的基本假设是, 中线

的法平面仍保持平面, 但不一定再保持法向. 另外, 

随着 Timoshenko 梁理论在工程上广泛应用, 也出现

了一些争议问题, 例如 Timoshenko 梁理论的两个频

谱分支问题. Stephen 就 Timoshenko 梁理论的两个频

谱分支问题做了研究[6]; Diaz-de-Anda 等人[7]对 Timo-                   

shenko 梁理论做了实验研究. 随着现代工程结构设

计技术的发展, 其结构变厚、减缩频率不断升高、气

流与结构振动的耦合增强. 同时, 研究表明夹层结构

的理论与厚梁结构的理论是同构的. 这些都迫切要

求人们研究厚梁结构弯曲振动的精确化动力学方程.  

本文将基于厚板弯曲振动精确化方程, 采用算

子代数及其算子谱分解理论, 给出更为精确化的梁

弯曲振动方程, 并对结构内的相关波导问题做分析

讨论.  

1  矩形梁弯曲振动的精确化方程 

根据文献[8]的厚板结构振动的精确化理论, 无

横向荷载时平板结构弯曲振动的支配方程为 

 

 2 2 2 2
2

2 4
2 2

2

7
 0,

8

D W DT W

CT W DT W





    

     
 

 
(1)

 

 

 
 

   

2

2

2 2 2
2

2 2 2
2

2 1
1

8 1 8

1 ,
8 1 8 1

h h T F

h h T W




 
 

 
   

  
 

    
   

 

(2)

 

 
2

2 2
22

π
0.f T f

h

 
    

 
 (3) 

式中, C, D 分别表示平板的剪切刚度和抗弯刚度, 
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子, 2 2 2 2 2/ /x y       .  

将平板结构振动微分方程写为如下形式[8] 
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其满足算子代数方程 
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算子的负指数表示算子的逆, 可用 Green 函数的积分

表示, 例如 Reisz 位势或 Bessel 位势等.  

设平板是宽度为 2b 度的板条. 根据 Taylor 级数

展开公式, 则板条中面内任意一点的广义位移可写为 
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式中,  sinh ,cosh( )  分别为双曲正弦和余弦函数.  

由式(5)和(6), 可有如下表达式[7,8] 
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采用如下两个规范条件[8,9], 消除未知函数的不

唯一性 
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于是, 式(6)可变成如下形式 
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根据文献[8], 板条振动时的广义内力表达式为 

         
2 2

2
1x

F f
M D

x yx


  
      

 

       2 2 2
2

1
;

2
D T W F        (10) 

        
2 2

2
(1 )y

F f
M D

x yy


  
      

 

       2 2 2
2

1
;

2
D T W F        (11) 

 
2 2 2

2 2

1
(1 ) ;

2xy

F f f
M D

x y x y


    
           

 (12) 

    2 2
2

1

4x

W F f W
Q C D T

x x y x


              
 

      2 2
22 1

F
T

x
         

 

      2 2
21 ;

f
T

y



     

 (13) 

 

   

2 2
2

2 2
2

1

4

2 1

y

W F f W
Q C D T

y y x y

F
T

y



 

     
           

       

 

   2 2
21 .

f
T

x
       

 (14) 

梁(板条)的两侧为自由边界条件, 其表达式为[10,11] 
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其中 , 根据结构工程设计规范要求  / 3.5 5.0h b , 

/ 5.0L h  ; 研究低频情况 0.50j h  . 因此, 假设算

子范数 2 2 1.0jb D  , 可得如下量级分析 
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将式(11), (12)和(14)代入到式(15)中, 并将方程

组中算子级数截断, 考虑到式(16), (17)中的量级分析, 

于是梁的广义位移函数应满足如下渐近方程 
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根据方程式(5)和(18), 采用 Vieta 定理的根和系

数的关系以及微分方程解的构造理论, 经推导化简

可得如下偏微分方程[12] 
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其中, C, EI 分别表示矩形截面梁结构的剪切刚度和

抗弯刚度, 3 / 12EI Eh ;  1,  2,  3jA j 是关于时间

的微分算子, 其表达式分别为 
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于是, 广义位移函数的表达式为 
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3

3
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k
k
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D 

   (24) 

式中, 算符   1,  2,  3ijB i j  

11 22 33 23 32 12 13 32 12 33

21 23 31 21 33 22 11 33 13 31
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   

 

根据偏微分方程规范型理论, 由方程(18)和(19)

可得矩形梁关于横向位移函数的动力学方程 

    


 

4 2
2
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f x t W x t  (27) 

其中,  

      1 2, , , ,W x t W x t W x t  

12 2
2 2
32 2

2 2j jx x
  


    

          
. 

由式(8)和式(10)–(14), 可得沿板条宽度方向的

广义内力平均值的表达式为 

   
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于是, 可得如下广义内力表达式 
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     2 2
3 21 1 .j

j jT W
x

    
   


 (30) 

当时间微分算子的范数 2
2 0T  时 , 方程式

(25)–(27)可退化为梁弯曲的经典静力学支配方程[13] 

  
4

4
0,EI W x

x





 (31) 

     ,F x W x  (32) 

   0.f x   (33) 

此时即静力情况下梁结构内相应的广义内力的表达

式(29)和(30), 可改写为如下表达式 
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 (35) 

2  矩形截面梁精确化方程的考量与讨论 

本文分别采用经典梁理论即 Euler-Bernoulli梁

和 Timoshenko 梁理论, 以及本文给出的矩形截面

梁振动精确化方程, 绘出了各种矩形梁弯曲波动

的频散曲线. 具体工作如下 
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1
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6
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此式是基于经典 Euler-Bernoulli 梁理论[13]. 
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此式是基于 Timoshenko 梁理论[11]. 
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此式是基于本文给出的梁结构精确化理论. 其中, k2 
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根据各种梁结构振动的理论, 图 1–4分别绘出了

Poisson 比分别为 0.25, 0.30, 0.40 和 0.50 的色散关系

曲线. 考虑前两阶振动模式  2/ 1.40c c  . 由图可以

看到: (1) 基于本文给出的梁振动精确化方程确定的

频谱是结构中存在两个振动模式 ,  当弹性波波 

数比较小  / 0.5h   时, 第一阶振动模式接近于经

典 Euler-Bernoulli梁理论确定的模式或称接近于经典

Timoshenko 梁理论确定的第一阶振动模式; (2) 当弹

性波波数比较大  / 0.5h   时, 本文的第二阶振动

模式接近于经典 Timoshenko 梁理论确定的第一阶振 
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图 1  (网络版彩图) 基于不同梁理论得到的频散关系曲线 

Figure 1  (Color online) Dispersion relation by different theories of beams. 

 

 

图 2  (网络版彩图) 基于不同梁理论得到的频散关系曲线 
Figure 2  (Color online) Dispersion relation by different theories of beams. 

 
动模式. 随着弹性波数的增加, 本文的第一阶振动模

式的相速度逐渐减少, 而最终变为截止振动模式; (3) 

当弹性波数较小时, 结构中存在着两种振动模式, 而

在弹性波数很大时(高频), 结构中将只存在一种振动

模式.  

 

图 3  (网络版彩图) 基于不同梁理论得到的频散关系曲线 
Figure 3  (Color online) Dispersion relation by different theories of beams. 

 

 

图 4  (网络版彩图) 基于不同梁理论得到的频散关系曲线 
Figure 4  (Color online) Dispersion relation by different theories of beams. 

 

3  结论 

本文没有采用工程假设, 直接基于厚板振动精

确化方程, 应用算子谱分解和规范场理论, 首次给出
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了更为精确化的矩形梁结构弯曲振动支配方程, 其

支配方程的总阶数为 4 阶, 即关于横向位移W 的 4 阶

偏微分方程. 与平板结构中存在的振动模式不同, 此

时结构中存在的描述剪切运动模式的函数不是独立

的. 即此时不仅广义位移函数 F 是与位移函数W 相

关的, 而且剪切运动函数 f 也是与位移函数W 相关

的. 可以给出用位移函数W 描述的广义位移函数 F

和剪切运动变形函数 f 的表达式.  

在振动方程中不仅含有关于时间的 2阶导数, 而

且还含有关于时间的 4 阶导数. 由于振动方程中含有

关于时间的 4 阶导数, 因此在梁结构中出现了两个频

谱分支. 需要指出的是: 在低频振动情况下, 梁结构

中存在的两个振动模式的相速度都在考虑范围内 ; 

在高频振动情况下, 梁结构中的第一阶振动模式的

相速度随着波数的增加而迅速减少, 梁结构内逐渐

呈现出单一频谱特点. 也就是说, 在低频振动情况下

梁结构中存在的两个弯曲波模都是属于扩展形式的

传播模, 而在高频振动情况下梁结构中将只存在的

一个扩展形式的传播模.  

本论文的主要创新之处在于: (1) 首次给出了更

为精确化的矩形梁结构弯曲振动支配方程; (2) 频散

关系曲线很好地描述了当梁结构比较细长或者说导

波波数较小时, 结构内存在着两种振动模式; (3) 当

梁结构比较短粗或者说导波波数较大时, 结构内将

只存在一个振动模式; (4) 与基于经典 Timoshenko 梁

理论的分析结果不同, 当导波波数趋于无穷大时结

构内将只存在单一的振动模式, 并且是梁的第二阶

振动模式的极限, 而不是第一阶振动模式的极限.  

由于本文没有工程假设, 直接基于弹性动力学

的数学理论推导得到的厚梁振动的支配方程, 因此, 

它不仅适用于分析厚梁结构低频振动模式情况, 而

且还适用于较高频振动模式情况. 本文提出的厚梁

结构振动理论可望能够在航空航天和土木建筑结构

的动力学分析与振动控制中得到应用[14], 以及确定

梁结构振动理论在结构尺寸和振动频率等方面的限

制性适用条件. 
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Refined dynamic equations of thick beam bending 
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In this paper, based on the theory of refined dynamic equations of thick plates bending, applied the differential 
operator algebra and decomposition of operator spectra, the refined dynamic equation of the beam flexural motion is 

first obtained by using proper gauge conditions and satisfying the boundary conditions. The refined equation of 
beams is a fourth-order equation, which governs the generalized displacement functions W, F and f. The dispersion 
relations, which are from the given beam theory, Euler-Bernoulli beam and Timoshenko beam, respectively, are 
compared. The refined equations of thick beams and applicable condition are investigated and discussed. Since 
derivation of the refined dynamic equation is conducted without any assumptions, so the proposed equation of thick 
beam bending is exact, that can be used to analyze vibration of thick beams at the high frequency and to evaluate the 
applicable condition of the engineering beam theory.  

thick beam, refined dynamic equation of beam bending, operator algebra and decomposition of operator 
spectra, effect of shear deformation and rotational inertial moment, dispersion relation 
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