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摘要 本文主要评述随机过程的统计力学研究方面的基本概念, 包括随机过程中的熵产生率、流、位

势、平衡态、温度及其数学定义,以及由此得到的一些随机系统的基本性质,如涨落定理、Green-Kubo

公式、功率谱密度的单调性等深刻的数学性质. 本文要特别提出, 利用 Boltzman 原理, 在随机过程中

引入温度参数的思想, 并指出由此可以得到马氏过程表达的系统的分层集结聚类, 这个分层聚类, 反

映了状态之间的相互作用网络结构. 本文最后还例举了利用随机过程在应用问题中建模, 进而得到对

自然科学中关心的问题的解答、解释及深入认识.
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1 序言

随着分子生物学的飞速发展, 产生了大量的观测数据, 特别是近年来单细胞的观测 (例如, 单细胞

的基因测序与基因表达测序 (RNAseq) 技术, 及流式细胞仪的多蛋白表达测量), 得到了海量的生物大

数据. 这些观测数据,使我们能够了解单个细胞基因表达的情况,它们不仅证实了细胞的生长、发育和

分化等一系列的生物过程中, 存在内蕴的随机性 [1–5], 而且使我们逐步看到细胞内的基因作为生物体

的蓝图, 是怎样 “指挥” 从卵到胚胎, 进而形成器官和机体. 这些研究成果, 不仅在逐步解开生命的奥

秘, 而且已经逐渐在医学和农牧业中引发革命性的变化. 在这些研究中, 大数据的获得只是第一步, 通

过对它的加工和理解, 才能获得知识. 而这一过程的要害, 是得到合理反映事物本质的系统模型.

此外, 在互联网、电子商务和金融等众多领域也得到了许多大数据, 它们和生物大数据从数学上

看是十分相似的. 传统的生物数学, 常采用的模型是确定性的动力系统. 但它作为细胞的运动模型, 看

不到细胞的表观状态切换等生物学家十分关心的现象. 采取随机动力系统建模, 情况就大不一样 (参

见文献 [1,2]). 许多重要论文中都指出了细胞的内蕴随机性 [6–11],它在细胞的分化、发育和生长等众多

的生物过程中起了非常关键的作用. 第 3 节中给出的数学结果, 说明实际上它控制了不同的表观状态

切换所需的时间尺度.
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马氏链和扩散过程都是较简单的随机动力系统, 对它的统计力学研究, 使得已有的各种物理模型

转化为严格的数学模型, 并可利用已有的数学理论来处理、理解和解释系统. 本文主要评述这方面的

基本概念, 包括随机过程中的熵产生率、流、位势 (力)、平衡态、温度及其数学定义, 以及由此得到的

一些随机系统的基本性质, 如涨落定理、马氏链的 Green-Kubo 公式、功率谱密度的单调性等深刻的

数学性质. 此外我们要特别提出, 利用 Boltzman 原理, 在随机过程中引入温度参数的思想, 并指出由

此可以得到马氏过程表达的系统的分层集结聚类, 这个分层聚类, 反映了状态之间的相互作用网络结

构. 最后, 本文还例举了利用随机过程在应用问题中建模, 进而得到对自然科学中关心的问题的解答、

解释及深入认识.

2 非平衡态下的熵产生率、能量、温度与环流

2.1 从 Boltzman 原理到随机过程描述的系统的非平衡态、熵产生率、能量 (位势) 及温度

伟大的物理学家 Schrödinger 在他的名著《生命是什么》中指出, 活的生命体与环境之间时刻发

生着物质、能量及信息的交换, 它不断从环境获得 “负熵”, 以阻止其自身的熵的持续增长. 这就解释

了各种生命体是怎样在维持其自身系统运动的非平衡态: 具有一定的 “有序性”, 而不是像在平衡态

下达到环境条件限制下的最无序的随机运动状态, 从而成为大千世界各具稳定特色的个体. 1940 年,

Bridgman [12]提出了熵产生和非平衡定态的概念,指出在非平衡定态开系统中,热力学第二定律的一般

形式是熵产生率大于零. 在 20世纪 70年代, Prigogine用非平衡态理论成功地揭示了 “斑图 (pattern)”

及化学震荡的本质, 并首次在具体例子中展示了系统是怎样维持稳定的有序结构.

钱敏带领的北京大学团队, 从 1977 年开始研究以随机过程描述的系统的非平衡态及其数学表述.

他们的工作使得在物理、化学各种不同的问题中, 非平衡态的不同描述有一个一般的、统一的理解

与数学框架, 从而可以进一步得到随机过程的一系列深入性质; 在后面我们将以涨落定理、谱分解与

Geen-Kubo 公式为例来说明这一点.

钱敏团队首先在以马氏链和扩散过程表述的系统中, 将细致平衡、可逆和封闭系统1) 等不同的物

理观念统一起来,给出了各自的严格数学定义,并证明了它们的等价性: 可逆、细致平衡与零熵产生是

等价的. 这个结果包含了 Kolmogorov 早在 1939 年就给出的离散状态、离散时间马氏链的细致平衡

与过程的统计可逆的一致性论断. 进而, 还给出了随机过程的熵产生率是在单位时间中过程的概率分

布与其时间倒逆过程概率分布之间的平均互信息—相对熵, 即用过程的分布与其时间倒逆过程分布的

Radon-Nikodym 导数的对数的均值来定义熵产生率

ep
def
= lim

t→+∞

1

t
H(P[0,t],P−

[0,t]), (2.1)

其中 P[0,t] 和 P−
[0,t] 分别是正向过程和时间倒逆过程在时段 [0, t] 上轨道的分布,

H(P[0,t],P−
[0,t]) = EP log

dP[0,t]

dP−
[0,t]

是 P[0,t] 关于 P−
[0,t] 的相对熵. 事实上, Varadhan [13] 对于平稳马氏过程给出了

H(P[0,t],P−
[0,t]) = tep,

1)封闭系统在稳定状态下, 没有与外界能量、物质和信息等的交换, 系统的熵产生为零.
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详细证明可参见文献 [14, 定理 2.2]. 从而, 由马氏过程的遍历定理不难看出, 对于非平稳的时齐马氏

过程, 上面的熵产生率的定义仍然有效.

这个定义统一了此前已经由 Schnakenberg在离散时间马氏链中给出的熵产生率 (参见文献 [14,第

30 页])

ep =
∑
i,j∈S

πipij log
πipij
πjpji

=
1

2

∑
i,j∈S

(πipij − πjpji) log
πipij
πjpji

, (2.2)

在连续参数马氏链情况下的表达式

ep =
1

2

∑
i,j∈S

(πiqij − πjqji) log
πiqij
πjqji

, (2.3)

以及 Hasegawa 等 [15,16] 提出的扩散过程的熵产生率: 对由 SDE

dx

dt
= b̄(x) + Γ(x)ξ(t), x ∈ Rd

表达的扩散过程, 它的 Fokker-Planck 方程 (即 Kolmogorov 向前方程) 为
∂u

∂t
(t, x) = ∇ ·

(
1

2
A(x)∇u(t, x)− b(x)u(t, x)

)
,

u(0, x) = g(x),

(2.4)

其中 A(x) = Γ(x)ΓT(x) = (aij(x)), b(x) = (bi(x)),

bi(x) = b̄i(x)− 1

2

d∑
j=1

∂aij

∂xj
;

其熵产生率为

ep =
1

2

∫
Rd

(2A−1b−∇ log ρ)TA(2A−1b−∇ log ρ)(x)ρ(x)dx. (2.5)

另外, 如果将过程及其时间倒逆的区间取为 [s, s+ t], 令 t → 0, 则可以得到瞬时熵产生率,它也适

用于非时齐过程的熵产生率的定义 (参见文献 [17]).

上面的定义虽然道明了熵产生率刻画了过程的时间倒逆产生的分布差异, 但是, 它在马氏链和扩

散过程的各情况下的表达式看似非常不同, 它又与物理中原本提出的 “化学反应势”、“流乘以力” 的

熵产生密度及统计热力学中的温度等观念有什么关系呢?

伟大的物理学家 Boltzman 提出了奠定统计力学基础的 Boltzman 原理. 它使我们可以更清晰地

理解上述那些问题,从而也可得到温度、能量 (化学反应势)等热力学中的重要物理量在随机过程中的

体现, 进而可以看出, 热力学中的流、力等概念在随机过程中对应什么.

Boltzman 原理指出, 一个系统, 如果可以处于能量为 E1, E2, . . . , EN 的 N 个状态, 那么系统处于

各状态的概率正比于 exp(−E1/(κT )), exp(−E2/(κT )), . . . , exp(−EN/(κT )), 其中 κ 是 Boltzman 常数,

而 T 是系统的绝对温度. 这个原理清晰地道出了系统处于各状态的概率分布和温度与能量的关系.

例如, 如果一个平稳马氏链的平稳分布为 {πi | i = 1, 2, . . . , N}, 系统的各状态的能量差异就与
状态之间的 {− lnπi | i = 1, 2, . . . , N} 差异成比例, 而比例常数就是 β = 1

κT . 从而, 我们就可以用

νi = −κT lnπi 来表征不同状态之间的 “位势”. 分布 {πi | i = 1, 2, . . . , N} 的信息熵就是该系统在某一
时刻的随机运动的平均 “位势” (相差常数 β = 1

κT 倍).
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将 Boltzman 原理应用到马氏链的一步转移概率分布 {pij | j = 1, 2, . . . , N}, 就得到由状态 i 转移

到的各状态的 “位势” (如化学势) 应为 νij = κT0(− ln pij), 其中 T0 是系统的温度. ln(pij/pji) 就是单

位时间 (一步) 从 i 到 j 所需的 “净力”, 这样的 “力场” 存在一个位势的充分必要条件就是沿任意的

状态环走一圈所需的 “净力” 和应为零 [18]. 这个描述与电磁学中著名的 Kirchhoff 定理相吻合.

从 i 到 j 的 “流” 就是马氏链走一步从 i 到 j 的净概率 πipij − πjpji, 于是 (2.2) 就可以解释为,

熵产生率就是系统中各对状态之间的 “流” 乘以 “力” ln(pij/pji) 的总和. 而物理学中流乘以力得到的

是功, 也就是能量, 这与熵 (或熵产生) 同量纲.

从而, 可以看出以下命题的等价性 [14] 的物理直观意义:

(1) 以 (pij) 为转移概率矩阵的马氏链是可逆的, 也称系统处于平衡态;

(2) 细致平衡: 对状态空间中的任意一对状态 i 和 j, 有

πipij = πjpji, ∀ i, j = 1, 2, . . . , N ;

(3) 存在位势函数 {νi | i = 1, 2, . . . , N} 使得 {µi = exp(−βνi) | i = 1, 2, . . . , N} 满足

µipij = µjpji, ∀ i, j = 1, 2, . . . , N ;

(4) 对任意一个状态的环 i1 → i2 → · · · → is → i1, 有

pi1i2pi2i3 · · · pis−1ispisi1 = pi1ispisis−1 · · · pi3i2pi2i1 ;

(5) 零熵产生率: ep = 0.

在文献 [14] 中可以找到以上陈述的严格数学定义和证明. 文献 [18] 对化学反应的分子运动的统

计热力学及其在马氏链中的表达进行了清晰的描述和讨论.

同样对 (2.3), 在连续时间马氏链情形, ln(qij/qji) 就是单位时间从 i 到 j 所需的 “净力”, 这是因

为对于很小的 δt, 有

pij(δt) = qijδt+ o(δt),

从而, 当 δt → 0 时,

ln
pij(δt)

pji(δt)
→ ln

qij
qji

.

Kramers [19] 在 1940 年提出了类似的用温度和位势差表示的模型, 与上面用 Q 矩阵表述的模型略有

差别, 但它与上面的模型得到的净力是一样的.

对于连续时间马氏链, 也有与离散时间马氏链类似的 5 个等价条件 (参见文献 [14]).

对于扩散过程, 表面上看起来 (2.5) 与 (2.2) 和 (2.3) 非常不同, 但是从熵产生率的测度论定义看,

它们应该有同样的物理解释. 对于由 SDE (2.1) 表达的扩散过程 {xt : t > 0}, 适当条件下可以证明文
献 [14, 第 4.1 小节]: 正向过程的分布 P[0,t] 与时间倒逆过程的分布 P−

[0,t] 相互绝对连续, 并且

dP[0,t]

dP−
[0,t]

(x·) = exp

[ ∫ t

0

(2A−1b−∇ log ρ)T(xs)dx̄s +
1

2

∫ t

0

(2A−1b−∇ log ρ)TA(2A−1b−∇ log ρ)(xs)ds

]
,

其中 dx̄s = dxs − b̄(xs)ds, ρ 是该扩散过程的不变概率密度. 注意到上式中随机积分部分是连续局部

鞅, 容易得到熵产生率表达式 (2.5), 它仍是 “流” J = b− 1
2A∇ log ρ 与 “力” A−1J 乘积的总和 (积分).

下面就 Ornstein-Uhlenbeck (OU) 过程来给出一个在 Boltzman 原理意义下的解释.
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设扩散过程由 SDE

dYt = −bYtdt+ σdBt, b, σ > 0

给出. 由 Itô 公式, 容易得到它等价于

Yt = e−bt

(
Y0 + σ

∫ t

0

ebsdBs

)
.

可见它的转移概率密度是

p(t, x, y) =
1

σ
√
π(1− e−2bt)/b

exp

(
− b(y − e−btx)2

σ2(1− e−2bt)

)
.

注意到

ln
p(t, x, y)

p(t, y, x)
=

b(x2 − y2)

σ2
,

从而与前面的马氏链类比可以看出, Ornstein-Uhlenbeck 过程具有位势 V (x) = bx2, 进而 β = 1
σ2 可看

作倒温度参数. 历史上, Einstein [20] 在 1905 年对 Brown 运动2) 得到的被称为 Einstein 关系的等式是

关于温度与扩散过程的扩散系数关系的第一个结果.

上面的推理也完全适用于高维 OU 过程 (参见文献 [14, 第 92 页]), 需要注意的是高维 OU 过程

可能没有位势, 从而不是细致平衡的.

2.2 环流量等重要物理量的大偏差原理与涨落定理

涨落定理是非平衡态统计力学近 40年来主要的进展之一.它最初由 Evans等 [21] 在对剪切流体进

行分子动力学模拟中发现的, Gallavotti 和 Cohen [22] 在双曲动力系统假定下给出了理论推导. Cohen

和 Gallavotti都获得了统计物理领域的最高荣誉—Boltzmann奖,涨落定理是 Cohen的获奖工作之一.

涨落定理描述的是某些物理量取值分布的指数型比例: 当一个物理系统 {Xn : n > 0}的物理量 ϕ

满足对任意的 n, 有
P( 1n

∑n
l=1 ϕ(Xl) = z)

P( 1n
∑n

l=1 ϕ(Xl) = −z)
= enρϕz, ∀ z > 0,

其中 ρϕ 是常数,则称 ϕ满足暂态涨落定理. 如果 ϕ的时间平均 { 1
n

∑n
l=1 ϕ(Xl) : n > 1}满足大偏差原

理且大偏差速率函数 I(z) 满足

I(z) = I(−z)− ρϕz, ∀ z ∈ R,

则称 ϕ 满足 Gallavotti-Cohen 型涨落定理.

对一般随机过程, 记 P[0,T ] 和 P−
[0,T ] 分别为该过程及其时间倒逆过程在时间段 [0, T ] 上轨道的分

布, 文献 [23] 证明了在适当条件下, 样本熵产生 WT = log
dP[0,T ]

dP−
[0,T ]

(ω) 满足暂态涨落定理

P[0,T ]

(
WT

T
= z

)
= eTzP[0,T ]

(
WT

T
= −z

)
, ∀ z ∈ R.

文献 [24] 还对 Brown 马达的离散模型—时间周期的马氏链证明了样本熵产生率满足暂态涨落定理和

Gallavotti-Cohen 型涨落定理. 文献 [25] 证明了磁场中的一个扩散过程的定态涨落定理.

2)数学上, 实际是 OU 过程.
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对不可约常返的可数状态马氏链和 Q 过程, 文献 [26] 利用禁忌概率的一些深刻性质证明了环形

成时间具有如下环对称性 (也叫推广的 Haldane 等式): 任给一族经过的状态集合相同 (次序可不同)

的有向环 c1, c2, . . . , cr, 各自的首次形成时间分别记为 T c1 , T c2 , . . . , T cr , 令 T = min{T c1 , . . . , T cr}, 则
有 P(T c1 6 t | T = T c1) = · · · = P(T cr 6 t | T = T cr ), ∀ t > 0.

这一等式等价于环形成时间 T 与形成哪个环是相互独立的. 对经过一个公共状态的一族环,我们

得到了更一般的结果.利用这一对称性,文献 [26]进一步证明了样本环流满足暂态涨落定理、大偏差原

理和 Gallavotti-Cohen 型涨落定理, 例如, 记 N c
t 为到时刻 t 为止马氏链形成有向环 c = (i1, i2, . . . , is)

的次数, Jc
t = 1

tN
c
t 为沿 c的样本环流, Kc

t = Jc
t −Jc−

t 为沿 c的样本净环流,其中 Jc−

t 为沿环 c的反向

环 c− = (is, is−1, . . . , i1) 的样本环流. 对任意给定的一族经过一个公共状态 i 的环 c1, c2, . . . , cr, 在马

氏链初始状态为 i的条件下, (Kc1
t ,Kc2

t , . . . ,Kcr
t )满足大偏差原理, 并且其大偏差速率函数 Ic1,c2,...,crK :

Rr → [0,∞] 满足对任意 l, 有

Ic1,c2,...,crK (x1, . . . , xl, . . . , xr) = Ic1,c2,...,crK (x1, . . . ,−xl, . . . , xr)− ρclxl,

其中 ρc = log
qi1i2qi2i3 ···qisi1

qi1isqisis−1
···qi2i1

是沿环 c = (i1, i2, . . . , is) 的热力学力. 由于马氏链和 Q 过程的样本熵

产生率可以分解为沿各环的样本环流的线性组合, 上述结果可看作之前文献 [14,27] 结果的精细化.

文献 [28] 利用一维 Brown 运动的游弋理论和 Williams 关于 Brown 轨道的分解定理还证明了圆

周上扩散过程的样本环流满足大偏差原理、暂态涨落定理和 Gallavotti-Cohen 型涨落定理.

2.3 Green-Kubo 公式与功率谱的单调性

Green-Kubo公式讨论耗散与涨落之间的关系. Kubo [29] 和 Kubo等 [30] 于 1966和 1991年分别对

平衡态及非平衡态的 Gauss 过程等特殊情形给出了这一公式; 在 Langevin 方程中它就是 Einstein 关

系. 文献 [31–34] 分别对状态空间为一般欧氏空间、紧流形及有边界的流形的马氏过程给出了包括非

平衡态的 Einstein 关系, 它的含义与下面关于马氏链的 Green-Kubo 公式相同.

将 Green-Kubo 公式一般化的关键是对马氏链和跳过程等离散或一般状态空间马氏过程引入速

度 (漂移) 与扩散的概念及表达. 由于马氏链等过程的状态不是可以运算的坐标, 因而我们考虑直观

过程表达的系统的一个观测量, 即状态空间上的实值向量函数 ϕ, 模仿对扩散过程 [14] 的做法, 对过程

{ξt | t > 0} 分别定义瞬时平均向前速度、向后速度和扩散系数矩阵 [35, 36] 如下:

Dϕ(ξt) = lim
δt↓0

E

{
ϕ(ξt+δt)− ϕ(ξt)

δt

∣∣∣∣ Pt

}
,

D∗ϕ(ξt) = lim
δt↓0

E

{
ϕ(ξt)− ϕ(ξt−δt)

δt

∣∣∣∣ Ft

}
和

Gϕ(ξt) = lim
δt↓0

E

{
(ϕ(ξt+δt)− ϕ(ξt))

T(ϕ(ξt+δt)− ϕ(ξt))

δt

∣∣∣∣ Pt

}
.

于是, Green-Kubo 公式就是

⟨(Gϕ)ij(ξt)⟩ =
∫ +∞

−∞
⟨Dϕi(ξ0)Dϕj(ξt)⟩dt, (2.6)

即扩散系数矩阵的均值等于向前瞬时速度或向后瞬时速度的 “相关函数矩阵” 在 (−∞,∞) 上的积分.

它也可以写成另一个形式:

1

2
⟨trGϕ(ξt)⟩ =

∫ ∞

0

⟨(Dϕ)T(ξ0)Dϕ(ξt)⟩dt
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=

∫ ∞

0

⟨(D∗ϕ)
T(ξ0)D∗ϕ(ξt)⟩dt

= −
∫ ∞

0

⟨(D∗ϕ)
T(ξ0)Dϕ(ξt)⟩dt. (2.7)

文献 [35] 证明了这个结果在可逆马氏链 (平衡态) 中对一个实观测量 ϕ 成立. 文献 [36] 对一般有

限状态马氏链 (它的向前速度 Dϕ(ξt) 与向后速度 D∗ϕ(ξt) (倒逆过程的向前速度) 可能不相同) 给出

了 Green-Kubo 公式最一般的形式 (2.6), 事实上它也适用于扩散过程和一般马氏过程 [37].

进而, 我们还可以考虑连续参数平稳马氏过程 (包括马氏链和扩散过程等) 的某个实值观测量 ϕ

随系统变化时的功率谱 (它的自相关函数的 Fourier 变换), 发现某些实值观测量的功率谱密度具有非

零点处的谱峰可以作为系统处于非平衡态的标识, 因为可逆平稳马氏过程的任意观测量 ϕ 过程的功

率谱总是在 [0,∞) 上单调下降的 (参见文献 [35,36,38]). 进而, 文献 [36,39] 还分别对 Q 过程和 Polish

空间上的连续参数平稳马氏过程证明了,当它是非平衡态的时,存在复数值观测量 ϕ,使得它的功率谱

密度在 [0,∞) 上不单调下降, 即功率谱出现非零点处的谱峰. 文献 [39] 还指出, 对离散参数情形, 即

便是可逆马氏链, 也可能出现某些观测量过程, 它的功率谱密度不单调, 从而功率谱密度的单调性就

不能成为是否可逆的 “探针”. 文献 [40] 还进一步证明了对于指数遍历的连续时间参数平稳马氏过程,

设它的无穷小生成元是 A, 则所有的实观测量过程的功率谱密度单调的充要条件是 A3 半负定. 当过

程不可逆而且 A 是正常算子时, 这个条件还可以简化为 A 的所有非零特征值 z 满足虚 - 实部律:

|Im(z)| : |Re(z)| 6 1√
3
.

3 马氏过程中引入温度、马氏过程状态之间的网络结构 (状态的分层集结与遍历聚类)

给定一个转移概率矩阵为 (pij) (或转移速率矩阵为 (qij)) 的马氏链, 利用 Boltzman 原理, 我们还

可以在不改变系统元素之间的相互作用的条件下 (即保持位势不变), 改变系统的 “温度”, 而得到随温

度变化的一族马氏链 (p
(β)
ij ) (或 (q

(β)
ij )), 也就是在一个马氏链中引入温度参数:

由 Boltzman 原理, 有

p
(β)
ij = Zβ exp

(
− vij

κT

)
= Zβ exp

(
− vijT0

κTT0

)
= Zβ exp

(
− vij

κT0

)T0/T

= Zβ(pij)
T0/T = Zβ(pij)

β/β0 ,

其中 β = 1
κT 就是倒温度参数, Zβ 是归一化常数 (对 (qij) 可类似引入倒温度参数).

温度的引入使我们可以对系统进行模拟退火,分析低温下系统的子系统之间的切换和分层聚类结

构. 文献 [41] 利用大偏差理论, 给出了这样带温度参数的马氏链在低温下呈现的状态分层遍历集结与

状态类之间的切换行为规律. 文献 [41] 详细地对马氏链描述的随机系统, 陈述并论证了这个事实, 归

结为以下定理.

存在一列尺度常数 {Vk | k = 1, 2, . . . ,K} 和一族状态集类 {Aj
k | j = 1, 2, . . . , nk,j}, 称为 k- 层吸

引子 (k = 1, 2, . . . ,K),定义 k-层吸引盆为,在 k-层的时间尺度内,全体能被某 k-层吸引子 A吸引的

初值点的集合称为该吸引子 A 的吸引盆 B.
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文献 [41] 从数学上证明了, 按照吸引盆之间的互通时间, 吸引盆逐步聚类为金字塔形层状结构:

Br
1

Br−1
1 · · · Br−1

nr−1

· · · · · · · · ·

B2
1 B2

2 · · · B2
n2

B1
1 · · · B1

m1
B1

m1+1 · · · B1
m2

· · · · · · B1
n1

具体地, 有下面的定理:

定理 3.1 对每一层的一个吸引子 A,设其吸引盆为 B. 从 B内的任一状态 ξ出发,马氏链逃离 B

的时间 τ(B) 是渐近指数型的. 用平均时间归一化后, τ(B)/(Eβ
ξ τ(B)) 渐近服从单位指数分布, 并且

lim
β→∞

ln
Eβ

ξ τ(B)

β
= V (B),

lim
β→∞

Pβ
ξ (exp(β(V (B)− δ)) < τ(B) < exp(β(V (B) + δ))) = 1, ∀ δ > 0.

定理 3.2 从每一层的一个吸引子 A内出发,渐近以概率为 1地 (过程从其吸引盆边界上伪位势

的最低点离开) 去同层的其他吸引子.

定理 3.3 从每一层的一个吸引盆内部出发, 渐近以概率为 1地, 过程到达同层的其他吸引子前,

几乎所有时间都徘徊在该吸引子附近.而且当吸引子中有多个 “点”时,它停留在各点的时间和零温度

时的不变测度成比例.

这些结果告诉我们,系统的状态是逐步地按第 1, 2, . . .层各层的时间尺度集结为 “类似遍历”的状

态类 (吸引盆), 该层的时间尺度内, 系统以近于 1 的概率停留在每层中的各吸引盆内, 当时间更长, 达

到高一级的时间尺度时, 它跑出该级的吸引盆, 进入下一级的吸引盆的吸引子; 每一级的吸引子, 一定

是上一级的吸引子, 第一级的吸引子是 (p
(∞)
ij ) 的各常返类. 当过程在每一级的吸引盆中逗留时, 几乎

主要时间都在相应的吸引子中, 如果该吸引子中有多个状态, 那么它们在各状态的概率近似于 (p
(∞)
ij )

的不变分布.

事实上, 由于降温没有改变系统各元素之间的相互作用 “势”, 因而系统的相互作用网络其实并无

改变. 温度的降低只不过使运动变慢, 而使得我们能够看清系统随机运动的 “层次” 而已. 这样, 对于

相互作用粒子系统, 如复杂的多化学反应系统、细胞的基因与蛋白系统, 引进温度参数后就可以利用

大偏差理论等数学工具, 对细胞在生长、发育和分化过程中, 表观状态的切换、切换的 “途径”、表观

状态改变的临界状态等重要问题, 进行深入的分析与研究.

此外, 未知类别数的聚类 (无监督的分类学习) 问题是自然科学和工程技术中一类非常重要的人

工智能与统计问题, 到目前为止尚无比较完满的方法, 主要的困难是类别数的定义并不确定. 从被聚

类的数据出发, 我们可以利用马氏链来进行聚类. 由马氏链状态分层集结聚类结构, 就可以清晰地看

出类别数在不同的时间尺度下是不同的, 也即它依赖于类别的细分程度.

系统的随机性在细胞的分化、发育和生长等众多的生物过程中起了非常关键的作用—它实际上控

制了不同的生物过程所需的时间尺度, 使得细胞 (生物系统) 在一定的时间尺度内以大概率停留在某

种表观状态, 在大于这个时间尺度时, 它就会切换到另一种表观状态. 如果没有随机性, 那么在确定性

的动力系统中, 系统的非线性性质允许它可以有若干个吸引子, 它们各自有自己的吸引域 (盆), 代表
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不同的表观状态. 但是, 系统从吸引盆中的状态出发, 只能走向其对应的吸引子, 永远不会离开该吸引

盆. 那么, 这样的系统是不会有表观状态切换的. 当确定性的动力系统变为具有随机性时, 就像模拟退

火的道理一样, 即使 “噪声水平” 很低 (接近绝对零度), 系统也会有小概率在短时间跑出初始时刻所

在的吸引盆, 在无限的时间内, 系统就概率为 1 地 “遍历” 整个状态空间. 而在不同的时间尺度下, 系

统在不同的状态范围内 “遍历地” 运动.

例如, 细胞处于干细胞的状态下, 它的基因和蛋白的表达情况是在一个状态类中, 而经过一段时

间,干细胞 (它由状态空间的一个子类代表)会分化成不同类的细胞 (细胞中基因和蛋白的表达具有不

同的 Pattern (模式),由状态空间的不同子类代表).时间再长,就会发育成许许多多不同功能的细胞类

(由状态空间不同的子集来代表). 文献 [42] 给出了这个过程的一个玩具模型, 说明在随机系统中表观

状态怎样切换.

在一个多层的马氏链表达的细胞系统中,不同层的吸引盆代表不同的表观状态类,例如, T 细胞由

某一层的吸引盆代表, 它还可以细分为 “前 T 细胞” 和 “成熟 T 细胞”; 成熟 T 细胞又可细分为多个

不同功能的 T 细胞, . . . 当我们观察由 d 个蛋白的表达量表征的细胞数据 (在 d- 维空间的成千上万个

点) 时, 就会发现细胞会聚成许多团 (子类), 在有些子类中, 还细分为更小的子类, 这些点 (细胞) 是怎

样逐层聚类的, 是研究中关心的一个关键问题. 在系统中引入温度参数, 可以使我们得到虚拟的系统

接近绝对零度时的情况, 这时由于分子的随机运动大大减慢, 它的分层聚类结构与表观状态的切换就

呈现出来了.

这种分层聚类现象, 不仅在其他分子生物学数据的分析研究中经常出现, 是研究的关键问题之一,

而且在互联网、电子商务、营销分析和金融管理的大数据中经常也是受关心的重要问题 [43]. 但是, 目

前常用的统计方法, 如 k-mean 等聚类方法, 须事先知道类别数 (k), 然而这个类别数不仅经常是未知

的, 而且根本定义不明. 从上面得到的分层聚类结构可以更清晰地指导聚类情况的搜寻.

在扩散过程中, 上述马氏链状态的分层集结聚类最终达到所有状态遍历的现象也类似地发生. 文

献 [44,45]分别利用 Freidlin-Wentzell小参数大偏差理论,给出了扩散过程的吸引子的分层集结与类似

于定理 3.3 的逐层遍历行为的严格数学论述及证明.

4 应用: 离子通道、分子马达、细胞的发育与分化的随机动力学

文献 [46] 对于非平衡态的随机动力学的应用已经做过较为详细的评述, 特别是文献 [18,47], 对随

机共振、分子马达和单分子酶动力学等问题的数学模型及理论作了系统的阐述与讨论. 这里例举几个

本文作者比较熟悉的问题, 以示利用马氏链 (过程) 在自然科学中的应用潜力.

近年来, 马氏链和扩散过程已经越来越广泛地应用于许多自然科学与工程的建模及计算. 近年来,

观测和数据采集手段的飞速提高, 急需适当的数学模型来分析数据, 而马氏链和扩散过程是一个极好

方式, 使得科学家能够通过对数据的加工、计算与分析、建模, 逐步触摸到事物的本质.

4.1 离子通道的马氏链方法研究

早在 20 世纪 70 年代后期, Colquhoun 和 Hawkes [48–50] 就开始了单离子通道随机性质的研究,

此后这个学派做了一系列的工作, 特别是文献 [50] 提出了用马氏链来分析观测数据, 经过近 20 年的

努力, 通过对单通道的精确观测和分析 [51–53], 搞清了离子通道内部的工作机制 (详细内容可以参见

http://www.onemol.org.uk/). 文献 [54] 是这个学派关于单离子通道研究的一个很好的综述. 文献 [55]
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把这一研究由三状态通道推广到任意多依次排列状态情形的通道 (只允许相邻状态可以直接互达),证

明了如果只能观测到是否处于一个端点状态, 仍然可以计算出各状态间的转移速率. 文献 [56] 又将结

果推广到状态组成一个星形的情况. 3- 状态近年来关于单离子通道的研究, 用酶动力学更精确地在分

子层面上进行. 文献 [57,58]分别利用 3-和 4-状态马氏链研究了酶动力学的底物和产物的涨落及反应

速率, 并指出这样的模型, 相比以浓度描述的确定性模型, 能更好地解释在实验中观测到的复杂现象.

例如, 文献 [59] 就分析了以马氏链作为模型的生物系统中, 受到广泛关注的超调 (overshoot) 或称生

化适应 (biochemical adaptation) 现象, 并指出超调现象是由系统的非平衡态性质产生的. 文献 [60] 利

用马氏链分析了细胞中的一种离子通道的关键原件肌醇三磷酸感受器 (inositol trisphosphate receptor)

的机制, 并指出其中的非平衡现象, 其结果与确定性模型比较, 能更好地吻合实验.

4.2 分子马达 (molecular motor)

分子马达是近年来分子生物学中发现的一个让人感到神奇的现象. 它是指由生物大分子构成, 利

用化学能进行机械做功的纳米系统. 生命体的一切活动, 包括肌肉收缩、物质运输、DNA 复制和细

胞分裂等, 追踪到分子水平都是来源于具有马达功能的蛋白质大分子做功推送的结果, 因此它们被称

为分子马达或蛋白质马达. 它的理论雏形是 “Brown 式棘轮”, 由 Feynman 于 1962 年公布 (参见文

献 [61]), 它是基于先前波兰物理学家 Smoluchowski 设计的一个可以从温度平衡系统的热能中撷取有

用功的机器的修改版. Smoluchowski 的初衷是想设计违反热力学第二定律的机器. 当然, 这里并未违

反热力学第二定律, 而是表现为在非平衡态下的新形式—有正的熵产生率 (文献 [46] 对热力学第二定

律的一般化作了较为详细的介绍). 这里, 从数学上看, 其实就是一个不对称的系统, 在无定向的随机

力 (如 Brown 运动) 驱动下, 会产生定向的运动. 例如, 在圆周上的非对称漂移 Brown 运动就会有一

个定向的 “宏观运动”,虽然沿轨道,系统会前前后后摆动,但是它们长时间的平均是有定向 (向一个方

向) 的 (参见文献 [14]).

文献 [62,63]分别对驱动蛋白 (kinesin)在肌纤上 “行走”和 F1-ATP旋转摩托分别用 2-维环面上

的扩散和圆圈上的格点模型, 在数学上严格地证明了它们具有在实验中表现出来的行为.

4.3 细胞的随机动力学

在分子水平上考虑细胞周期与细胞的表观状态切换等细胞动力学问题,特别是怎样利用已经获得

的生物大数据进行建模, 并深入研究细胞的动力学是随机过程的一个极好机遇与挑战. 一个细胞可以

看作一个成千上万个蛋白、基因和小分子的相互作用调控系统.文献 [64]指出主方程 (master equation)

是基因调控网络建模的黄金法则 (gold standard). 但是,这个模型往往过于复杂,为了看清我们关心的

问题, 就需要采取各种近似和粗粒化, 也就是, 选择适当的时间和空间尺度来建模, 才能研究清楚想搞

清的问题.

文献 [65]用确定性的布尔网络模型,给出了与实验数据吻合的酵母的细胞周期的具有稳定性的基

因调控模型. 文献 [66] 在这个系统中, 仿 Ising 模型, 引入了温度参数和随机性, 使得系统 “活了” 起

来. 这里模拟计算所发生的现象, 完全吻合上面所述的情况.

在癌细胞的研究中, 一个对于治疗方案起了十分关键作用的问题是, 癌症干细胞能否与癌症非干

细胞互相转换.传统的想法继承了 “在人体通常条件下, 干细胞会分化为各种非干细胞,但是反向的切

换是不会发生的”这一观念, 认为癌症非干细胞也不能切换为癌症干细胞.基于这种观念, 很多化疗的

原理是诱导癌症干细胞的分化, 从而不断减少癌症干细胞. 由于它可以不断快速分裂, 而非干细胞不
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然, 癌症干细胞就不断减少, 从而阻止癌细胞的增加. 如果这个观念不对, 就可能化疗一段时间后, 可

能有许多癌症非干细胞切换为癌症干细胞, 使它的数量又上升, 再度由于分裂, 大量增加癌细胞. 2011

年, 文献 [67, 68] 分别从实验中得到了与传统观念相反的结果. 文献 [67] 还引入了 3- 状态 (代表癌症

干细胞和两种非干细胞) 的马氏链, 对照实验数据, 说明它们之间可以互相切换, 而且从三种不同的细

胞出发, 最终都达到马氏链的平稳分布—三种状态都有正概率. 由于文献 [67] 忽略了各种细胞的分裂

与死亡, 细胞达到上述平稳分布也可能是由于癌症干细胞的纯生率高造成的. 文献 [69] 考虑了癌组织

中各种细胞的生、死与切换, 给出了更符合实际的一般细胞生长模型, 并与文献 [68] 所得到的实验数

据拟合出相应参数, 显示数据标明癌症非干细胞以正概率切换为癌症干细胞. 文献 [70, 71] 在具有生、

死与多种表观状态切换微分方程与随机系统中, 给出了极限平稳分布存在的条件及数学严格证明.

另一个经常出现的问题是, 在细胞水平上, 细胞可以分为许多表观状态, 如干细胞和各种组织细

胞 (其中又可以分为具有各种功能的细胞, 例如, 血细胞可以分为红细胞和白细胞, 它们各自又有更细

的分类). 在分子生物学单细胞测量实验中, 我们拿到的观测数据常为分子水平的数据, 例如, 单细胞

测量的基因表达数据 (单细胞 RNAseq), 它蕴含了比较完全的细胞中各基因的表达信息, 以及流式细

胞仪提供的单细胞表面蛋白表达数据 (在细胞分类中, 它可以帮助我们确定细胞的分类). 那么, 建立

分子水平与细胞水平运动之间的联系就成为一个重要问题.

从数学上看, 如果用确定性的动力系统作为细胞的运动模型 (例如, 以质量作用定律为基础的微

分方程系统), 那么系统的非线性会允许系统具有若干个吸引子, 它们各自有自己的吸引域 (盆), 可以

分别代表不同的细胞的表观状态. 但是, 在这个模型中, 从一个吸引盆内部的状态出发, 按此模型系统

会走向其吸引子, 但永远不会离开初始状态所在的吸引盆. 这样的系统不能表达与研究一个表观状态

切换到其他表观状态的运动. 更看不清各表观状态的强弱、它们之间关系的亲疏. 但是, 正如模拟退火

一样, 如果系统具有随机性, 哪怕是在确定性系统上加极小的随机摄动, 系统就会成为遍历的, 也即系

统可以在表观状态 (吸引盆) 之间切换 (转移). 但是, 如果随机性很大 (相当于温度很高), 那么状态之

间的转移就会显得很乱, 看不出头绪. 于是, 当我们在系统中不改变基本的相互作用关系 (转移位势),

而使系统的随机运动速度减慢 (温度接近绝对零度), 系统的层次就会凸显出来了. 这就需要在某个温

度下观测到的系统中引入温度参数, 使得我们可以对系统虚拟降温而不改变系统的相互作用机制. 利

用 Boltzman 原理引入温度参数的想法, 正好可以达到这一目的.

从前面的讨论可以看出,如果用马氏链 (或说主方程)来作为分子水平的细胞动力学的模型, 不仅

符合细胞的内蕴随机性, 而且可以用虚拟降温来研究细胞的分化、发育和生长等众多的生物过程, 以

及细胞怎样利用分子之间的化学反应获得能量, 从而产生不同时间尺度下的表观状态切换. 文献 [42]

以一个 2-维空间 (如两个基因)中细胞动力学的简化例子,说明了表观状态就是表达空间中的吸引盆,

并展示了表观状态切换的发生. 该文献由此建立了在细胞水平下的不同层次的表观状态, 就是分子水

平的表达空间中的不同层次的聚类 (clusters).
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Non-equilibrium stochastic dynamics

QIAN MinPing & JIANG DaQuan

Abstract In this paper, we mainly review the basic concepts in statistical mechanics of stochastic processes,

including entropy production, flux, potential, equilibrium state, temperature in stochastic processes and their

mathematical definitions. Moreover, we review some basic properties of the processes derived from these concepts,

including fluctuation theorems, Green-Kubo formula, and the monotonicity of power spectrum density. Especially,

we point out that we can introduce the temperature parameter in a Markov process to get the multi-layer clustering

of the system modeled by the process. This multi-layer clustering shows the interaction network structure among

the states. Finally, we give some examples of application problems, in which one can model by stochastic processes

to get the answer, explanation, and understanding of concerned problems in natural sciences.
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