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摘要 本文研究随机时滞 Schrödinger 格系统, 其漂移和扩散系数是局部 Lipschitz 连续的. 首先, 建

立一些解的一致估计, 包括高阶矩估计和一致尾端估计. 其次, 运用 Arzelà-Ascoli 定理和二分法技巧

证明解的概率分布族在空间 C([−ρ, 0]; l2) 中的胎紧性. 最后, 利用 Krylov-Bogolyubov 方法证明系统

Markov 半群不变测度的存在性.
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1 引言

本文研究如下随机时滞 Schrödinger 格系统的不变测度的存在性:

dun(t)− i(un−1(t)− 2un(t) + un+1(t))dt+ λun(t)dt+ i|un(t)|2un(t)dt

= fn(un(t− ρ))dt+ gndt+
∞∑
j=1

(hj,n + σj,n(un(t)))dWj(t), t > 0,

un(s) = φn(s), s ∈ [−ρ, 0],

(1.1)

其中 u = (un)n∈Z 是未知序列; λ 和 ρ 是正常数; g = (gn)n∈Z, h = (hj,n)j∈N,n∈Z ∈ l2; fn 和 σj,n 是局部

Lipschitz 连续函数, {Wj}j∈N 是完备概率空间上的相互独立的双边实值 Wiener 过程.

格系统的渐近动力学被广泛研究, 对于确定性格系统, 参见文献 [1–7]; 对于随机格系统, 参见文

献 [8–14]. 由于在实际系统中经常会遇到非瞬时传输或记忆过程, 因此研究带有时滞的系统是有重要

意义的. 关于确定性时滞方程可参见文献 [15–20], 关于随机时滞方程可参见文献 [21–28]. 特别地, 文

献 [21, 23, 26, 29–32] 研究了有限维随机时滞系统的不变测度. 近来, 文献 [33] 研究了无穷维随机时滞
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格系统的不变测度的存在性, 其非线性项是全局 Lipschitz 的. 本文研究随机时滞 Schrödinger 格系统

(1.1) 的不变测度, 其漂移项和扩散项都是局部 Lipschitz 的, 采用停时思想来处理这些局部 Lipschitz

非线性项.

基于解的概率分布族在空间 l2 中的胎紧性, 文献 [14]讨论了不带时滞的随机 Schrödinger格系统

(即 (1.1) 中的 ρ = 0 且 f ≡ 0) 的不变测度的存在性. 然而, 对于时滞格系统 (1.1), 为了证明不变测度

的存在性, 我们需要证明解的概率分布族在空间 C([−ρ, 0]; l2) 中的胎紧性, 这比在空间 l2 中的证明复

杂得多. 为此, 我们需要利用 Arzelà-Ascoli 定理证明解在空间 C([−ρ, 0]; l2) 中的等度连续性.

事实上, 本文首先得到解的高阶矩估计和其关于时间的 Hölder 连续性 (参见引理 3.2 和 3.3). 接

着说明解的尾端项关于 t > 0 是一致小的, 进而建立系统 (1.1) 解的一致尾端估计 (参见引理 3.5). 最

后, 基于这些一致估计和二分法技巧, 通过 Arzelà-Ascoli 定理, 建立解在空间 C([−ρ, 0]; l2) 中的等度
连续性, 进而得到解的概率分布族在空间 C([−ρ, 0]; l2) 中的胎紧性 (参见引理 4.1).

另一方面, 为了得到不变测度的存在性, 还需要建立与系统 (1.1) 相关的 Markov 半群的 Feller

性. 由于 (1.1) 中的非线性项是局部 Lipschitz 的, 所以不能用文献 [33] 中的方法来得到 Feller 性. 为

此, 我们将采用停时思想和解的一致估计来证明 (更多细节参见引理 4.2 和 4.3). 基于这些分析, 利用

Krylov-Bogolyubov 方法, 我们最终得到系统 (1.1) 的不变测度的存在性 (参见定理 2.2).

下一节将给出 (1.1) 中非线性项的假设及本文的主要定理. 最后两节将分别建立解的一致估计和

证明系统 (1.1) 不变测度的存在性.

本文用 l2 表示由所有 C 值的平方可加的序列构成的 Hilbert 空间, 其内积和范数分别记为 (·) 和
∥ · ∥. 用 C([−ρ, 0]; l2) 表示定义在 [−ρ, 0] 上的所有 l2- 值连续函数构成的 Banach 空间, 范数为

∥u∥Cρ = max
s∈[−ρ,0]

∥u(s)∥.

给定 t > 0, 定义

ut(s) = u(t+ s), s ∈ [−ρ, 0].

字母 M 和 c 表示一般的正常数, 在不同的位置取值可能不同.

2 假设条件和主要结论

2.1 假设条件

定义线性算子 A,B,B∗ : l2 → l2 如下:

(Au)n = un−1 − 2un + un+1, (Bu)n = un+1 − un, (B∗u)n = un−1 − un, n ∈ Z, u ∈ l2.

(A1) ∥g∥2 =
∑

n∈Z |gn|2 <∞, ∥h∥2 =
∑

j∈N
∑

n∈Z |hj,n|2 <∞.

(F1) fn : C → C 关于 n ∈ Z 是一致局部 Lipschitz 连续的, 即对于 C 的任意紧子集 C, 存在常数
LC > 0 使得

|fn(z1)− fn(z2)| 6 LC |z1 − z2|, ∀ z1, z2 ∈ C, n ∈ Z.

(F2) 对于任意 n ∈ Z, 存在正数 γn 和 η0, 使得

|fn(z)| 6 γn + η0|z|, ∀ z ∈ C,
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其中 (γn)n∈Z ∈ l2.

(Σ1) σj,n : C → C 是局部 Lipschitz 连续的, 即对于任意 j ∈ N、n ∈ Z 和 C 的任一紧子集 K, 存

在常数 Lj,n,K > 0 使得

|σj,n(z1)− σj,n(z2)| 6 Lj,n,K|z1 − z2|, ∀ z1, z2 ∈ K,

其中 LK = (Lj,n,K)j∈N,n∈Z ∈ l2.

(Σ2) 对于任意 j ∈ N, n ∈ Z, 存在正数 δj,n 和 ηj 使得

|σj,n(z)| 6 δj,n + ηj |z|, ∀ z ∈ C,

其中 (δj,n)j∈N,n∈Z, (ηj)j∈N ∈ l2.

在上述符号下, 系统 (1.1) 在 l2 中可以表示为如下形式:

du(t)− iAu(t)dt+ λu(t)dt+ i|u(t)|2u(t)dt

= (f(u(t− ρ)) + g)dt+

∞∑
j=1

(hj + σj(u(t)))dWj(t),

u(s) = φ(s), s ∈ [−ρ, 0],

(2.1)

其中 u = (un)n∈Z, |u|2u = (|un|2un)n∈Z, f(u(t− ρ)) = (fn(un(t− ρ)))n∈Z, g = (gn)n∈Z, hj = (hj,n)n∈Z,

σj(u) = (σj,n(un))n∈Z.

2.2 主要结论

定义 2.1 假设 φ ∈ L2(Ω, C([−ρ, 0]; l2)) 是 F0- 可测的. 令 u(t) (t > −ρ) 是一个连续的 l2- 值的

过程. 如果对所有的 T > −ρ, 有 u ∈ L2(Ω, C([−ρ, T ]; l2)), (ut)t>0 是 Ft- 适应的, u0 = φ, 并且对于任

意 t > 0, 下式在 l2 中 P-a.s. 成立:

u(t) = φ(0) +

∫ t

0

(iAu(s)− λu(s)− i|u(s)|2u(s) + f(u(s− ρ)) + g)ds

+
∞∑
j=1

∫ t

0

(hj + σj(u(s)))dWj(s),

则称 u(t) 是系统 (2.1) 的解.

文献 [34] 可以证明如下解的存在唯一性定理.

定理 2.1 假设 (A1)、(F1) 和 (F2) 以及 (Σ1) 和 (Σ2) 成立. 对于任意 F0- 可测的

φ ∈ L2(Ω, C([−ρ, 0]; l2)),

系统 (2.1) 在定义 2.1 的意义下存在唯一的解 u, 且对于任意 T > 0, 有

E(∥u∥2C([−ρ,T ];l2)) 6M0e
M0T

(
E(∥φ∥2Cρ

) + T + ∥g∥2T +
∞∑
j=1

∥hj∥2T
)
,

其中 M0 是不依赖于 φ 和 T 的正常数.
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在此基础上, 我们将证明其不变测度的存在性. 为此, 假设存在 m ∈ N 使得

2
4m−1
2m (2m− 1)

2m−1
2m η0 + 4m(2m− 1)∥η∥2 −

(
2m− 1

2

)
λ < 0. (2.2)

定理 2.2 假设 (A1)、(F1) 和 (F2) 以及 (Σ1) 和 (Σ2) 成立. 令 (2.2) 在 m = 1 和 m = 6 的情形

下成立, 则系统 (2.1) 在空间 C([−ρ, 0]; l2) 中存在一个不变测度.

注 2.1 我们指出, 当 (1.1) 中的三次项 i|un|2un 改为更一般的非线性项 ±iF (|un|)un 时, 本文的

结论也是成立的, 其中 F : [0,∞) → R 是连续的, F (0) = 0, 并且存在 LF > 0 和 ϑ > 0 使得

|F (|z1|)z1 − F (|z2|)z2| 6 LF (|z1|ϑ + |z2|ϑ)|z1 − z2|, ∀ z1, z2 ∈ C.

3 解的一致估计

本节将得到系统 (2.1) 解的一致估计, 这对于证明解的概率分布族的胎紧性是有用的.

引理 3.1 假设 (A1)、(F1) 和 (F2) 以及 (Σ1) 和 (Σ2) 成立. 令 (2.2) 在 m = 1 时成立. 如果

φ ∈ L2(Ω, C([−ρ, 0]; l2)), 则 (2.1) 的解 u 满足

sup
t>−ρ

E(∥u(t)∥2) 6M1(1 + E(∥φ∥2Cρ
)), (3.1)

其中 M1 是不依赖于 φ 的正常数.

证明 令 σ > 0 为待定常数. 由 Itô 公式, 对所有的 t > 0, 有

eσtE(∥u(t)∥2) = E(∥φ(0)∥2) + (σ − 2λ)

∫ t

0

eσsE(∥u(s)∥2)ds

+ 2Re

∫ t

0

eσsE(u(s), f(u(s− ρ)))ds+ 2Re

∫ t

0

eσsE(u(s), g)ds

+
∞∑
j=1

∫ t

0

eσsE(∥hj + σj(u(s))∥2)ds

=: E(∥φ(0)∥2) + (σ − 2λ)

∫ t

0

eσsE(∥u(s)∥2)ds+
3∑

i=1

Ii. (3.2)

由 Cauchy-Schwarz 不等式、Young 不等式和假设 (F2), 有

I1 6
√
2ρη0e

1
2σρE(∥φ∥2Cρ

) +

√
2∥γ∥2

η0e
1
2σρσ

eσt + 2
√
2η0e

1
2σρ

∫ t

0

eσsE(∥u(s)∥2)ds. (3.3)

类似可得

I2 6 λ

2

∫ t

0

eσsE(∥u(s)∥2)ds+ 2

λσ
eσt∥g∥2. (3.4)

对于最后一项, 通过假设 (Σ2), 有

I3 6 2

σ

( ∞∑
j=1

∥hj∥2 + 2∥δ∥2
)
eσt + 4∥η∥2

∫ t

0

eσsE(∥u(s)∥2)ds. (3.5)
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由 (3.2)–(3.5) 可知, 对所有的 t > 0, 有

eσtE(∥u(t)∥2) 6 (1 +
√
2ρη0e

1
2σρ)E(∥φ∥2Cρ

) +

(
σ + 2

√
2η0e

1
2σρ + 4∥η∥2 − 3

2
λ

)∫ t

0

eσsE(∥u(s)∥2)ds

+

(√
2∥γ∥2

η0e
1
2σρ

+
2

λ
∥g∥2 + 2

∞∑
j=1

∥hj∥2 + 4∥δ∥2
)
σ−1eσt. (3.6)

则由 (2.2) 和 (3.6) 可得, 存在 σ0 > 0 使得对于任意 σ ∈ (0, σ0) 以及所有的 t > 0, 有

E(∥u(t)∥2) 6 (1 +
√
2ρη0e

1
2σρ)E(∥φ∥2Cρ

)e−σt +

(√
2∥γ∥2

η0e
1
2σρ

+
2

λ
∥g∥2 + 2

∞∑
j=1

∥hj∥2 + 4∥δ∥2
)
σ−1,

由此可知 (3.1) 成立.

引理 3.2 假设 (A1)、(F1) 和 (F2) 以及 (Σ1) 和 (Σ2) 成立. 令 (2.2) 在 m > 2 时成立. 如果

φ ∈ L2m(Ω, C([−ρ, 0]; l2)), 则 (2.1) 的解 u 满足

sup
t>−ρ

E(∥u(t)∥2m) 6M2(1 + E(∥φ∥2mCρ
)), (3.7)

其中 M2 是依赖于 m 但不依赖于 φ 的常数.

证明 定义停时 τn = inf{t > 0 : ∥u(t)∥ > n}, n ∈ N, 如果 {t > 0 : ∥u(t)∥ > n} = ∅, 此时
τn = +∞. 令 σ > 0 为待定常数, 由 Itô 公式可得, 对所有的 t > 0, 有

E(eσ(t∧τn)∥u(t ∧ τn)∥2m) = E(∥φ(0)∥2m) + (σ − 2mλ)E

(∫ t∧τn

0

eσs∥u(s)∥2mds
)

+ 2mE

(∫ t∧τn

0

eσs∥u(s)∥2m−2Re(u(s), f(u(s− ρ)))ds

)
+ 2mE

(∫ t∧τn

0

eσs∥u(s)∥2m−2Re(u(s), g)ds

)
+

[
mE

( ∞∑
j=1

∫ t∧τn

0

eσs∥u(s)∥2m−2∥hj + σj(u(s))∥2ds
)

+ 2m(m− 1)E

( ∞∑
j=1

∫ t∧τn

0

eσs∥u(s)∥2m−4|Re(u(s), hj + σj(u(s)))|2ds
)]

=: E(∥φ(0)∥2m) + (σ − 2mλ)E

(∫ t∧τn

0

eσs∥u(s)∥2mds
)
+

3∑
i=1

Ji. (3.8)

由假设 (F2) 和 Young 不等式, 可得

J1 6 2
4m−1
2m (2m− 1)

2m−1
2m η0e

σρ
2mE

(∫ t∧τn

0

eσs∥u(s)∥2mds
)
+ (4m− 2)

2m−1
2m η0ρe

σρ
2mE(∥φ∥2mCρ

)

+ (4m− 2)
2m−1
2m η

−(2m−1)
0 e−

2m−1
2m σρ∥γ∥2mσ−1eσt. (3.9)

对于 J2, 利用 Young 不等式, 有

J2 6 1

4
λE

(∫ t∧τn

0

eσs∥u(s)∥2mds
)
+ (8m− 4)2m−1λ−(2m−1)∥g∥2mσ−1eσt. (3.10)
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最后, 由假设 (Σ2), 可得

J3 6
(
1

4
λ+ 4m(2m− 1)∥η∥2

)
E

(∫ t∧τn

0

eσs∥u(s)∥2mds
)

+ (4m− 2)m(4m− 4)m−1λ−(m−1)

( ∞∑
j=1

∥hj∥2 + 2∥δ∥2
)m

σ−1eσt. (3.11)

由 (3.8)–(3.11) 可得, 对所有的 t > 0, 有

E(eσ(t∧τn)∥u(t ∧ τn)∥2m) 6 (1 + (4m− 2)
2m−1
2m η0ρe

σρ
2m )E(∥φ∥2mCρ

)

+

(
σ + 2

4m−1
2m (2m− 1)

2m−1
2m η0e

σρ
2m + 4m(2m− 1)∥η∥2 − 2

(
m− 1

4

)
λ

)
× E

(∫ t∧τn

0

eσs∥u(s)∥2mds
)

+ (4m− 2)
2m−1
2m η

−(2m−1)
0 e−

2m−1
2m σρ∥γ∥2mσ−1eσt

+ (8m− 4)2m−1λ−(2m−1)∥g∥2mσ−1eσt

+ (4m− 2)m(4m− 4)m−1λ−(m−1)

( ∞∑
j=1

∥hj∥2 + 2∥δ∥2
)m

σ−1eσt. (3.12)

由 (2.2)、(3.12)和 limn→∞ τn = +∞可得,存在 σ0 > 0使得对于任意 σ ∈ (0, σ0)以及所有的 t > 0,有

E(∥u(t)∥2m) 6 (1 + (4m− 2)
2m−1
2m η0ρe

σρ
2m )E(∥φ∥2mCρ

)e−σt

+ (4m− 2)
2m−1
2m η

−(2m−1)
0 e−

2m−1
2m σρ∥γ∥2mσ−1

+ (8m− 4)2m−1λ−(2m−1)∥g∥2mσ−1

+ (4m− 2)m(4m− 4)m−1λ−(m−1)

( ∞∑
j=1

∥hj∥2 + 2∥δ∥2
)m

σ−1.

由此可得估计式 (3.7).

引理 3.3 假设 (A1)、(F1) 和 (F2) 以及 (Σ1) 和 (Σ2) 成立. 令 (2.2) 在 m = 6 时成立. 如果

φ ∈ L12(Ω, C([−ρ, 0]; l2)), 则 (2.1) 的解 u 满足, 对于任意 t > r > 0, 有

E(∥u(t)− u(r)∥4) 6M3(|t− r|2 + |t− r|4), (3.13)

其中 M3 > 0 是依赖于 R 但不依赖于 t 和 r 的常数, ∥φ∥L12(Ω,C([−ρ,0];l2)) 6 R.

证明 通过 (2.1), 对所有的 t > r > 0, 有

∥u(t)− u(r)∥ 6 (λ+ 4)

∫ t

r

∥u(s)∥ds+
∫ t

r

∥u(s)∥3ds+
∫ t

r

∥f(u(s− ρ))∥ds

+ ∥g∥|t− r|+
∥∥∥∥ ∞∑

j=1

∫ t

r

(hj + σj(u(s)))dWj(s)

∥∥∥∥. (3.14)

由 (3.14) 可知, 对所有的 t > r > 0, 有

E(∥u(t)− u(r)∥4) 6 125∥g∥4|t− r|4 + 125(λ+ 4)4E

((∫ t

r

∥u(s)∥ds
)4)
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+ 125E

((∫ t

r

∥u(s)∥3ds
)4)

+ 125E

((∫ t

r

∥f(u(s− ρ))∥ds
)4)

+ 125E

(∥∥∥∥ ∞∑
j=1

∫ t

r

(hj + σj(u(s)))dWj(s)

∥∥∥∥4)

=: 125∥g∥4|t− r|4 +
4∑

i=1

Ki.

由引理 3.2 (m = 6 的情形) 和 Hölder 不等式, 有

K1 6 125(λ+ 4)4|t− r|3
∫ t

r

E(∥u(s)∥4)ds 6 c1|t− r|4.

类似地, 对于 K2, 通过引理 3.2 和 Hölder 不等式, 得到

K2 6 125|t− r|3
∫ t

r

E(∥u(s)∥12)ds 6 c2|t− r|4.

对于 K3, 通过假设 (F2)、引理 3.2 和 Hölder 不等式, 有

K3 6 1000∥γ∥4|t− r|4 + 1000η40 |t− r|3
∫ t−ρ

r−ρ

E(∥u(s)∥4)ds 6 c3|t− r|4.

最后, 由假设 (Σ2)、引理 3.2 和 Burkholder-Davis-Gundy 不等式可得

K4 6 c4E

((∫ t

r

(2
∞∑
j=1

∥hj∥2 + 4∥δ∥2 + 4∥η∥2∥u(s)∥2)ds
)2)

6 8c4

( ∞∑
j=1

∥hj∥2 + 2∥δ∥2
)2

|t− r|2 + 32c5∥η∥4|t− r|2.

结合以上所有的估计可得 (3.13).

为了证明 (2.1) 解的概率分布族的胎紧性, 我们对解的尾端给出一些一致估计.

引理 3.4 假设 (A1)、(F1) 和 (F2) 以及 (Σ1) 和 (Σ2) 成立. 令 (2.2) 在 m = 1 时成立, 则系统

(2.1) 的解 u 满足, 对于 L2(Ω, C([−ρ, 0]; l2)) 中的任意紧子集 E, 有

lim sup
k→∞

sup
φ∈E

sup
t>−ρ

∑
|n|>k

E(|un(t, φ)|2) = 0.

证明 选取 R 上的光滑函数 ξ 如下:

ξ(s) =

0, |s| 6 1,

1, |s| > 2,

满足对所有的 s ∈ R, 0 6 ξ(s) 6 1. 给定 k ∈ N, 记 ξk = (ξ(nk ))n∈Z, ξku = (ξ(nk )un)n∈Z.

由 (2.1), 得到

d(ξku)− (iξkAu− λξku− iξk|u|2u)dt

= (ξkf(u(t− ρ)) + ξkg)dt+

∞∑
j=1

(ξkhj + ξkσj(u(t)))dWj(t). (3.15)
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令 σ > 0 为待定常数, 由 Itô 公式可知, 对所有的 t > 0, 有

eσtE(∥ξku(t)∥2) = (σ − 2λ)

∫ t

0

eσsE(∥ξku(s)∥2)ds+ E(∥ξkφ(0)∥2)

+ 2Re

∫ t

0

eσsE(iAu(s), ξ2ku(s))ds− 2Re

∫ t

0

eσsE(i|u(s)|2u(s), ξ2ku(s))ds

+ 2Re

∫ t

0

eσsE(ξkf(u(s− ρ)), ξku(s))ds+ 2Re

∫ t

0

eσsE(ξkg, ξku(s))ds

+

∞∑
j=1

∫ t

0

eσsE(∥ξkhj + ξkσj(u(s))∥2)ds

=: (σ − 2λ)

∫ t

0

eσsE(∥ξku(s)∥2)ds+
6∑

i=1

Si. (3.16)

注意到 φ ∈ E,并且 E 在 L2(Ω, C([−ρ, 0]; l2))中是紧的. 所以对于任意 ϵ > 0,存在 K1 = K1(ϵ, E) > 1,

使得对所有的 k > K1 和 φ ∈ E, 有
∑

|n|>k E(|φn(0)|2) 6 ϵ. 由此, 对所有的 k > K1 和 φ ∈ E, 有

S1 =
∑
n∈Z

E

(∣∣∣∣ξ(nk
)
φn(0)

∣∣∣∣2) =
∑
|n|>k

E

(∣∣∣∣ξ(nk
)
φn(0)

∣∣∣∣2)
6

∑
|n|>k

E(|φn(0)|2) 6 ϵ. (3.17)

对于 S2, 由引理 3.1 可得

S2 = −2Re

∫ t

0

eσsE(iBu(s), B(ξ2ku(s)))ds

6 c1
k

∫ t

0

eσsE(∥u(s)∥2)ds, (3.18)

其中 c1 > 0 是依赖于 ξ 的常数, c2 > 0 是依赖于 φ 但不依赖于 k 的常数. 由于 E(i|u(s)|2u(s), ξ2ku(s))
是纯虚数, 我们很容易得到

S3 = 0. (3.19)

利用 Cauchy-Schwarz 不等式、Hölder 不等式和假设 (F2), 可得

S4 6 2
√
2η0e

σρ
2

∫ t

0

eσsE(∥ξku(s)∥2)ds

+

√
2eσt

ση0e
σρ
2

∑
|n|>k

γ2n +
√
2η0e

σρ
2

∫ 0

−ρ

eσsE(∥ξkφ(s)∥2)ds. (3.20)

由于 γ = (γn)n∈Z ∈ l2, 所以存在 K2 = K2(ϵ) > 1, 使得对所有的 k > K2, 有∑
|n|>k

γ2n 6 ϵ. (3.21)

注意到对 φ ∈ L2(Ω, C([−ρ, 0]; l2)),有 φ ∈ C([−ρ, 0];L2(Ω, l2)),并且集合 {φ(s) ∈ L2(Ω, l2) : s ∈ [−ρ, 0]}
在 L2(Ω, l2) 中是紧的. 因此, 给定 ϵ > 0, 存在 s1, s2, . . . , sm ∈ [−ρ, 0], 使得

{φ(s) ∈ L2(Ω, l2) : s ∈ [−ρ, 0]} ⊆
m∪
j=1

B

(
φ(sj),

√
ϵ

2

)
, (3.22)
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其中 B(φ(sj),
√
ϵ

2 ) 是 L2(Ω, l2) 中的半径为
√
ϵ

2 的开球. 由于 φ(sj) ∈ L2(Ω, l2) (j = 1, 2, . . . ,m), 所以

存在 K3 = K3(ϵ, φ), 使得对所有的 k > K3, 有∑
|n|>k

E(|φn(sj)|2) 6
1

4
ϵ, j = 1, 2, . . . ,m. (3.23)

由 (3.22) 和 (3.23) 可知, 对所有的 k > K3, 有∑
|n|>k

E(|φn(s)|2) 6 ϵ, ∀ s ∈ [−ρ, 0]. (3.24)

由于 E 在 L2(Ω, C([−ρ, 0]; l2)) 中是紧的, 所以通过 (3.24) 可知, 存在 K4 = K4(ϵ, E) > max{K1,K2},
使得对所有的 φ ∈ E 和 k > K4, 有∑

|n|>k

E(|φn(s)|2) 6 ϵ, ∀ s ∈ [−ρ, 0]. (3.25)

从 (3.20)、(3.21) 和 (3.25) 中可以得出, 对所有的 φ ∈ E, t > 0, k > K4, 有

S4 6 2
√
2η0e

σρ
2

∫ t

0

eσsE(∥ξku(s)∥2)ds+
√
2eσt

ση0e
σρ
2

ϵ+
√
2η0e

σρ
2 ρϵ. (3.26)

利用 Cauchy-Schwarz 不等式和 Hölder 不等式, 可得

S5 6 λ

2

∫ t

0

eσsE(∥ξku(s)∥2)ds+
2

λσ
eσt

∑
|n|>k

|gn|2. (3.27)

对于最后一项, 通过假设 (Σ2), 可得

S6 6 2

σ
eσt

∑
|n|>k

∞∑
j=1

(|hj,n|2 + 2δ2j,n) + 4∥η∥2
∫ t

0

eσsE(∥ξku(s)∥2)ds. (3.28)

从 (3.16)–(3.19) 和 (3.26)–(3.28) 可以得出, 对所有的 φ ∈ E, t > 0, k > K4, 有

E(∥ξku(t)∥2) 6 ϵe−σt +

(
σ + 2

√
2η0e

1
2σρ + 4∥η∥2 − 3

2
λ

)∫ t

0

eσsE(∥ξku(s)∥2)ds

+
c1c2
kσ

+
√
2e−

1
2σρη−1

0 σ−1ϵ+
√
2η0e

1
2σρρϵe−σt

+ 2

(
1

λ

∑
|n|>k

|gn|2 +
∑
|n|>k

∞∑
j=1

(|hj,n|2 + 2δ2j,n)

)
σ−1. (3.29)

通过 (2.2) 和 (3.29) 可得, 存在充分小的 σ > 0, 使得对所有的 φ ∈ E, t > 0, k > K4, 有

E(∥ξku(t)∥2) 6 ϵ+
c1c2
kσ

+
√
2e−

1
2σρη−1

0 σ−1ϵ+
√
2η0e

1
2σρρϵ

+

(
1

λ

∑
|n|>k

|gn|2 +
∑
|n|>k

∞∑
j=1

(|hj,n|2 + 2δ2j,n)

)
σ−1. (3.30)

由于 g = (gn)n∈Z, h = (hj,n)j∈N,n∈Z, (δj,n)j∈N,n∈Z ∈ l2,所以通过 (3.30)可得,存在K5 = K5(ϵ, E) > K4,

使得对所有的 φ ∈ E, t > 0, k > K5, 有∑
|n|>2k

E(|un(t)|2) 6 E(∥ξku(t)∥2) 6 (3 +
√
2e−

1
2σρη−1

0 σ−1 +
√
2η0e

1
2σρρ)ϵ. (3.31)
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通过 (3.25) 和 (3.31) 可得, 对所有的 φ ∈ E, k > K5, 有

sup
t>−ρ

∑
|n|>2k

E(|un(t)|2) 6 (4 +
√
2e−

1
2σρη−1

0 σ−1 +
√
2η0e

1
2σρ)ϵ.

证毕.

引理 3.5 假设 (A1)、(F1) 和 (F2) 以及 (Σ1) 和 (Σ2) 成立. 令 (2.2) 在 m = 1 时成立, 则系统

(2.1) 的解 u 满足, 对于 L2(Ω, C([−ρ, 0]; l2)) 中的任意紧集 E, 有

lim sup
k→∞

sup
φ∈E

sup
t>ρ

E

(
sup

t−ρ6r6t

∑
|n|>k

|un(r, φ)|2
)

= 0.

证明 令 ξ 是引理 3.4 中定义的光滑函数. 对 (3.15) 应用 Itô 公式, 并从 t − ρ 到 r 积分, 其中

t > ρ, t− ρ 6 r 6 t, 得到

∥ξku(r)∥2 = ∥ξku(t− ρ)∥2 − 2λ

∫ r

t−ρ

∥ξku(s)∥2ds

+ 2Re

∫ r

t−ρ

(iAu(s), ξ2ku(s))ds− 2Re

∫ r

t−ρ

(i|u(s)|2u(s), ξ2ku(s))ds

+ 2Re

∫ r

t−ρ

(ξkf(u(s− ρ)), ξku(s))ds+ 2Re

∫ r

t−ρ

(ξkg, ξku(s))ds

+
∞∑
j=1

∫ r

t−ρ

∥ξkhj + ξkσj(u(s))∥2ds

+ 2Re

∞∑
j=1

∫ r

t−ρ

(hj + σj(u(s)), ξ
2
ku(s))dWj(s). (3.32)

对于 (3.32) 右端的第 3 项, 利用与推导 (3.18) 类似的计算, 可得

2Re

∫ r

t−ρ

(iAu(s), ξ2ku(s))ds 6 4

∫ r

t−ρ

∑
n∈Z

∣∣∣∣ξ(n+ 1

k

)
− ξ

(
n

k

)∣∣∣∣|unun+1|ds

6 c

k

∫ r

t−ρ

∥u(s)∥2ds. (3.33)

注意到

−2Re

∫ r

t−ρ

(i|u(s)|2u(s), ξ2ku(s))ds = 0. (3.34)

由 (3.32)–(3.34) 可得, 对所有的 t > ρ, t− ρ 6 r 6 t, 有

E
(

sup
t−ρ6r6t

∥ξku(r)∥2
)
6 E(∥ξku(t− ρ)∥2) + c

k

∫ t

t−ρ

E(∥u(s)∥2)ds

+ 2

∫ t

t−ρ

E(|(ξkf(u(s− ρ)), ξku(s))|)ds+ 2

∫ t

t−ρ

E(|(ξkg, ξku(s))|)ds

+
∞∑
j=1

∫ t

t−ρ

E(∥ξkhj + ξkσj(u(s))∥2)ds

+ 2E

(
sup

t−ρ6r6t

∣∣∣∣Re ∞∑
j=1

∫ r

t−ρ

(hj + σj(u(s)), ξ
2
ku(s))dWj(s)

∣∣∣∣)
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=:
6∑

i=1

Ti.

利用引理 3.4, 对于给定的 ϵ > 0, 存在 K1 = K1(ϵ) > 1, 使得对所有的 t > ρ, k > K1, 有

T1 =
∑
|n|>k

E

(∣∣∣∣ξ(nk
)
un(t− ρ)

∣∣∣∣2) 6
∑
|n|>k

E(|un(t− ρ)|2) 6 ϵ. (3.35)

通过引理 3.1 可知, 存在 K2 = K2(ϵ, E) > K1, 使得对所有的 t > ρ, k > K2, 有

T2 6 ϵ. (3.36)

利用 Cauchy-Schwarz 不等式、Hölder 不等式、引理 3.4 和假设 (F2), 我们有

T3 6
∫ t

t−ρ

E(∥ξkf(u(s− ρ))∥2)ds+
∫ t

t−ρ

E(∥ξku(s)∥2)ds

6 ρϵ+ 2ρ
∑
|n|>k

γ2n + 2η20ρϵ.

由于 γ = (γn)n∈Z ∈ l2, 所以存在 K3 = K3(ϵ, E) > K2, 使得对所有的 t > ρ, k > K3, 有

T3 6 3ρϵ+ 2η20ρϵ. (3.37)

对于 T4, 有

T4 6
∫ t

t−ρ

E(∥ξkg∥2)ds+
∫ t

t−ρ

E(∥ξku(s)∥2)ds

6 ρ
∑
|n|>k

|gn|2 + ρϵ.

注意到 g = (gn)n∈Z ∈ l2, 则存在 K4 = K4(ϵ, E) > K3, 使得对所有的 t > ρ, k > K4, 有

T4 6 2ρϵ. (3.38)

对于 T5, 利用引理 3.4 和假设 (Σ2), 有

T5 6 2ρ
∑
|n|>k

∞∑
j=1

(h2j,n + 2δ2j,n) + 4∥η∥2ϵρ.

因此存在 K5 = K5(ϵ, E) > K4, 使得对所有的 t > ρ, k > K5, 有

T5 6 4(1 + ∥η∥2)ρϵ. (3.39)

最后, 利用 Burkholder-Davis-Gundy 不等式、Cauchy-Schwarz 不等式、Hölder 不等式和 (3.39), 得到

T6 6 c1E

(( ∞∑
j=1

∫ t

t−ρ

|(ξkhj + ξkσj(u(s)), ξku(s))|2ds
) 1

2
)

6 1

2
E
(

sup
t−ρ6s6t

∥ξku(s)∥2
)
+ 2c21(1 + ∥η∥2)ρϵ. (3.40)
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由 (3.35)–(3.40) 可以得出, 对所有的 t > ρ, k > K5, 有

E

(
sup

t−ρ6r6t

∑
|n|>2k

|un(r)|2
)

6 E
(

sup
t−ρ6r6t

∥ξku(r)∥2
)

6 2(2 + 2η20ρ+ 5ρ+ (4 + 2c21)(1 + ∥η∥2)ρ)ϵ.

至此完成了引理 3.5 的证明.

作为引理 3.5 的直接结果, 我们得到以下引理.

引理 3.6 假设 (A1)、(F1) 和 (F2) 以及 (Σ1) 和 (Σ2) 成立. 令 (2.2) 在 m = 1 时成立, 则系统

(2.1) 的解 u 满足, 对于 C([−ρ, 0]; l2) 中任意紧子集 E, 有

lim sup
k→∞

sup
φ∈E

sup
t>0

E

(
sup

t−ρ6r6t

∑
|n|>k

|un(r, φ)|2
)

= 0.

证明 由于 E 是 C([−ρ, 0]; l2)中的紧集,因此 E 在 L2(Ω, C([−ρ, 0]; l2))中也是紧的,再结合关于

(3.25)的讨论,我们可以说,对于每一个 ϵ > 0, 存在 K = K(ϵ, E) > 1,使得对所有的 φ ∈ E, k > K, 有

sup
−ρ6r60

∑
|n|>k

|un(r, φ)|2 = sup
−ρ6r60

∑
|n|>k

|φn(r)|2 6 ϵ.

结合上式和引理 3.5, 即可完成引理 3.6 的证明.

4 不变测度的存在性

4.1 Feller 性、Markov 性和胎紧性

本小节建立转移半群的 Feller性质和 Markov性质以及解的概率分布族的胎紧性, 这对证明 (2.1)

在空间 C([−ρ, 0]; l2) 中的不变测度的存在性是有用的.

为了方便, 将 (2.1) 的解记为 u(t, r, φ), 其中 t > r − ρ, φ ∈ C([−ρ, 0]; l2) 是初始条件, 这意味着

u(t, r, φ) = φ(t− r), t ∈ [r − ρ, r].

当 r = 0 时, 将 u(t, 0, φ) 写作 u(t, φ), 其中 t > −ρ. 定义

ut(r, φ)(s) = u(t+ s, r, φ), s ∈ [−ρ, 0].

ut(r, φ) 在 C([−ρ, 0]; l2) 中的分布被记为 L(ut(r, φ)).
接下来建立 (2.1) 解的概率分布族的胎紧性.

引理 4.1 假设 (A1)、(F1)和 (F2) 以及 (Σ1) 和 (Σ2)成立, 令 (2.2)在 m = 1 和 m = 6时成立,

则 (2.1) 解的概率分布族 {L(ut(0, 0)) : t > 0} 在 C([−ρ, 0]; l2) 中是胎紧的.

证明 通过 Chebyshev 不等式和引理 3.1 可知, 存在常数 c1 > 0, 使得对所有的 t > 0, 有

P{∥ut(0, 0)(0)∥ > R} = P{∥u(t, 0, 0)∥ > R}

6 1

R2
E(∥u(t, 0, 0)∥2)
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6 c1
R2

.

因此对每个 ϵ > 0, 存在 R1 = R1(ϵ) > 0, 使得对所有的 t > 0, 有

P{∥ut(0, 0)(0)∥ > R1} 6 1

3
ϵ. (4.1)

从引理 3.3 得出, 对所有的 t > 0, r, s ∈ [−ρ, 0], 有

E(∥ut(0, 0)(r)− ut(0, 0)(s)∥4) 6 c2(1 + |r − s|2)|r − s|2

6 c2(1 + ρ2)|r − s|2, (4.2)

其中 c2 > 0. 利用 (4.2) 和二分法技巧可知, 对于给定的 ϵ > 0, 存在 R2 = R2(ϵ) > 0, 使得对所有的 t

> 0, 有

P

({
sup

−ρ6s<r60

∥ut(0, 0)(r)− ut(0, 0)(s)∥
|r − s| 18

6 R2

})
> 1− 1

3
ϵ. (4.3)

通过引理 3.6 可得, 对于任意 ϵ > 0 以及 m ∈ N, 存在 km = k(ϵ,m) > 1, 使得对所有的 t > 0, 有

E

(
sup

t−ρ6s6t

∑
|n|>km

|un(s, 0, 0)|2
)

6 ϵ

22m+2
. (4.4)

由 Chebyshev 不等式和 (4.4) 可得, 对所有的 t > 0, 有

P

( ∞∪
m=1

{
sup

t−ρ6s6t

∑
|n|>km

|un(s, 0, 0)|2 > 1

2m

})
6

∞∑
m=1

2mE

(
sup

t−ρ6s6t

∑
|n|>km

|un(s, 0, 0)|2
)

6 1

4
ϵ.

这表明, 对所有的 t > 0, 有

P

({
sup

t−ρ6s6t

∑
|n|>km

|un(s, 0, 0)|2 6 1

2m
, ∀m ∈ N

})
> 1− 1

3
ϵ. (4.5)

对于给定的 ϵ > 0, 令 Zϵ = Z1,ϵ ∩ Z2,ϵ ∩ Z3,ϵ, 其中

Z1,ϵ = {z ∈ C([−ρ, 0]; l2) : ∥z(0)∥ 6 R1(ϵ)}, (4.6)

Z2,ϵ =

{
z ∈ C([−ρ, 0]; l2) : sup

−ρ6s<r60

∥z(r)− z(s)∥
|r − s| 18

6 R2(ϵ)

}
, (4.7)

Z3,ϵ =

{
z ∈ C([−ρ, 0]; l2) : sup

−ρ6r60

∑
|n|>km(ϵ)

|zn(r)|2 6 1

2m
, ∀m ∈ N

}
. (4.8)

从 (4.1)、(4.3) 和 (4.5)–(4.8) 可得, 对所有的 t > 0, 有

P({ut(0, 0) ∈ Zϵ}) > 1− ϵ.

接下来, 将利用 Arzelà-Ascoli 定理证明 Zϵ 是 C([−ρ, 0]l2) 中的预紧集.

根据 (4.7) 可知, Zϵ 在 C([−ρ, 0]; l2) 中是等度连续的. 另一方面, 由 (4.6) 和 (4.7) 可得, 对每个

r ∈ [−ρ, 0], 有

∥z(r)∥ 6 ∥z(r)− z(0)∥+ ∥z(0)∥ 6 R2(ϵ)|r|
1
8 +R1(ϵ) 6 ρ

1
8R2(ϵ) +R1(ϵ). (4.9)

结合 (4.8)和 (4.9)可知,对于任意固定的 r ∈ [−ρ, 0],集合 {z(r) : z ∈ Zϵ}在 l2 中是预紧的. 证毕.
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现在介绍系统 (2.1) 的转移半群. 如果 ψ : C([−ρ, 0]; l2) → R 是有界 Borel 函数并且 0 6 r 6 t, 令

(Pr,tψ)(φ) = E(ψ(ut(r, φ))), ∀φ ∈ C([−ρ, 0]; l2),

则集合族 {Pr,t}06r6t 是关于 (2.1) 的转移半群, 通常将 P0,t 记作 Pt. 另外, 对于 G ∈ B(C([−ρ, 0]; l2)),
0 6 r 6 t 以及 φ ∈ C([−ρ, 0]; l2), 记

p(r, φ; t, G) = (Pr,t1G)(φ) = E(1G(ut(r, φ))) = P(ω ∈ Ω : ut(r, φ) ∈ G),

其中 1G 是 G 的示性函数.

定义 4.1 令 P(C([−ρ, 0]; l2)) 是 C([−ρ, 0]; l2) 中所有概率测度构成的空间. 称

µ ∈ P(C([−ρ, 0]; l2))

为 (2.1) 的不变测度, 如果对所有的 t > 0 以及对每一个有界 Borel 函数 ψ : C([−ρ, 0]; l2) → R, 有∫
C([−ρ,0];l2)

(Ptψ)(φ)µ(dφ) =

∫
C([−ρ,0];l2)

ψ(φ)µ(dφ).

现在建立转移半群 {Pr,t}06r6t 的 Feller性质. 首先考虑解关于初始条件的局部 Lipschitz连续性.

给定 R > 0, 记

τR = inf{t > 0 : ∥u(t, φ1)∥ ∨ ∥u(t, φ2)∥ > R},

其中 u(·, φ1) 和 u(·, φ2) 分别是 (2.1) 在初始条件 φ1 和 φ2 下的解.

引理 4.2 假设 (A1)、(F1) 和 (F2) 以及 (Σ1) 和 (Σ2) 成立. 如果 φ1, φ2 ∈ L2(Ω, C([−ρ, 0]; l2)),
则对于任意 t > 0, 有

E
(

sup
−ρ6s6t

∥u(s ∧ τR, φ1)− u(s ∧ τR, φ2)∥2
)
6 (2 +M)eMtE(∥φ1 − φ2∥2Cρ

),

其中 M 是依赖于 R 但不依赖于 t、φ1 和 φ2 的常数.

引理 4.2 可由假设 (F1) 和 (Σ1) 以及停时思想和 Itô 公式证得, 详细证明省略.

令 Cb(C([−ρ, 0]; l2)) 是由所有从 C([−ρ, 0]; l2) 到 R 的有界连续函数构成的 Banach 空间, 其范

数为

∥ψ∥∞ := sup
u∈C([−ρ,0];l2)

|ψ(u)|, ∀ψ ∈ Cb(C([−ρ, 0]; l2)).

引理 4.3 假设 (A1)、(F1)和 (F2)以及 (Σ1)和 (Σ2)成立,则转移半群 {Pr,t}06r6t 是 Feller的.

这意味着, 如果 ψ ∈ Cb(C([−ρ, 0]; l2)), 则对每个 0 6 r 6 t, 有

Pr,tψ ∈ Cb(C([−ρ, 0]; l2)).

证明 给定 0 6 r0 6 t0 和 ψ ∈ Cb(C([−ρ, 0]; l2)), 由定义可知, Pr0,t0ψ 在 C([−ρ, 0]; l2) 中是有界
的. 现在说明 Pr0,t0ψ 的连续性, 即当 n→ ∞ 时, 如果在 C([−ρ, 0]; l2) 中有 φn → φ, 则

E(ψ(ut0(r0, φn))) → E(ψ(ut0(r0, φ))). (4.10)

由于在空间 C([−ρ, 0]; l2) 中 φn → φ, 我们知道 {φn : n ∈ N} 在 C([−ρ, 0]; l2) 中是有界的. 由定理 2.1

可知, 存在不依赖于 n 的常数 c1 > 0, 使得对所有的 n ∈ N, 有

E
(

sup
r0−ρ6t6t0

∥u(t, r0, φn)∥2
)
+ E

(
sup

r0−ρ6t6t0

∥u(t, r0, φ)∥2
)
6 c1. (4.11)
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通过 (4.11) 可得, 对每个 ϵ > 0, 存在 R(ϵ) > 0, 使得对所有的 n ∈ N, 有

P
({

sup
r0−ρ6t6t0

∥u(t, r0, φn)∥ > R(ϵ)
})

<
1

2
ϵ (4.12)

以及

P
({

sup
r0−ρ6t6t0

∥u(t, r0, φ)∥ > R(ϵ)
})

<
1

2
ϵ. (4.13)

对每个 n ∈ N, 令

τn = inf{t > r0 : ∥u(t, r0, φ)∥ ∨ ∥u(t, r0, φn)∥ > R(ϵ)}. (4.14)

由引理 4.2 可得, 存在 c2 = c2(ϵ) > 0, 使得对所有的 n ∈ N 以及对每个 δ > 0, 有

P
({
ω ∈ Ω : sup

r0−ρ6t6t0

∥u(t ∧ τn, r0, φn)− u(t ∧ τn, r0, φ)∥ > δ
})

6 c2
δ2

∥φn − φ∥2Cρ
. (4.15)

定义

Ωϵ
n =

{
ω ∈ Ω : sup

r06t6t0

∥u(t, r0, φ)∥ 6 R(ϵ), sup
r06t6t0

∥u(t, r0, φn)∥ 6 R(ϵ)
}
. (4.16)

从 (4.12)、(4.13) 和 (4.16) 可得 P(Ω \ Ωϵ
n) < ϵ. 通过 (4.14) 和 (4.16), 我们看到对所有的 ω ∈ Ωϵ

n, 有

τn(ω) > t0.

进一步由 (4.15) 得到

P({ω ∈ Ω : ∥ut0(r0, φn)− ut0(r0, φ)∥Cρ
> δ})

6 ϵ+ P({ω ∈ Ωϵ
n : ∥ut0(r0, φn)− ut0(r0, φ)∥Cρ

> δ})

6 ϵ+ P
({
ω ∈ Ω : sup

t0−ρ6t6t0

∥u(t ∧ τn, r0, φn)− u(t ∧ τn, r0, φ)∥ > δ
})

6 ϵ+
c2
δ2

∥φn − φ∥2Cρ
. (4.17)

由于 φn 在 C([−ρ, 0]; l2) 中收敛于 φ, 并且 ϵ > 0 是任意的, 因此从 (4.17) 可以得出, 对每个 δ > 0, 有

lim
n→∞

P({ω ∈ Ω : ∥ut0(r0, φn)− ut0(r0, φ)∥Cρ > δ}) = 0.

因此, 存在 {φn}∞n=1 的一个子序列 {φnk
}∞k=1, 使得在空间 C([−ρ, 0]; l2) 中,

ut0(r0, φnk
) → ut0(r0, φ) a.s. (4.18)

由 ψ 在 C([−ρ, 0]; l2) 上的连续性、有界性和 Lebesgue 控制收敛定理, 通过 (4.18) 可得, 当 k → ∞ 时,

E(ψ(ut0(r0, φnk
))) → E(ψ(ut0(r0, φ))). (4.19)

然后利用 (4.19) 以及反证法, 可得序列 {E(ψ(ut0(r0, φn)))}∞n=1 是收敛的, 由此可得 (4.10).

参考文献 [35, 第 250–252 页], 可以得到转移半群 {Pr,t}06r6t 的下述性质.
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引理 4.4 假设 (A1)、(F1) 和 (F2) 以及 (Σ1) 和 (Σ2) 成立, 则有

(i) {Pr,t}06r6t 是齐次的, 即

p(r, φ; t, ·) = p(0, φ; t− r, ·), ∀ 0 6 r 6 t, φ ∈ C([−ρ, 0]; l2);

(ii) 对 r > 0 以及 φ ∈ C([−ρ, 0]; l2), {ut(r, φ)}t>r 是一个 C([−ρ, 0]; l2)- 值的 Markov 过程;

(iii) 如果 ψ : C([−ρ, 0]; l2) → R 是有界 Borel 函数, 则

(Ps,tψ)(φ) = (Ps,r(Pr,tψ))(φ), ∀ 0 6 s 6 r 6 t, φ ∈ C([−ρ, 0]; l2).

特别地, 下面的 Chapman-Kolmogorov 方程成立:

p(s, φ; t, G) =

∫
C([−ρ,0],l2)

p(s, φ; r, dy)p(r, y; t, G), ∀φ ∈ C([−ρ, 0]; l2), G ∈ B(C([−ρ, 0]; l2)).

4.2 定理 2.2 的证明

基于前面的分析, 下面将证明系统 (2.1) 不变测度的存在性.

首先,由引理 4.3和 4.4可以分别得到 Feller性和Markov性. 另一方面,由引理 4.1知, {µn}∞n=1在

C([−ρ, 0]; l2) 中是胎紧的. 因此存在概率测度 µ, 使得当 n→ ∞ 时, µn → µ. 由 Chapman-Kolmogorov

方程可知, 对每个 t > 0 以及 ψ ∈ Cb(C([−ρ, 0]; l2)), 有∫
C([−ρ,0];l2)

ψ(y)µ(dy) =

∫
C([−ρ,0];l2)

(∫
C([−ρ,0];l2)

ψ(y)p(0, ξ; t, dy)

)
µ(dξ)

=

∫
C([−ρ,0];l2)

(Ptψ)(ξ)µ(dξ). (4.20)

由 (4.20) 以及定义 4.1 可知, µ 是 (2.1) 的不变测度.

致谢 感谢审稿人对本文提出的建设性意见.
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陈章等: 随机时滞 Schrödinger 格系统的不变测度

Invariant measures of stochastic Schrödinger delay lattice
systems

Zhang Chen, Bixiang Wang & Li Yang

Abstract In this paper, we investigate stochastic Schrödinger lattice systems with time delay, whose drift and
diffusion coefficients are locally Lipschitz continuous. Firstly, some uniform estimates of solutions are established,
which include higher-order moment estimates and uniform tail-estimates. Then the tightness of a family of
probability distributions of solutions in C([−ρ, 0]; l2) is proved by the Arzelà-Ascoli theorem and the technique of
diadic division. Finally, the existence of invariant measures for the Markov semigroup of the system is proved by
the Krylov-Bogolyubov method.

Keywords invariant measure, stochastic discrete Schrödinger equation, nonlinear noise, delay, tail-estimate
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