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基于最佳圆弧样条逼近的快速距离曲面计算

金小刚 马天驰 冯结青 彭群生
"浙江大学 J#KLJ6国家重点实验室>杭州 E(’’&D$

摘 要 距离曲面是一种常用的隐式曲面>它在几何造型和计算机动画中具有重要的应用价值>但以往在对距离

曲面进行多边形化时速度较慢=为了提高点到曲线最近距离计算的效率>提出了一种基于最佳圆弧样条逼近的快

速线骨架距离曲面计算方法=该算法对于一条任意的二维 ?MNOP曲线>在用户给定的误差范围内>先用最少量的

圆弧样条来逼近给定的曲线>从而把点到 ?MNOP曲线最近距离的计算问题转化为点到圆弧样条最近距离的计算

问题=由于在对距离曲面进行多边形化时>需要大量的点到曲线最近距离的计算>而该算法可以将点到圆弧样条最

近距离用很少的计算量来解析求得>故该算法效率很高=该实验表明>算法简单实用>具有很大的应用价值=
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9 引 言

在计算机动画制作中>设计者通常需先设计物
体的形状>然后再设置其动画>而且在动画制作中>
参数曲面"如 O4594,曲面:O样条曲面:?MNOP曲
面$和多边形网格为表示物体的两种常用模型=为了

构造物体的三维模型>虽然如今一些动画软件可提
供诸如移动控制顶点:拉伸:旋转:蒙皮:倒角:修剪:
变形等造型工具>但用这些工具难以生成分叉曲面
和融合曲面>而解决这类问题的方法都是采用隐式
曲面的造型方法=自 &’世纪 G’年代初 O/9--和

?9;892+,.分别提出元球造型的思想以来;(>&<>作为
一种完全不同于传统参数曲面的造型和动画方法>
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隐式曲面在计算机动画领域得到了越来越广泛的重

视!"#$$%&这里隐式曲面的定义为满足如下隐式函数
的等势面

’()*+,+-./012)*+,+-.3 45 67 )$.

其中+12为第 2个贡献源的势函数+4为一给定的阈
值+如距离曲面即是一种常用的隐式曲面&设 82为
距离曲面的骨架)它可以是点9线和面.+则距离曲面
中的势函数 12定义为

12)(.5 :2);)(+82.+<. )=.
其中+;)(+82.为点 (到骨架 82的最短距离>

:2)?+<.为递减的 @$连续函数+其常用的 @$连续函

数有 ABCDD的幂函数9ECFGCHIJK的分段二次多项
式9LIJKMKHC的四次多项式9NOPCBB的六次多项式
等&本文所采用的势函数为 NOPCBB的六次多项式&
采用具有局部支撑多项式的优点是可以限制每个骨

架的影响区域+从而能提供局部控制+并减少计
算量&
由于许多物体)如自然景物中的树枝9电视中的

三维字等.+都可以用曲线骨架来抽象+因此基于曲
线的距离曲面在计算机动画制作中具有重要意义&
另外+基于曲线的距离曲面在空间约束变形方面也
具有重要的应用价值!Q%&从距离曲面的定义可知+计
算基于曲线的距离曲面的关键是计算点到曲线的

距离&
对于一条R次ASTCSJ曲线()U.+距离给定点最

近的点 V+要么位于该曲线的端点上+要么位于满足
如下方程的点上

)V3 ()U..W(U)U.5 6 )".
上述代数方程可以转化为一条 =R3$次的一维

ASTCSJ曲线+然后采用牛顿迭代进行求根+但牛顿迭
代的计算量较大&一种更有效的代数方程求根方法
为 ASTCSJXBCYYCDZ方法!$=%+该方法是先把代数方程
转换成 ASTCSJ基的形式+以得到表示它的非参数

ASTCSJ曲线 @)U.&由于曲线 @)U.上任一点的横坐
标与参数值 U是相等的+因此曲线 @)U.与 U坐标轴
的交点即为 ;)U.的根&此算法类似于牛顿迭代+但
由于充分利用了 ASTCSJ曲线的凸包性+故效率较
高+而对于 E[\A]曲线+该方法必须首先把曲线转
化为多段 ASTCSJ曲线+然后再分别计算点到每段

ASTCSJ曲线的距离&一般在计算距离曲面时+点到曲
线距离的计算频率是很高的+例如+若采用 $66̂
$66̂ $66的均匀空间剖分来对距离曲面进行多边

形化+由于在计算立方体边与曲面的交点时即使不
采用迭代求解+也需要 $_ 次点到曲线距离的计
算!$"%+因此即使采用 ASTCSJXBCYYCDZ+其效率仍不够
高&采用最佳圆弧样条来逼近任一条二维曲线)如

E[\A]曲线.+就可把点到曲线最近距离的计算问
题转化成为点到圆弧样条距离的计算问题&另外+由
于圆弧样条由直线段和圆弧构成+且空间一个点到
直线段或圆弧的距离可用很少的计算量解析求得+
因而本文算法具有很高的效率&

‘ 平面参数曲线的最佳圆弧样条逼近

由于圆弧样条是一种由直线段和圆弧构成的几

何曲线+因此在数控加工和计算机辅助几何设计中+
若用圆弧样条去逼近曲线则可在后续处理中带来许

多便利&自从 AaBbaD提出双圆弧样条的思想以
来!$c%+这一方面的研究吸引了众多的研究者+本文
即把圆弧样条的思想引入距离曲面的计算中&为了
用最佳圆弧样条逼近一条 E[\A]曲线+采用 dKDZ
提出的方法+在给定误差范围内用最少段圆弧去逼
近给定的参数曲线!$e%&与其他逼近方法相比+该算
法有以下优点fg它可以用圆弧样条来逼近任何类
型的参数曲线>h该构造圆弧样条的方法非常有效+
并且误差可由用户控制>i最优的圆弧样条可有效
地得到+并且其段数非常少&该方法可分为以下两
步f)$.在误差 j$范围内+对 E[\A]曲线进行采
样+并把得到的直线段用双圆弧样条插值+其中 j$
)j$k$63l.为用户指定的误差+通常可以忽略不计+
对于双圆弧的构造+本文采用苏步青等人提出的公
式!$l%>)=.在误差 j=范围内把相邻的圆弧合并+得
到最少段的圆弧样条+其总的误差为 j$mj=&为了在
给定的误差 j=范围内+对单调曲率的圆弧样条进行
优化+可采用如下策略来减少圆弧曲线的数目+其中
对于递减曲率的圆弧+可通过尽量扩张最大曲率的
圆弧来减少圆弧的曲线数目>而对于递增曲率的圆
弧+则可通过尽量收缩最小曲率的圆弧来减少圆弧
曲线的数目+但当一条圆弧曲线不管是扩张还是收
缩时+均应保持切向的连续性+即在误差允许的范围
内+逐步把相邻的 "条圆弧优化为两条光滑连接的
逼近圆弧段+而且对于每一步+其优化产生的整体误
差均需重新计算+该过程一直进行到在给定误差范
围内没有两条圆弧曲线能取代更新的 "条相邻圆弧
为止&此时+即可先取第 $条圆弧曲线为最优的逼近
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圆弧!并从第 "条圆孤曲线开始!进行下一步的优化
过程!然后当最后 #条圆弧曲线优化为两条圆弧曲
线时!便得到了最优的逼近原曲线的圆弧样条$由于
对于任何光滑的参数曲线!其逼近的圆弧样条总是
由一系列单调曲率的圆弧曲线组成!而且当 #条相
邻的圆弧曲线在给定的误差范围内由两条优化的圆

弧曲线代替时!其曲率的单调性可保持不变!因此整
条圆弧曲线可以用统一的方式进行处理$

% 点到圆弧样条的最近距离计算

由于圆弧样条由圆弧和直线构成!因此点到圆弧
样条的最近距离计算问题实际上可分成点到直线段

的最近距离计算和点到圆弧的最近距离计算两个子

问题$另外!在计算空间点到每条圆弧样条的距离时!
需取其中的最小值!即点到参数曲线的最短距离$
%$& 点到直线段的最近距离计算
设’()*)"为一位于平面+,上长度为-的直线

段.)*和 )"的坐标分别为/+*!,*!01和/+"!,"!01.
)/+0!,0!201为空间一点!它到直线 ’的距离为 3!)
在 +,坐标系的投影为 4!显然!4的坐标为/+0!,0!
01$若 5为 4在 )*)"上的垂足!)*)"的单位矢量
为/6+!6,1!7为 )*5与 )*)"的比!8为 45的长
度/如图 *所示1!

/91空间情形

/:1在 +,平面上

图 * 点到直线段的距离计算
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因此!)到直线 ’的距离计算如下(
/*1若 7D0!则 3";/+0=+*1"@/,0=,*1"@

2"0!直线 ’上离 )的最近点 )E为 )*!其坐标为/+*!

,*!01$
/"1若 7F*!则 3";/+0=+"1"@/,0=,"1"@

2"0!直线 ’上离 )的最近点 )E为 )"!其坐标为/+"!

,"!01$
/#1若 0G7G*!则 3";A/+0=+*16,=/,0=

,*16+B"@2"0!直线’上离)的最近点)E即为5!其
坐标为A+*@7/+"=+*1!,"@7/,"=,*1!0B$
%$% 点到圆弧的最近距离计算
设 H)*)"为位于平面 +,上一条逆时针方向的

圆弧!其半径为 I.)/+0!,0!201为空间一点!它到圆
弧 H)*)"的距离为 3!)在 +,坐标系的投影为 4
/如图 "所示1!显然 4的坐标即为/+0!,0!01$若点

/91空间情形

/:1在 +,平面上

图 " 点到圆弧的距离计算
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!"和 !#在 $%坐标系的坐标分别为&$"’%"’()和

&$#’%#’()’则直线 *!"的方程为 +",-"$./"%0(’
其中 -"0%"’/"01$"2直线 *!#的方程为 +#,-#$
./#%0(’其中’-#0%#’/#01$#’而且由平面上的
一条直线将平面空间 3#划分成两个独立的半空间

4.&+)和 41&+)可知,
&")若 564.&+")’则 7#0&$(1$")#.&%(1

%")#.8#(’圆弧 *!"!#上离 !的最近点 !9为 !"’其
坐标为&$"’%"’():

&#)若 5641&+#)’则 7#0&$(1$#)#.&%(1

%#)#.8#(’圆弧 *!"!#上离 !的最近点 !9为 !#’其
坐标为&$#’%#’():

&;)否则’5641 &+")<<564. &+#)27#0

$#(.%= #
(> ?13

#
.8#(’圆弧 *!"!#上离 !的最近点

!9为
$(3

$#(.%= #
(

’ %(3

$#(.%= #
(

@

A

B

C
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D 实验和讨论

本文在 EF ;G(微机 HIJKLM环境下实现了上
述算法:图;&N)为字符OPQR<PLS的骨架曲线’图中
同时显示了 TUVWX曲线的控制多边形和控制顶点:
其中’OQS由 Y条直线段组成’经过优化圆弧样条逼
近后’OPS由 ""条圆弧组成2ORS由 Z条圆弧和一条
直线段组成2O<S由 "Z条圆弧和一条直线段组成2
OLS由 [条圆弧和 #条直线段组成:图 ;&\)为与
图 ;&N)对应的距离曲面:图 Y&N)为一把剪刀的骨架
曲线’图 Y&\)为对应的距离曲面’本文采用隐式曲面
多边形化的方法对它们进行绘制]";̂:
在绘制多边形化后的隐式曲面时’需要知道多

边形在顶点处的法向量:由参考文献]"(̂可知’该隐
式曲面 _&$’%’8)0‘在 !&$’%’8)处的法向量

a&$’%’8)为函数 _梯度的负值

&N)骨架曲线

&\)距离曲面

图 ; 字符OPQR<PLS的骨架曲线及对应的距离曲面

&N)骨架曲线 &\)距离曲面

图 Y 一把剪刀的骨架曲线及对应的距离曲面
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!"#$%$&’()!*"#$%$&’

( )+*"#$%$&’+# $)+*"#$%$&’+% $)+*"#$%$&’, -+&
若法向量的解析表达式不易求得$则可采用向前差
分的方法来近似计算./01

+*"#$%$&’
+# (*"2#3#$%$&’)*"#$%$&’2#

+*"#$%$&’
+% (*"#$%32%$&’)*"#$%$&’2%

+*"#$%$&’
+& (*"#$%$&32&’)*"#$%$&’2&

对于距离曲面$由于用点到圆弧样条最近距离
的计算方法可计算出 4的最近点 45$故曲面在 4
点的法向量可取为

!"#$%$&’( 4) 45
4) 4

66 66

5

在交互设计中$速度是一个重要的参数7由于在
上述算法中$用户给定的误差越大$其优化的圆弧段
数越少$因此$在精度要求不是很高时$可以通过指
定较大的误差来提高多边形化的运算速度7

8 结 论

本文提出了一种基于最佳圆弧样条逼近的快速

距离曲面计算方法7为了计算以一条任意二维

9:;<=曲线为骨架的距离曲面$可以首先在用户
给定的误差范围内$用最少量的圆弧样条来逼近给
定的曲线$从而把点到 9:;<=曲线最近距离的计
算问题转化为点到圆弧样条的最近距离计算问题7
尽管用圆弧样条来逼近一条二维 9:;<=曲线需占
用部分计算时间$但该步骤可在距离曲面多边形化
之前进行预处理时一次完成7由于在对距离曲面进
行多边形化时需要进行大量的点到曲线最近距离的

计算$而点到圆弧样条的最近距离则可以用很少的
计算量即可解析求得$故本文的算法效率很高7
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金小刚 /X_X年生$博士$浙江大学

RCivRU国家重点实验室研究员7主要研究

方向为计算机动画~真实感图形~隐式曲面造

型和动画7

马天驰 /XY0年生$/XXX年毕业于浙

江大学计算机系$现为浙江大学 RCivRU
国家重点实验室硕士研究生7主要研究方

向为隐式曲面造型和动画7

冯结青 /Xk0年生$博士$浙江大学

RCivRU国家重点实验室副研究员7主要

研究方向为计算机辅助几何设计~计算机

动画~科学计算可视化7

彭群生 /Xjk年生$/XY[年获英国东安格利亚大

学博士学位$现为浙江大学应用数学系教授$博士生导

师$浙江大学 RCivRU国家重点实验室主任7主要研

究方向为真实感图形~计算机动画~虚拟现实~科学计算

可视化~基于图象的造型和绘制等7
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