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摘 要

本文研究了用输出反馈实现二次型最优控制的问题
,

指出任何最优输 出反馈都

是对应最优状态反馈的衍生解和在一般情况下最优输出反馈所满足的线性矩阵方程

是不可解的
.

并讨论了输 出拒阵含有待定参数的情形
,

给出了最优输出反馈存在的

必要条件
,

对于单输入系统证明 了该条件儿乎是充分的
.

关链词 : 最优化控制
,

输出反馈

,
、

引 言

采用系统状态二次垫的无穷积分作为指标来设计线性系统
,

可以追溯到调节系统设计中

的积分评价方法 山
.

60 年代初 月 e
oT

B 等人研究控制系统的最优分析设计是二次型最优控制

理论的先导
,

基于 eB U m an 动态规划与 月朋y oH
B
理论

,

文献 2[ 1在 1 9 6 4 年就基本上解决了

线性系统二次型最优控制的存在唯一性
,

线性控制律以及用序列逼近法求解
.

由于这类问题

的解是采用状态反馈实现的
,

这就要求以状态的全部信息为基础进行控制
,

实际上这是难于做

到的
.

子是人们转向研究是否可用输出反馈来实现二次型最优控制的问题
,

20 多年来
,

这一

基本问题并未得到解决
,

人们也只能采用近似的观点与方法来讨论这一问题 31[ ,

这方面可参看

M
a ik l a 与 T 。 i v

on
e 的评述团

.

vi nt
e r 与 L e w is 对最优控制与参数最优化间关系所作的研

究
“ 一 71 ,

为输 出反馈二次型最优控制问题的解决提供了工具
,

利用他们的结果可以得到输出反

馈二次型最优控制的充要条件
.

研究常系数线性系统

分 ~ 才 x + 刀 u , y ~ e x ,

( 1
.

1 )

其中 A 任R
“ “ , , B 〔 R

” `

、 c 〔 lR
“ ` .

以下假设
:

( l) ( A , B ) 是可镇定的
,

( C
, A ) 是可观测的且 c 满行秩

.

( 2 ) 对应系统 ( 1
.

1) 的性能指标为

其中 R ~ R r 〔 R
· ” ,

正定
,

Q ~

针对状态反馈与输出反馈

厂+ .

J 一 〕
。 x T Qx

+
u T R “ “

,

Q r 〔 R
“ ” .

半正定且使 ( Q
,
A ) 可观测

.

( 1
.

2 )

本文 1 9 85 年 1 1 月 2且日收到 , 1 9 8 9 年 7月 10 日收到修改稿
-

* 国家自然科学基金资助项目
.
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“ 牌K x, “
~ L y ~ L C x -

可提出两类最优控制问题
,

为此先引人两集合

K ~ { K !。 (汉 + B K ) C C
一

} =C R . 城 “ ,

L ~ { L {
a
( A 十 B L C ) =C C

一

} C R . 减 ’ ,

( 1
.

3 )

( 1
.

4 )

其中
。
(

·

) 是对应矩阵的特征值集
,

问题 1 (状态反馈二次型最优 )
.

_

表复平面的左开半平面
.

以 J (
x 。 , K ) 表系统 ( 1

.

1) 对应状态反馈
“ ~ K x

在初值
x
( 0 ) ~ 二。

下的指标值
,

要求确定 K
。 〔 K 使有

J (
x 。 , K 。

) 成 J (
x 。 , K )

,
V xo 〔 R

“ ,
V K 〔 K

.

问题 2 (输出反馈二次型最优 )
.

以 J ( x0
,
乙 C ) 表系统 ( 1

.

1) 对应输出反馈

乙 C 二 在初值 x( 0) ~
x 。

下的指标值
,

要求确定 L 。 〔 L 使

J (
二。 , L o C ) 成 J (

x 。 , L C )
,

V x 。 〔 R
. ,

V L 〔 L
.

定义 1
.

若 K 。
为问题 1的解

,

矩阵方程

( 1
.

5 )
“ ~ L y ~

( 1
.

6 )

L o
C ~ K o

对 L 。

可解
,

则解 L
。
称为 K 。 的衍生解

.

易知方程 ( 1
.

7) 对 L 。
可解当且仅当

R ( K百) c R ( C T
)

,

而其解唯一当且仅当

N ( c
r
) ~ { o }

.

不难证明当 K
。
的衍生解存在时

,

衍生解必为问题 2 的解
。

考虑用输出反馈
“

~ 乙 y 闭合系统 ( 1
.

1 )
,

则

分 ~ ( A + B L e )
x ,

于是对任何
x 。 〔 R

. ,
L 〔 L 总有

了( x0
, L C ) ~

:
否p

x 。 ,

( 1
.

7)

( 1
.

8 )

( 1
.

9 )

( 1
.

10 )

r十 . ,

p 一 {
。 “ ` +

“
, ’ `

[Q + “ r L , R乙“ ]“ ` + B` ” “
,

在 L 〔 L 且 ( Q
, A )

,

( c
,
A ) 均可观测时

,

可以证明 ( Q + c r L r R L c
,
A +

从而 由 ( 1
.

12 )确定的 尸 为正定矩阵
,

由此可知
:

( 1
.

1 1)

( 1
.

12 )

B L C ) 亦可观测
,

命题 1
.

对问题 2 ,

若存在解 L
. ,

则其对应的最优指标 (J x0
,

OL C ) 一
二

讯介 是 介的正定二

次型
,

从而是
x 。

的充分光滑函数
.

利 用文献 [ ,
一 7 ]

,

则可以有

定理 1
.

对问题 2 ,

若存在最优输出反馈矩阵 L 。 ,

则最优指标矩阵 0P 与 L 。
将满足

:

( A + B L oC )
r
OP + 0P ( A + B L o C ) + Q + c T L百R L o C 一 o ,

( 1
.

1 3 )

( A 十 B L C )
TOP 十 0P ( A + B L C ) + Q + C r L T R L C ) o ,

V L 〔 L
。

( 1
.

1 4 )

条件 (l
.

1 3) 与 (l
.

14 ) 的适用范围比状态反慷二次型最优的代数 iR “ at i 方程为广
.

当

C ~ I
。

这一特殊情形时
,

L
。
~ K

。 ,

于是 ( 1
,

1 3 )
,

( 1
,

14 )式变为

( A + B K
O

)
了0P + 0P ( A + B K 。

) + p + K 否R K 。
~ o ,

( 1
.

15 )

( A + B K )
T
OP + 0P ( A 十 B K ) 十 Q 十 K T R K ) o , V K ` K

.

( 1
.

16 )

利用 ( 1
.

1 , )
,

( 1
.

1 6) 可以推出 0P 满足 iR “ at i 方程这一结论
.

实际上 由于集 K 是开的
,

则有
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刃 >O使

犬。
+ △尺 〔 K

,
V 11△尺 {I

; < ,
.

以 K ~ K。
+ △ K 代人 ( 1

.

16 )
,

则有

△ K , R△ K + △ K 了
( B r OP + 左天

。

) + (OP B + 犬百尺 )△尤

而 ( 1
.

18) 式成立的充要条件是 △ K 的一次项应为零
,

即可推 出

(1
.

17 )式可推知 0P 必满足代数 iR cc at i 方程

OP A + 才 TOP + Q 一 OP B T R
一 , BOP ~

以上 小 I!
,
系矩阵的 F r o b e n i o u s 范数

` SJ .

( 1
.

17 )

) 0 ,
V }}△ K !!

; < 刀
.

( 1
.

18 )

扩0P 十 R K 。 一 0 ,

利用此与

二
、

基 本 定 理

为得到 C 钾 1
.

一般情形的基本结果
,

先引人
:

引理 1
.

对任何 S 〔 R
. ” , , S 钾 0 和满行秩矩阵 C

,

总存在
a > o 与 X 〔 R

一 “ ` ,

且 !IX ll
; 一

1 , : 〔 R
. ,

且
x r x

~ 1 ,

使
x T [

·

, X C + c r X r s T ]x < 一 a .

( 2
.

1)

证
.

设对一切 x 均有

G垒 SX C + C T x 了 S T
~ 0 ,

V X 〔 R
, x ` ,

’

( 2
.

2 )

则由 c 满行秩必有右逆
,

记为 F
.

于是 ( 2
.

2 )式成为

SX +
`

C r X T S T F ~ 0 ,
V X 任R

, “ I ,

从而 R ( s ) c R ( c 了 )
,

即存在 y 使 s ~ 一 c r y ,

而令 X ~ Y T
代人 ` ,

则 ` 一 一 Zs s r 铸 。 ,

矛

盾表明 ( .2 2 ) 式不成立
.

即存在 x 使 G ~ G T 钾 0
.

考虑到 G 对 x 线性
.

于是恒存在 X 〔

R
. “ ` ,

且 “xI !
, ~ l 使对应 ` 具负特征值 一 产 ,

令 ` 对应该特征值的单位特征向量 为
x ,

则

尸 G x
~ 一产

.

若取
。
满足 。 < a < 产 ,

则 ( 2
.

1) 式必成立
.

证毕
.

定理 .2 问题 2 有解当且仅当方程 ( 1
.

7 )对 L 。

可解
,

其中 K。
是问题 l 的解

.

这表明一切

二次型最优控制的输 出反馈都是对应最优状态反馈的衍生解
.

证
.

当 显然
.

仅当 设问题 2 已有最优解
“ 一 0L , 一 oL c , ,

其对应最优指标为
x

仇 .x0 则由定理 1气
与 0P 将满足 ( 1

.

1 3)与 ( 1
.

14 )式
.

由 L 。 〔 L 且 L 为开集
,

则有 , > 0 ,

使

L ~ L 。
+

s X 〔 L
,

V , 〔 (一 , , , )
,

V X 〔 R
· “ ` ,

且 1!x }!
; 一 2

.

将此代人 ( 1
.

1灼式
,

利用 ( 1
.

1 3 )式则可得
、 。 , C r X T R X C + 6 [ c r X T S r

+ s X c ] ) 0 ,
V 6 〔 ( 一 , , 。 )

, V X 〔 R
” 火 ` ,

且 }}X }!
, 一 1 ,

( 2
.

3 )

其中 s 一 OP B + c r L百R
.

若 s 矜 0 则由引理 1 可知存在
x 。 〔 R

, ,

写
x 。
一 l ,

与 X0 〔 R
“ “ ` ,

且

llXO }1
; ~ 1与 a > o 使

x
百[ C

T x 石S
T
+ SX

o C ] x 。
< 一a 一 a > 0

.

( 2
.

4 )

现令 浇 ~ 琦 c r x 石R X 。
c x 。 , 孟为一确定数

.

于是 ( 2
.

3) 式可变为

s ,2 一 a 。 ) o ,
V 。 〔 (一 , , , )

,

( 2
.

5 )

而这是不可能的
.

矛盾表明 s ~ 。 ,

即

B r
OP 十 R L o c 一 .0 ( .2 6 )
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脚

由 R可逆
,

则 L 。
C ~ 一 R一 , B r

OP
,

以此代人 l(
.

15) 式可知 .P 满足

OP A +
·

汉 T
OP + Q一 OP B R 一 ` B 了0P ~ 0 ,

)

( 2
.

7 )

这表明 .P 是问题 1的最优指标矩阵
.

从而 L 。

是 ( 1
.

7) 式的解或是最优状态反馈的衍生解
.

证毕
。

注 1
.

求解问题 2 的步骤归结为
:

( l) 先求解问题 1 ,

得最优状态反馈矩阵 K 。
;

( )z 验证条件 ( 1
.

5)
,

若成立则解方程 ( 1
.

7 )其解即最优输出反馈
,

否则问题 2 将无解
.

注 .2 方程 ( 1
.

7 )可解 当且仅当 ( 1
.

5) 式成立
.

但 由 id m [ R ( C勺 l ~ l < 。
则 R (仁全) 是

R
.

的真子空间
,

因此 ( 1
.

8) 式的成立在一般情况下是几乎不可能的
,

即一般情况下最优输出反

馈几乎都不存在
.

特别当 d im [ R ( c 了
) ] < d i m [ R ( B ) ] 一 d im [ R ( 犬百) ] 时

,

不论 Q
, 双如何

给 出均不可能存在最优输出反馈
.

这表明此时仅依据输出信息是不可能完成包含全部输人信

息要求的最优控制任务
.

注 3
.

在前述假定下系统可用状态反馈镇定即存在最优状态反馈
.

但系统可用输出反馈

镇定仍难以保证最优输出反馈存在
.

例如

/ 0 1 \ / 0 \
A 一气一

1 。 )
, ” 一气

l
)

, c 一 ( 0 , ` )
,

( 2
.

8 )

显然任何
“ 一 ly

, l > 0 均 可镇定系统
.

若考虑

份 ` _
_ _

a/
2

0 、
J ~ l x ,

Q
x
+

u `

d t ,
口 ~ (

_ ,

)
,

J o \ 0 芦
` /

则可以证明只要
a

R i c c a t i 方程为

“ ” ” 应最优输出反馈就不存在
·

这是 由于对应 卜暇劝
满足的

` ” + ” , + 。 一 , , ” 了 , 一
’

暇二七笃认
介 11 一 泥 2 2

一 介 ! 1叮 2 2

尸 十 2凡
2

一 端 )
一 。

由此若
a 钾 0 则

, l: 钾 0
.

但由于此时 K。
~ 一 B rP ~ 一 (

二 1 2 , 、 2

)
,

若要求方程 OL C ~ K
。

可

解就必须
, , 2~ .0

三
、

观测矩阵含参数时的讨论

由于 ( 1
.

7 )式在一般情况下是不可解的
.

为了扩展输出反馈二次型最优的可解范围
,

一个

可行的途径是在输 出矩阵 c 中设置待定参数
,

即 c ~ c ( m )
,

其中 m 〔 R’ 是待定参数向量
.

记

F (。 ) ~ c r
(。 )

,
G ~ K石

,

( 3
.

1 )

于是方程 l(
.

7 )可写成

F ( , ) X ~ G
,

( 3
.

2 )

其中 x ~ L百
.

以下对 尸 (。 ) 作些假定
:

( 1) F (。 ) : R“ R
, ” ` 系一仿射映射

,

于是存在 F ; ` R
, “ ` , i 一 。 , l ,

…
;
使

F (m ) 一 F 。
+ 习

二、 F * , 。 一 (二
:

…
。 :

)
T .

( 3
.

3 )
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( )z 设
:
an k F 。

~ l
,

即 F 。

满列秩
,

又每个参数均只对 F ( 。 ) 的变化产生一维影响
,

即设
r a n k r ` ~ 1 , ` ~ l , 2 ,

…
, .

( 3
.

4 )

( 3 ) 设 R ( F 。

)
,

R ( F :

)
,

… R ( F ,

) 之间是可直和的
,

即

T 一 习 R ( F
,
) 一 R ( F

。

) O R ( F :
) e … O R ( F

,

)
.

( 3
.

5 )

对给定 . * R
` ,

R ( F (。 ) ) 系一 R
`

的子空间
,

以其为元的 集 合 U R ( F ( m ) ) 记为
. 〔 R J

C ( 二 )
,

即 A 。疏( , )
,

则存在
。 。 R

·

使 A 一 R ( 尸 (
。
) )

.

另一方面
,

R ( 尸 (。 ) ) 又是 R
·

中

向量的集合
,

因而 U R ( F ( m )) 又是向量的集合
,

在此意义下记为肠 (。 )
.

即
. ` R J

a 〔 铸 (。 ) ” 日二 〔 R
, , 日d 〔 R ` 使 a

~ F ( m ) J
.

易知 场 (。 ) C R
,

系一关于原点对称的锥
,

即

几a 〔 U ;
( m )

, V 又〔 R
,

V a 〔 UF ( m )
.

命两 2
.

存在 m 〔 R’ 使方程 ( 3
.

2) 可解当且仅当存在 S 〔 U式m )
,

使 R ( G )〔 .s

命肠 3
.

存在 m 〔 R’ 使方程 ( .3 2) 可解仅当

( 3
.

6 )

R (。 ) 〔 T 一 由 R ( F `
)

.

( 3
.

7 )

证
.

设 ( 3
.

2 )当 m ~ (拼
, ,

…
拌

,

)
r * R

`

时可解
,

则 R ( G ) c R ( F (m ) ) ~ R ( F 。
+ 产: F :

+

… + 产
:

F
:

) =c R ( F o F :

… F
,

) 一 艺 R ( F 今一 T
·

虽然 ( 3
.

7 )式只是存在 . 〔 R, 使 ( .3 2) 式可解的必要条件
,

充分的
.

证毕
.

但当 ` 为列向量时它几乎也是

由 ( 3
.

4 )式
,

可知存在 f ; 〔 R
. , b` 〔 R ` , i ~ l ,

2
,

…
s
使

F ` ~ f` b子
,

R ( F `
) ~ R ( f

`
)

, i ~
厂

1 , 2 ,

…
s ,

在允许只差非零因子的条件下展式 ( 3
.

8) 唯一 定义子空间
、

盯 ;
~ {

a
{
a ~ F o

lo + F l
ll + … + F

:

l, 且 l百b
` 一 0 }

,

在 F 。 , F :

… F
,

给定后 汀 ,
将唯一确定

,

且

d i m (盯
`
) < d i m ( T )

,

( 3
.

8 )

( 3
.

9 )

( 3
.

10 )

令打 一 U 仃 , 则它是 T 的有限个真子空间的并
,

于是差集
诬吕 1

T \汀 ~ {
a
}
a 〔 T 但 成打 }

与 T 几乎相同 (只差有限个 T 的真子空间 )
.

定理 .3 T 〕 U ,
( m )〕叭汀

.

证
.

第一个包含号是显然的
.

( 3
.

1 1 )

设 。 。 T啊
,

则 。 一 OF OI 十 习 凡乙
,

其中 l。 唯一确定
,

并且满足

a `
~ b了几铸 0 ,

分 i 一 1 , z ,

…
s ,

b丁l ;

份 产亡 ~

一
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“ 一Foo l 十 艺F 11`
~ Fo

o + l 艺
二`F ,

10 o u ,
( m )

,

于是 ( 3
.

1 1) 式的第二个包含号成立
.

证毕
.

定理 3 表明 T 与肠 (。 ) 几乎相同
.

推论 1
.

对方程 ( 3
.

2 )
,

任给 g 〔 T c R
“

几乎均存在 m 〔 R’ 使 F (。 ) l ~ g 可解
.

推论 .Z 若系统的输 出矩阵为

c (。 ) 一 c 。
+ 艺

, ; c ; ,

记 F ( m ) ~ c r
( m )

,

则在 ( 3
.

3) 一 ( 3
.

5) 式的假定下
,

单输人情形最优输出反馈存在的必要条

件是

bP 。习 R ( c 丁)
,

( 3
.

12 )

其中 尸是问题 1的最优指标矩阵
, b 为输人向量

.

条件 ( 3
.

1 2 ) 几乎 也是存在最优输 出反馈的

充分条件
.

注 .4 由于一般有
r a n k F (。 ) ~ z, 则存在 m 。

使
r a n k F ( m

。

) ~ 1
.

于是当
r a n k F 。

钾 l

时
,

可令 p ~ 。 一 m0
,

则研究 户(刃 一 F ( p 十 。 0) 就有 户。
满足

r a
kn 户

。
一 1

.

即 假 定

ar kn OF 一 l 是不失一般性的
.

注 5
.

假定 ar kn F ` ~ l , i ~ 1 , 2 , ,

二 , 的假定不仅为实际所允许
,

且若
r a n k F `

> l 则

情况会相当复杂
,

为此考虑一例
.

设

_ / 1 2 \
F
。
~ 1 1

,

\ 0 /

_ / 0

F
:

~ l
\ 1 2 )

对应 T ~ R ( F :

) O R ( F :

) ~ 牙
,

但

U ;
( m ) 一 U R ( F 。

+ ; F ,

)
,

拜 〔 R

在牙 中只是一个三维流形
,

从而 T 与 U ;
( m ) 不几乎相等

.

注 6
.

一般说来给定 g : , 。 。 u式m ) 则未必可知存在 s 。说 (。 ) 使 :
, ,

:
2 0 5

.

这是由于

由条件仅知存在 。 : , 。 : 〔 R
`

使 g
: 〔 R ( F (m

l

) )
,

g
: 〔 R ( F ( m

Z

) )
,

而由此并不能断定存在 “ 使

g : , g : 〔 R ( F ( m ) )
.

这表明研究多输人系统最优输 出反馈问题并得到合用的可解性条件是很困

难的
.

注 7
.

形如 ( 3
.

2) 式的这 类含参数的线性矩阵方程是控制理论研究中常碰到的
.

由于其

难度
,

至今对其可解性的结论还知之甚少
,

特别是参数受有闭集约束时几乎还没有什么办法
.

虽然几何学特别线性几何与仿射几何有成本的著作
,

但可供解这类问题的工具依然缺乏
.

本文第三部分得益于郑大钟教授的建议
,

在此深致谢意
.
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