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摘　要：为解决双层结构预测控制在工程应用中存在的通用化需求及参数配置问题，针对稳态优化层研究两阶

段求解策略的标准化过程，形成一系列线性规划（LP）和二次规划（QP）问题；提出目标函数含绝对值及数值截断

误差问题的解决策略；针对所形成的 LP 及 QP 问题，从几何关系及代数关系两方面分析了解其特性，并分析了模型

失配对 LP 及 QP 解的影响。仿真验证结果表明，随着决策变量权重系数变化，QP 比 LP 的解具有更好的连续性，

QP 的权重系数能更精确调节决策变量的偏向性；可行域边界的变化导致 LP 的解一定发生变化，而一直在约束空间

内部的 QP 解则不随时间变化。
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Abstract:  In order to solve the problems of generalized demand and parameter configuration in the engineering application of 
two-layer predictive control, a series of linear programming (LP) or quadratic programming (QP) problems are formed by studying the 
standardization process of the two-stage solution strategy in the steady-state optimization layer. It proposed a solution strategy of the 
objective function including absolute value and numerical truncation error, and analyzed the characteristics of solutions from the geometric 
and algebraic relations aiming at the problems of LP and QP. Simulation results prove that QP had better continuity than LP when the 
weight coefficient of decision variables are changed, and the weight coefficient of QP can more accurately adjust the bias of decision 
variables. The change of feasible region boundary results in the solution change of LP while the solution of QP which has been in the 
constraint space does not change with time.
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控制理论与应用

0  引言

模型预测控制算法（model predictive control ，

MPC）能有效地处理约束、多变量、耦合和纯滞后问

题，已经在流程工业中得到了广泛应用
[1-3]

，在学术上
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也得到了深入的研究
[4-8]

，但理论研究与工程应用的衔

接不够紧密，不能很好地相互促进。本文将研究其中两

方面的问题：一是软件开发尚存在标准化及计算机求解

方面的问题，由于 MPC 软件价格昂贵，很多企业难以

接受，因此企业或面向工程的研究人员自主开发 MPC

软件的需求较大，而软件开发要求 MPC 具有通用、标

准化、能够利用计算机求解的描述，从当前公开的理论

研究成果来看尚无这方面内容；二是工程应用中如何

配置 MPC 的参数问题，很多先进过程控制（advanced 

process control，APC）工程师采用试错法调试参数，

效果差、效率低，例如商业软件都提供线性规划 (linear 

programming, LP) 和二次规划 (quadratic programming, 

QP) 两种求解选项，但在选择求解方法以及各方法对控

制性能的影响分析方面没有很好的理论指导。

目前工业应用中主流 MPC 采用集成稳态优化与动

态控制的双层结构 MPC，它在常规 MPC 动态控制层

之上增加稳态优化层，可计算存在过程约束时可行的

动态控制层的设定值
[9-12]

。为保证工业过程中每个优化

控制周期内 MPC 都能给出合理的优化值，稳态优化层

采用两阶段法：第一阶段进行可行解判定及软约束调

整，保证存在可行空间；第二阶段在可行空间内进行

经济优化。稳态优化的两个阶段最终都可转化为一系

列 LP 或 QP 问题，进而利用成熟的 LP 或 QP 求解算法

进行求解。

本文基于 MPC 已有研究成果及工程应用中存在的

问题，研究双层 MPC 稳态优化问题转化为 LP 或 QP 问

题的标准化流程
[13]

，并进一步分析稳态优化 LP 与 QP

解的空间特性
[14]

，给出 LP 与 QP 选择依据，为双层

MPC 的软件开发及工程应用提供理论支撑。

1  两阶段稳态优化算法标准化

稳态优化算法中的每个阶段都是求解有约束数学规

划问题，即在满足约束条件的前提下最小化目标函数。

按照在优化过程中的满足情况，其约束条件可分为硬约

束（必须满足）和基于优先级的软约束（可以不满足，

按照优先级进行放松）
[15-17]

。为了提高计算效率，一般

根据操作变量（manipulated variable，MV）与被控变量

（controlled variable，CV）间的关系将控制器分为几个

独立的子控制器，各个子控制器间的 CV 不存在耦合关

系。本节研究基于优先级的两阶段稳态优化算法的标准

化过程，研究对象为子控制器。

1.1  约束条件标准化

通过对边界条件加极小值解决数值截断误差造成的

优化不可行问题，对原始约束条件进行标准化描述，并

基于优先级对其进行排序。

1.1.1 约束条件原始形式

设被控对象 MV 个数为 m，CV 个数为 n。CV 分

为稳定型与积分型两种类型，设稳定型 CV 个数为 ns，

积分型 CV 个数为 nr，则 ns+nr=n。

（1）硬约束

MV 上下限约束：

ULL ≤ U(k)+ΔUSS ≤ UHL                         （1）

MV 增量约束：

                                  （2）

（2）软约束

MV 设定值约束：

USP-USPRange ≤ U(k)+ΔUSS ≤ USP+USPRange              （3）

稳定型 CV 上下限约束：

    （4）

稳定型 CV 增量约束：

                                 （5）

稳定型 CV 设定值约束：

（6）

积分型 CV 斜率控制范围：

                    （7）

积分型 CV 斜率安全范围：

                   （8）

式中：ULL——MV 操作下限，m 维向量；UHL——MV

操作上限，m 维向量；+ΔUSS——MV 稳态增量，m 维

向量；U(k)——MV 当前值，m 维向量；ΔUmax——MV

最大增量，m 维向量；USP——MV 设定值，m 维向量；

USPRange——MV 设定值范围，m 维向量；YLL——CV 操

作下限，ns 维向量；YHL——CV 操作上限，ns 维向量；

YSSOpen(k)——CV 开环稳态值，ns 维向量；GU, S ——稳定

型 CV 增益矩阵，ns×m 维矩阵；GU, R——积分型 CV 斜

率矩阵，nr×m维矩阵；ΔYmax——CV最大增量，ns 维向量；

YSP——CV 设定值，ns 维向量；YSPRange——CV 设定值范

围，ns 维向量； ——积分型 CV 开环稳态斜率，

nr 维向量； ——积分型 CV 斜率控制精度，nr 维向

量； ——积分型 CV 斜率安全范围，nr 维向量。

1.1.2 约束条件标准形式

MPC 一般采用内点算法（IPOPT）求解
[18-20]

，需

将约束条件转化为 A×ΔUSS ≤ B 的标准形式。其中：
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（9）

式（9）中的软约束并不是都存在的，某个 MV 或

CV 的设定值约束是否存在由设定值开关决定，至于是

稳定型 CV 约束还是积分型 CV 约束，则由相应的 CV

类型决定。

1.1.3 基于优先级的约束排序

硬约束个数为 2m，软约束的个数设为 Nc，约束矩

阵 A 及约束边界 B 按照硬约束及软约束分块表示为

                  （10）

式中：下标 h 代表硬约束边界；s 代表软约束边界。

每个软约束设置优先级 R 和放松权重 W，分别表

示为列向量：

                               （11）

设共有 N r 个不同的优先级，从高到低排列，各个

优先级的约束个数排列成列向量 NR：

NR=(nr1, nr2, …, nri, …, nrNr)
T                  （12）

按照优先级从高到低将软约束进行重新排序，得到

新的约束矩阵 、约束边界 、优先级向量 、权重

向量 ：

， ， ，  

　　　　　　　　　　　　　　                               （13）

1.2  基于优先级的软约束松弛

设松弛变量为列向量 ε，按照不同优先级表示为分

块向量：

，其中

按照优先级进行约束松弛，每个优先级松弛问题形

成一个 LP 或 QP 问题，依次进行求解；每个优先级的

松弛变量值在下一个优先级的求解中被固定，将高优先

级软约束作为低优先级松弛问题中的硬约束。

由于采用计算机求解，数值求解过程存在截断误差，

则高优先级松弛变量固化后由于截断误差可能造成低优

先级松弛问题不可行。为避免此问题，提出在构造低优

先级松弛问题时，将上一优先级的松弛变量加上一个极

小值 δ（δ 与 ε 同维，且分块方式相同），该值可等于

设定的数值求解精度。求解过程描述如下：

（1）优先级最高的约束松弛问题

目标函数：

                                （14）

                 （15）  
约束条件：

  （16）

其中，JLP表示线性型目标函数，JQP表示二次型目标函数，

下文定义与此一致。

（2）优先级为 i(i=1, 2, …, Nr) 的约束松弛问题

目标函数：

                                （17）

                  （18）

约束条件：

   

                                                                         （19）

1.3  经济优化

软约束松弛结束后可进一步执行经济优化，决策变

量为各个 MV 的增量，可分为代价变量和最小移动变量

两种类型。设代价变量为 v 个，则最小移动变量为 (m-v)
个，排列前面 v 个为代价变量，后面的为最小移动变量。

优化问题由目标函数及约束条件两部分描述，下面分别

从这两方面对 LP 及 QP 经济优化问题进行阐述。
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（1）原始形式

LP 经济优化目标函数：

 （20）

QP 经济优化目标函数：

                                                             （21）

LP 及 QP 约束条件相同：

                  （22）

（2）标准形式

由于原始描述目标函数中含有决策变量绝对值形

式，不利于优化问题的求解，因此针对每个绝对值项引

入两个辅助变量及相应约束条件
[21]

：

                                （23）

则经济优化标准化描述如式（24）~ 式（27）所示，其中

表示形式为 Ah, (v+1)~m 的矩阵表示 Ah 的第 (v+1) 列至 m 列。

（a）LP 经济优化标准化

目标函数：

 （24）

约束条件：

 （25）

（b）QP 经济优化标准化

目标函数：

   （26）

约束条件：

    （27）

2  LP 与 QP 解特性分析

根据上述分析可知，在稳态优化的软约束调整阶段

及经济优化阶段，目标函数可以采用线性函数或者二次

函数，从而分别构成约束条件相同的 LP 及 QP 问题；本

节将通过研究 LP 及 QP 解的特性来解释提供这两种稳态

优化描述形式的原因并给出这两种形式的选择依据。

2.1  几何关系分析

一般约束条件为凸集。LP 问题是平移一个截距可

变的超平面（二维退化为直线）与约束空间相交于一点，

并使得超平面的截距最小，其交点一定为约束空间的顶

点；QP 问题是扩张一个半径可变的超椭球（二维退化

为椭圆）与约束空间交于一点，并使得超椭球的半径最

小，交点在约束空间边界平面上或某个固定点。随着目

标函数权重变化，线性规划最优解在约束空间不同顶点

间跳变，如图 1（a）所示；而二次规划最优解在约束

空间边界平面上平滑移动，如图 1（b）所示，或为某

个固定点，如图 1（c）所示。

2.2  代数关系分析

接下来以 2 个 MV、3 个 CV 系统为例，从代数关

系层面进一步验证上述方法。设所有 CV 为同一级别，

所有MV都是代价变量，且硬约束空间内软约束无交集。

如图 2所示，灰色矩形区域为硬约束；直线 a和 b，c和 d，

e 和 f 分别围成的区域为软约束区间，可知所有约束条

件没有交集，即不存在可行空间，可通过向上调整边界

b、向下调整边界 e、向下调整边界 c，使区域 S1 与 S2

相连。为使目标函数最小，即移动的距离尽可能小，最

优策略是使直线 b, e, c 相交于一点，如图 3 所示。

（b）二次规划情况 1

（c）二次规划情况 2
图 1 不同权重系数对最优解的影响

Fig. 1 Influence of different weight coefficients on the
optimal solution

（a）线性规划
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此时，优化问题可简化为如下形式：

  （28）

  （29）
约束条件为

       

                                                                                       （30）

  5 个决策变量、3 个等式约束条件且等式约束矩阵

满秩，可以将等式约束条件简化为

ε5=B1-K1ε1, ε6=B2-K2ε1，且 Bi>0, Ki>0                （31）

将式（31）代入目标函数式（28）和式（29），将

优化问题化为单一决策变量优化：

  （32）

     
                                                                         （33）
且满足

                 （34）

（1）对于 LP

若 W2-W5·K1-W6·K2>0， 则 最 优 值 为 ε1=0, ε5=B1, 
ε6=B2；

若 W2-W5·K1-W6·K2<0，且 B2K1-B1K2>0，则最优值

为 ε1=B1/K1, ε5=0, ε6=(B2K1-B1K2)/K1；

若 W2-W5·K1-W6·K2<0，且 B2K1-B1K2 ≤ 0，则最优

值为 ε1=B2/K2, ε5=(B1K2-B2K1)/K2, ε6=0；

若 W2-W5·K1-W6·K2=0，则最优值为

，ε5=B1-K1ε1, ε6=B2-K2ε1。

（2）对于 QP

最优值为

；

；

。

2.3  模型失配条件下解特性分析

实际应用中模型皆存在失配，即控制模型与实际对

象存在不完全一致。双层 MPC 采用滚动时域控制，由

于存在模型失配，每个周期输出预测值与输出实际值间

存在误差，如不进行修正，则误差累计造成控制误差甚

至失稳。对此 MPC 采用输出误差反馈校正输出动态预

测序列及输出稳态值，抑制模型失配造成的控制波动问

题。输出稳态值的校正公式如式（35）和式（36），其

中 e(k) 为预测误差向量，即当前输出实际值向量与预测

值向量之差。

稳定型 CV 开环稳态预测值为 

YSSOpen(k)=YSSOpen(k-1)+e(k)                 （35）

积分型 CV 开环稳态斜率值为

                  （36）

MPC 滚动优化过程中输出预测误差 e(k) 每个周期

都在变化，因此输出稳态值也相应变化。结合式（9）

可知，输出稳态值的变化仅改变约束边界 B，不改变约

束条件系数矩阵 A。通过第 2.1 节可知，若可行域有界，

LP 的最优解一定在约束空间的顶点上，因此在滚动优

化过程中，即随时间变化 LP 的解一定会变化；而 QP

的解可能在约束空间的边界上、顶点上或内部，当解在

边界上或顶点上时也会变化，若解一直在约束空间内部

则不随时间变化。

2.4  结论

通过上述理论分析，可得到以下两个结论：

（1）由 LP 与 QP 的解的形式可知，当目标函数权

重系数或者模型系数在一定范围内变化时 LP 最优解保

持不变，但随着权重系数或模型系数的连续变化，LP

解会发生跳变，并且在 LP 问题中权重并不能很好体现

对决策变量的偏向；QP 的解随着权重系数或模型系数

图 3 约束条件几何关系图——存在解空间
Fig. 3 Geometric diagram of constraints—existence of solution space

图 2 约束条件几何关系图——不存在解空间
Fig. 2 Constraint geometry— no solution space
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的变化而连续变化，并且权重能够很好地体现决策的偏

向性。可见，QP 的权重能够更加精确地调节各个决策

变量的偏向程度，而 LP 的权重对偏向程度的反应相对

比较粗略；但在求解过程中，由于 QP 时间及空间复杂

度皆高于 LP 的。因此，实际工程中小规模的优化控制

问题采用 QP，更能体现优化的意愿；大规模优化控制

问题采用 LP，提高求解的快速性。

（2）由于实际工程中模型失配的存在，在滚动优化

过程中，即随时间变化时，可行域边界的变化导致 LP 的

解一定会变化；若 QP 的解在边界上或顶点上时也会变

化，若 QP 的解一直在约束空间内部则不随时间变化。

3  LP 及 QP 解特性仿真分析

本节将通过随权重变化的解特性和模型失配时的解

特性的仿真对上述结论进行验证。

3.1  随权重变化的解特性

将上述理论分析实例化，模型如式（37）所示，其

中 w1 从 1 至 20 连续变化：

      

（37）

结合第 1.2 节软约束松弛标准化过程，形成如下优

化问题：

（1）目标函数

 或 

（2）约束条件

基于 Matlab 编程，得到决策变量 ε随权重 W1 连续

变化的变化情况，具体如图 4 所示，其中图 4（a）和

图 4（b）的纵坐标 ΔUi 为操纵变量增量，图 4（c）~
图 4（h）为各决策变量 ε 的 QP/LP 解，下标 H 代表 ε
的上限，L 代表 ε的下限。

从图 4 可见，当 W1 在 8 和 10 附近时，LP 的解发

生跳变；当 W1 为其他值时，LP 解保持不变；QP 解随

着W1的变化而连续变化，第2.4节所示理论分析结论（1）

得到了验证。

3.2  模型失配时的解特性

采用第 3.1 节模型，固定 W=[2 5 3 2 3 4]T
，仿真时

间为 100 个周期；并假设未校正输出预测值不变化，

即 MPC 处于开环状态，仅通过增加第一个输出预测误（a）ΔU1

（b）ΔU2

（c）εH1

（d）εH2

（e）εH3

（f）εL1

（g）εL2

图 4 最优解随权重变化曲线
Fig. 4 Curves of the optimal solution changes with weight

（h）εL3
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差反映实际模型失配；误差信号采用均值为 0，幅值在

[-1, 1] 之间的随机值。仿真结果如图 5 所示，图 5（a）

和图5（b）纵坐标ΔUi 为操纵变量增量，图5（c）和图5（e）

为各决策变量 ε的 QP/LP 解，图 5（f）纵坐标 e1 为预测

误差。可见， LP 与 QP 解随着预测误差的变化而变化，

且预测误差曲线与各个决策变量最优解的曲线变化趋势

一致。图 6 最优解与预测误差散点图进一步表明这种变

化呈线性相关，即预测误差越大解的波动幅度越大，

第 2.4 节所示结论（2）得到了验证。

4  结语

本文通过对稳态优化理论的标准化、通用化研究，

为预测控制的软件开发提供指导；通过对 LP 及 QP 最优

解的特性分析，为工程应用中优化问题的策略选择提供

了理论支撑。文中首先研究了双层结构预测控制的稳态

优化层的两阶段法求解策略，将稳态优化问题转化为基

于优先级的一系列标准 LP 或 QP 问题，并通过引入辅助

变量解决了目标函数带绝对值的问题，最终形成可由计

算机求解的通用描述形式；之后讨论了两阶段稳态优化

求解策略中 LP 及 QP 解的特性，当目标函数权重系数在

一定范围内变化时，LP 最优解保持不变，而 QP 最优解

随着权重系数的变化而连续变化。因此，QP 的解相比

LP 具有更好的连续性，且 QP 的权重能够更加精确地调

节各个决策变量的偏向程度，而 LP 的权重对偏向程度的

反应相对比较粗略，并结合 LP 与 QP 的时间复杂度给出

二者在工程应用中的选择原则；最后进一步讨论了模型

失配对 LP 与 QP 解特性的影响，为实际应用中预测控制

器稳态解的稳定性分析提供一定依据。 （下转第 11 页）

图 5 模型失配下最优解随预测误差变化曲线
Fig. 5 Curve of the optimal solution changing with weight

in the case of model mismatch
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（b）ΔU2

（c）ε1

（d）ε5

（e）ε6

（f）e1

图 6 最优解与预测误差散点图
Fig. 6 Scatter diagram of the optimal solution and prediction error

（a）ΔU1

（b）ΔU2

（a）ΔU1


