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非线性弹性理论的阴
、

阳互补原理

高 扬
( 合肥工业大学数学力学系

、

预测所
,

合肥 2 3。。3 , )

摘 要

基于古典阴
、

阳分析方法和现代凸分析理论
,

本文研究了大变形弹性理论的变分

边值 问题
,

揭示 了势能原理与余能原理间存在着的优美的阴
、

阳互补对称性质
.

给出

了余能原理的统一构造
.

指出了互补变分问题解的存在性
、

唯一性
.

并讨论 了广义

变分泛 函的驻值性质
.

关镇词 : 非线性弹性理论
,

变分原理
,

凸分析
,

阴
、

阳互补原理

一
、

引 言

自然界是以阴
、

阳互补方式存在着的
.

这种互补性来自一种
“

道
” 不变性

.

在力学系统中
,

这种不变性对应了能量守恒原理
.

它导致了一系列优美的互补对称规律
.

例如有势能原理
,

就一定有余能原理与之对应
.

利用著名的 eL g e
dn

r e 一

eF cn he l 变换
,

可以从一个导出另一个
,

反之依然
.

在塑性极限分析问题中
,

从势能原理出发
,

可以求得安全因子的上限 ; 从余能原理

出发
,

则给出安全因子的下限 ; 二者结合
,

则给出极限分析问题完美的解决
.

这种互相补充的

内在关系称为互补性
.

作者在文献 [ l l)] 中利用现代抽象数学工具
,

对弹塑性系统中理论和计

算方法的互补性 予以了系统地阐述
,

并总结出一条具有认识论意义上的互补对偶原理
.

然而
,

在有限变形理论中
,

由于几何变形算子的非线性
,

这种互补对称性似乎是遭到了破

坏
.

例如利用 L e g e n dr e 一 F e cn he l 变换
,

由系统总势能泛函得到的共扼泛函
,

并非是系统总余

能泛函
.

这引起了力学界关于纯粹余能原理 (即仅含应力变分宗量 )的存在性
,

极值性等间题

的长期争论
〔ZJ .

此外
,

即使弹性势能函数假设是关于应变场为凸的
,

但由于几何非线性
,

系统总

势能泛函关于位移场并非总是凸的
,

因此势能原理的极值性 和判据也是尚未解决的基本问题
.

最近
,

作者在文献 〔3] 中应用中国古典的阴
、

阳分析方法
,

系统地研究了非线性变分边值
-

初始问题
.

借助于现代凸分析数学工具
,

揭示了在几何非线性系统中
,

依然存在着优美的互补

对称性
.

由此导致 了非线性力学中一系列重要结果
「̀ 一 ” .

本文是文献 [ 3 ]在非线性弹 性 理 论 中

的应用
.

研究表明
,

在几何非线性条件下
,

系统总势能与总余能泛函之间经典意义下的互补对

称性产生了破缺
.

亦即利用 L ge e n d r e 一F e cn he l 变换由系统总势能泛函导出的共扼泛函并非

是系统总余能
,

两者相差一对偶间隙函数
.

而此对偶间隙函数的性质恰恰决定了互补变分问
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题解的性质
.

分析指出
:此间隙函数在非线性力学分析中将起到关键性的作用

.

二
、

对偶变量空间与阴
、

、

阳结构

在三维欧 氏空间中
,

令 u 为一广义位移空间
,
E 为一广义应变空间

, A : U , E为几何变

形算子
,

满足于变形连续性公理
.

对于给定的
u 〔 U ,

有变形几何方程
:

’

A 二 一 e 0 E
. 、

( 一)

根据客观物理量的互补性
, U 及 E 均存在着 (功 )共扼空间

,

即广义力空间 L 和 广义应力空间

万
.

利用对偶积 (
,

)
: U x 乙 * 反 一 R U {十 co }

,

(
,

)
: E x 茗 一 R 进行装配

,

使之双双成为

对偶性空间
.

这里假设这种对偶性是关于 U ( E )及 L ( 艺)分别可分的
.

在应用中
,

元素 找 L 可

表示为域 。 C r 中的体积力 b 和边界 r , d夕 上的表面力
, , , ` 万为应 力

,

则

ó、夕、声产、少宁曰弓J4
.了砚k

J

f、矛仁、

(
, , l ) 一

(
。 , 。

) ~

算子 A 的共扼算子 A
* : 万 ` I

,

定义为

{
。 一 , `“ “ +

!
:

一 ` “ ,

{
。 。 、 ,̀ *’

翻
`

<A
。 , 二 ) ~ (

。 , A * 二
)

.

于是几何方程 ( 1 )的共扼方程为

A * 『 一 之~ O

根据文献 〔 , ]
,

若称 u 及其导出空间 E 为阴变量空间
,

空间 乙称为阳变量空间
, A *: 万 ` L 为阴映射

.

定义 少
-

为阳结构
.

图 1 描述了阴
、

阳结构间的内在关系
.

( 5 )

A : U ` E 为阴映射
,

则 万及其导出

~ { U ; A }为阴结构
,

乡
-
~ {艺 ; A*}

一 一一一 一一 一一一一 一 一一 一一一一 一一一一一一一一 - 一
. 加
一 ~ 气

厂l!||||七
.

广一一一一
一 — 一— 一 - 一 ,

:
」

讶 一 1`
,

汽
一

f
_

_ _ _ 一一一一 J
` .
一一一 一 一一一一一一一一一一一一 一一 ~ 一一一一

-

一
-

图 1 非线性系统中的阴
、

阳结构

阴
、

阳映射是因分析的需要而人为地引入的
,

不涉及到系统的物理性质
.

在几何线性力学
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系统中
, ` 通常为梯度类算子

, ` · 贝。为散度类算子
·

例女口若取 “
一合

( 7
· + · 7 ,

,

贝““ ,

式正是周知的 G a
su

s一 G r e en 公式
:

( 上 (二
,
+

, 二 )二 J。 一 ( 一
,
(二

·

。
) J。 +

{
, , J r

.

沙习 2
一

J口 J r

( 6 )

此时

r一 7
·

叮
,

I n 口
,

A * 叮 ~ 裙
o n r

( 7 )

。
为单位外法向量

.

此令

b ,
i n口

,

; , o n r ,
( 8 )

此处 几 U r 。

一 r ,
r

,

n r 。

~ 必
.

则共扼方程 (习恰为平衡方程
.

亦即
,

在几何线性力学系统

中
,

阴
、

阳结构是同构的
.

图 1揭示 了其内在的对称美囚
。

三
、

几何非线性
一

对称性的破缺

对子有限变形理论
,

几何算子 A 往往是位移
。 〔 U 函数

.

例如对于 eS ht 应变族
:

才 , 一 工 [ ( ( I + v t, ) ( I + , v ) )一
z ]

.

2月

当
。
~ 1时

。 一 生 [7 ,
+

, 7 + (甲
,
) (

, 7 ) 2
.

2

( 9 )

( 10 )

即是周知的 G r e en 应变张量
.

此时 A 是
t, 的对称

、

二次算子
.

这是一类重要的算子
,

本文将

予以重点研究
.

对于给定的
, 〔 U ,

应变
e

在 ,
点沿

, 〔 U 方向的导数定义为

占。
(
, ; , ) 一 il m

夕斗 + 0

泞
(
,
+ 口,

) 一
。
(
u
) ( 1 1)

若
e
(
,
) 是 G a t e a u x

可微的
,

即 占e
(
“ ; , ) 关于

口

t,
是线性的

,

则

各e
(
。 ; ,

) ~ 占。
(
u
)
。 一 T (

,
)
, ,

( 1 2 )

此处 T (
“
) 为

。

在
u 处的 G at ea ux 导数

.

称 :T U * IE C E 为算子 A 的切向阴映射
,

N :

U 、 肠〔 E 为 T 的余算子
,

则有 A 的加法分解

A 一 T 十 N
.

( 13 )

此算子分解公式在几何非线性变分边值问题分析中
,

将起到关键性的作用
.

对于 G er e n
应变

算子 A
,

有 :

丁 (
二
)
, 一 生 [v

。
+

, 7 + (甲 u
) (

, 7 ) + ( v
,
) (

二 v ) 1
,

( 14 )

N (
·
,
·

一专
〔 ( v

·
, (

· v , + ( v
·
, (

· v , ,
·

( 1 5 )

根据文献【3 ]
,

有如下重要引理
:

引理
.

若几何算子 A 是二次的
,

则有

N (
“
) ~ 一 [占A (

u
) 1

, -

( 16 )
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一

一—
—

一

一 —

—一
-一一 - ~ -~ ~, - -~ ~ ~ . . . . ~

一
占 [ N (

u
)
, ] ~ 一 [占T (

u
) J

“ ,

a
, e
(
u : , , , ) 一 一 ZN (

, ) 。 ~ 一 ZN ( 留 )
t, .

利用广义 G a u : s 一 G r e e n
公式 ( 4 )

,

可以得到 T 及 N 的共扼算子
:

满足

( T (
。
)
, , a

) ~ (
, , T *

(
u
)
,
)

,

( N (
,
) ,

, 。
) ~ (

, ,
N *

(
u
)
。
)

.

对于 G r e e n 应变算子 ( 1 0 )
,

由 ( 一9 )式可得
:

( 1 7 )

( 1 8 )
T *: 之

、

* lL
,

N *: 艺 、 肠

( 19 )

( 2 0 )

丁’
(咖 一

{
一 ( ( I + 7 “

)二
·

v
,

i n口
,

( I + v “
)
a , , o n r

. ( 2 1 )

因为 G r e o n
应变空间的对偶空间为 iK

r
恤h of l 应力空间

,

则

T *

(
u
)
。 一 l ~ o

·

( 2 2 )

恰为应力平衡方程
.

这表明在大变形情况下
,

平衡算子是 T * 而非 A气 亦即由于 A 的非线性

性质
,

阴
、

阳结构间规律的对称性产生了破缺
.

四
、

物理非线性
一

次微分本构关系

对偶空间 E 与 艺间的互补关系由弹性体的物理性质所确定
.

对于保守系统
,

定义一个超

势函数 。 : E 一 R ,

并假设其为凸
、

下半连续常态函数 1) ,

于是有次微分本构关系
a ` 口。 (

e
)

,

( 2 3 )

此处

, (
e
) ~ {

, 〔 刃 l , (
e
) 一 , (

。
) ( <,

, e 一 s
) v

。 〔 石 } ( 2 4 )

表示 , 在
。
处的次微分

,

它是 E 一 X 的一个集值映射
.

据此可描述较广泛一类介质的本构

形为文献汇l 〕
.

利用 L e g c n dr e 一

eF cn he l 变换
,

可以得到 留的共扼函数
,

即互补超势 , * : 万一

R :

却 *

( , ) 一
s u p { <

e ,。 ) 一 , (
。
) }

.

叮 〔 E

显然
,

对于任给的
。 ,

有如下 F e n e h e l
一 Y o u n g 不等式

:

(
。 , a

) 成 留 (
e
) + 留 *

(
。
)

.

根据凸分析理论
,

( 2 3 )式成立当且仅当
:

。 〔 d留 *
(。 )

或

(
。 , a

) ~ 留 (
。
) + 留 *

(
a
)

.

类似地
, u 与 U * 间的互补关系可以通过引人外部超势 F : u * 反和共扼超势 F * :

进行描述
:

一 l 〔 O F (
,
)

, , 〔 口F *

(一 l )
.

例如对于混合边值问题
, F 可取为

( 2 5 )

( 2 6 )

〔 2 7、

; (
,
)
一 {

,
·

。

、 一 }
, “ J : +

J习 夕几

0 ,

若 “
~ 云

, o n I’
“ ,

十 co
,

否则
,

( 2 9 )

( 3 0 )

1 ) 见 3 8 6 页脚注
.
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于是有如下次微分边界条件 :

一 z〔 口F (
u

) 一
一I

,

若
u 一 云

, o n I’ “

必
,

否则
,

( 3 1 )

利用共扼变换
,

不难求得
:

F
*

(一 z) ~
s u p {(

“ ,

一 l ) 一 F (
,
) }

{
{ 一 ,“ ` r ,

若 ` 一 z
,

J f “ ( 3 2 )

+ co
, 否则

,

则有等价于 ( 31 )式的边界条件
:

“ 〔 ” F ’
(一 ` , 一

{
石

,

若 l ~ l
,

必
,

否则
,

( 3 3 )

次微分边界条件 ( 29 )可以描述更为复杂的边界情况
,

有兴趣的读者可参阅文献 [ 9 ]
.

五
、

抽象控制方程

综上所述
,

对于非线性弹性力学系统
,

抽象控制方程可以描述如下
:

( l) 几何方程 A “ 一 。
~ 。 ,

( 2 ) 平衡方程 T * a 一 孟~ o ,

( 3 ) 互补关系
a 〔 口 , (

e
) 或

君 〔 d , *

(
,
)

,

i n 口
,

一 l ` 口F (
“
) 或

u 〔 口F *

(一 l )
, o n r

.

在阴
、

阳结构少
一 上

,

以 “
作为基本变量

,

控制方程 ( 34 )可统一地写成如下阴控制包含
:

o 〔 T * 0 , ( A
,
) + 口 F (

u
)

.

同理在阳结构少
十

上
,

有等价的阳控制包含
:

o 〔 T d F *

(一 T
* 二 ) + N , 一 d , *

(。 )
.

在几何线性情况下 ( A ~ T
,
N ~ o )

,

阴
、

阳控制包含表示为如下完全对称的形式
:

o 〔 A * 口 , ( A
u
) + d F (

u
)

,

o 〔 汉 a 尸*
(一汪

* a
) 一 。 , *

(。 )
.

比较发现
,

由于几何算子的非线性性质
,

阴
、

阳结构间漂亮的对称性产生了破缺
.

( 3 4 )

( 3 5 )

( 3 6 )
,

( 3 7 )

( 3 8 )

六
、

对偶间隙函数

不对称并非意味着对称的不存在
。 OJ .

为恢复几何非线性力学系统中阴
、

阳结构间的对称

性
,

这里引人一个所谓的对偶间隙函数 t31 G : u x 万 ” 反:

G (
, , :

) ~ <一 N (
t,
)
。 , :

) 一 (
, ,

一N
*

(
。
)
:
)

.

( 3 9 )

这是一个定义在阴
、

阳乘积空间上的
“

中性
” 函数

.

对于给定的 (
。 ,

的 ` u x 召定义

G ,
(
,
) 一 (

, ,

一 N
*

(
二
)
。
)

,

( 4 0 )

G畜(一 N *
(
u
)
r
) ~ (

“ ,

一 N *
) (

二
)
:
)

.

( 4 1、

此令

F
.

(
。
) ~ F (

。
) + G ,

(
,
)

,

( 4 2 )
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对( 一A *:
)~ F( *一T: *

)十 G我一N *:
)

.

( 4 3)

显然F
`

: u、 反及F 少: 乙 、 反为凸
、

下半连续的
.

于是阴
、

阳控制包含( 35 )和( 6 3)式可重新写

成

o 〔 才 *
口。( 才 ,

) + 。 F
r

(
u
)

,

( 4 4 )

o ` A a F梦(一才
* 二 ) 一 。 。 *

( 。 )
.

(朽 )
,

这表明
,

借助于间隙函数
,

阴
、

阳结构间规律的对称性得到了恢氢 下面将证明此间隙函数在
.

非线性变分问题中起到关键的作用
.

七
、

阴
、

阳互补变分原理

在阴结构 沙
一

上
,

定义系统超势能泛函 p :

少
-

一 反:

P (
,
) ~ 汀 (

, , A ,
) ~ W ( A

,
) + F (

,
)

,

( 4 6 )
·

其中

二 (
。
) 一
!{

。 , (
。
)四

,

若 , ( L ’

(。 )
,

否则
.

( 4 7 )
十 co

,

定理 1
。

若 :P 卿
一

` R 是 G缸ae xu 可微的
,

则

占P (
, ; , ) ~ o V 。 ` U 嘴= ) o 〔 A * 口W ( A

u
) + 口F

`

(
,
)

.

( 4 8 )

此定理表明系统总势能泛函的驻值点为抽象控制方程的解
.

证明过程可参阅文献 [ 3〕
.

由

于几何算子 A的非线性性质
.

尸 (
,
) 关于

t,
并非总是凸的

,

下面的定理给 出了势能变分原理的

极值判据
.

定理 2
.

设几何算子 A 是二次的
, “ 为 p 的驻值点

.

若间隙函数是非负的
:

G (
, , 。 (

。
) ) ) O V , 〔 U ,

( 4 9 )

则
“ 为 尸的极小点

:

p (
u
) 一 {是了(

“
)

·

( , o )
·

另外
,

若 U
。

为自反 aB an hc 空间 u 的一个有界子集
,

则极值问题 ( , 0) 式在 认上至少有一个

解
.

若不等式 ( 4 9 )严格成立
,

则此解唯一
证明此略

.

设定理表明势能变分原理解的性质取决于间隙函数
.

不等式 ( 4 9 )给出了系统
总势能泛函 p 的凸性判据

.

现在我们考虑对偶变分问题
.

利用 L e g e n id e 一 F e cn he l 变换
,

可以得到 几 (
, ,

s) 的共扼

泛函 刀 ,: L x 万 * 反:

仃 *
(一 l , : ) ~

s u p s u p { (
, ,

一 l ) + (
。 , :

) 一 刀 (
, , s

) }

~ W *
(
:
) + F *

(一 l )
.

( 5 1)

令 u :

c U为系统总势能泛函 p 的驻值点集
: U :

~ {
“ ` u }占p ( u) ~ 0}

.

对于任给的
, 〔 U : ,

定义

P *
(
r
) ~ 一 n *

(一 T *
(
“
)
: , :

)
.

( 5 2 )

显然共扼超势泛函 一 p * : 召 、 反为 凸
,

下半连续的
,

但其并非系统总余能泛函
,

两者相差恰恰

是对偶间隙函数
。

此定义
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、 ,了、 .、̀ ,
.

、/
郊如书56

了、、/、̀了̀、矛`、IT曹(一 A *

(
“
)
: , :

) ~ n *

(一 T *

( “ )
r , : ) + G ,

( 一万
*

(
u
)
: , u

)
,

则系统总余能泛函应为

p 才(
:
) ~ 一 z J梦( 一 刀 *

( u
)
: , : ) = p *

(
:
) 一 G *

( 一 入 *

(
u
)
:
) v u 〔 u

。 ,

定理 3
.

若 p梦:

卿
一

、 反是 G a t e a

xn 可微的
, 4 是二次的

,

则

占 p才( 。 ; :
) 一 OV : 〔 召

份
o 〔 A O F才(一 A * 二 ) 一 。砰 *

(
a
)

,

且 。 〔 万:

~ {
a 〔 艺 I占P才(。 ) ~ o } 满足

尸梦(
,
) =

s u p P才(
:
)

.

r 〔 Z

若 万为一有界 自反的 aB an hc 空间
,

则 ( 56 )式至少有一解
.

利用凸分析理论及 引理
,

此定理即可得证
【3 , .

对于任给的 (
, ,

劝 〔 u x 万 , H才是一个具

有二类变量的泛函
,

下面的定理指出了它的极值性
:

定理 4
.

若 A是二次的
,

且 G (
, ,

约 ) o , v (
, ,

叻 〔 U x 刃 ,

则抽象控制方程 ( 3 4 ) 的解

(
u , 。

) 使 衅 取最小值
,

即

11才(一 A *

(
u
)
a , 叮 ) 一咨瞥去李瞥1IT才( 一

A *

(
“
)
` , `

)
·

( 5 , )

此即最小余能原理
.

以上结果表明
,

在非线性弹性理论中
,

势能原理及余能原理的性质均

取决于对偶间隙函数
.

对于不同的几何变形算子
,

( 5 3 ) 式给出了系统总余能泛函的统一构

造
.

由于其 中几何算子 A 的非线性性质
,

余能原理的不纯粹性质也是自然的
.

下面的阴
、

阳互

补变分原理揭示了阴
、

阳结构上的互补对偶规律
:

定理 5
.

如果 A是二次的
,

且 G (
, ,

约 妻 。 ,

(
, ,

劝 〔 u x 艺、 ,

则

公瞥去
p (

“
) 一 澳弓p梦(

`
)

·

( 5 8 )

对于几何线性系统
,

G 一 o ,

我们总有 i n f P (
,
) ~

s u p p *
(
:
)

.

八
、

广义变分原理

根据凸分析的一般理论
,阴变分问题 ( 48 )式的 H a m il t

on i a n 为定义在阴
、

阳乘积空间上的

二类变量泛函 :H u 火 万 、 反:

H (
“ , 公

) 一 职p { (
` , r

) 一 11 (
“ , 8

) }
·

( 5 9 )

容易证明
,

正则 H a m ilt on 包含

A “ 〔 a
a

H (
, , 。 )

,
T * 。 ` d

“
H (

“ , 。 )
,

( 6 0 )

等价于抽象控制方程 ( 3 4 )
.

此处 口
“
月 (

u , 。 ) 一 一 a
“

(一 行 (
u , 。 ) )

.

关连于 H a m i l t o n i a n 的

L a g r a n g i a n L : U X 刃 * R 定义为

L (
t, , :

)
: ~ ( A

, , r
>一 H (

, , :
)

.

( 6 1 )

于是有如下广义变分原理
:

定理 6
.

L ag
r a
gn i an L (

, ,

约 的驻值点 为抽象控制方程 ( 34 )的解
,

即

`。
, 0’ 〔 “ “ (一 , 一

{
o ` T *

(
u
)a 一 口, H (

u ,二
)

,

o 〔 过 (
二
)
, 一 d

o

H (
u , 。

)
,

( 6 2 )

并且

i梦l p (
“
) 一 i于f

s

护p L (
“ , r

) 一
`
廿 p梦(

r
)

·

( 6 3 )
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、

阳互补原理

这里必须强调
,

对于几何非线性系统
,

L a
gr

o
gn ia n L 的极值次序是不可互换的

,

即

i n f s u p L (
, , r

) 尹
s u p i n f L (

t, , r
)

.

aL gr an gl an 乙 (
。 ,

约 相当于经典线弹性力学系统中的 H e ill gn
e r `

eR i s s n e r
泛函

.

平行的
,

此

定义所谓的伪 L a g r a n g i a n L , : U X 艺 x E 一 R ;

L ,
(
, , : , “

) : ~ 长A (
“
)
“ 一 ` , r

) + 万 (
t, , s

) ,

容易证明
, L , 的驻值点亦为抽象控制方程 ( 3 4 )的解

,

在经典线弹性力学系统中
,

( 6 4 )

L ,
相当于周

知的胡海昌
一

鹜津久
一

郎泛函
.

根据 H a m ilt ol l ia n
的定义 ( 5 9 )式

,

可以得到 L 及 L , 间的内在

关系

L (
, , `

) ~ i n环
p
(
, , : , s

)V (
。 , r

) ` U X 刃
.

( 6 5 )

九
、

应

若阴映射 A 为 G : 。。

统总余能泛函应为

n (
。 , A 。

)

式中

应变算子
,

则 石为 G r e e n

用

应变空间
,
艺为 K i r e h h h o f f 应力空间

,

系

一 {
, ( ,

,
) 、 。 一 {

占, J。 一 {
_

, , J r + , 。 。

(
,
)

,

J刀 扩夕 J ,
一

t

( 6 6 )

, 。
( ; ) 一

{
0

,

若 杏〔 C ,

+ co
,

否则
( 6 7 )

称为集 c 的指标函数
,

认 C U 为运动许可集
:

认 ~ {
, 〔 U !

, ~ 而
, o n r u

}
.

( 6 8 )

根据定理 2 ,

若间隙函数

` (
, , 。

(
。
) )

则有最小势能原理
:

一 ( 上 (二
,
) (

, 二 )
。
(
“
) `。 ) o ,

V , 〔 U
·

J口 2

n (
, ,

A u
) ~ i n士11 (

。 , A ,
)

.

相应的
,

系统总余能泛函应为

“ 曹(一” ·
(
·
,一 , 一

{
。 留 ·

(
·
,` “ +

!
。

含
( v

·
, (

· ? ,
· “ “

一

{
r“

… ` r + 毋· 。

(一 )
,

( 6 , )

其中 姚 C 万 称静力许可集合
:

召
。

~ { (
, , :

) 〔 U X 万 I T
*

(
,
)
r 一 l ~ 。 }

.

根据定理 4 ,

若间隙函数 G (
, ,

动 ) 0 ,
V (

, , r
) 〔 U x 艺 ,

则有最小余能原理
:

( 7 0 )

共 11 曹(一 A *

(
。
)
。 , a

) ~ i n f i n 王n才(一 汉
*

(
,
)
: ,了

)
.

对于不同的几何变形算子
,

由 ( 5 3 )式可构造相应的系统总余能原理
.

有兴趣的读者可参

阅文献卜一 7 ]
.
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