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摘 要

本文用模型论及数论方法讨论一种可换环 R的数论性质
.

R是整数环的扩环
,

它适合 G ol d ba hc 性质
,

在其中有无 限多个孪生的素数三元组
.

R有很多与整数环 I

相同的性质
,

也有很多与 I 不同的性质
.

这些说明一些数论命题间的和谐性以及它

们对于整数环理论的部分和谐性
.

在 【1一 3] 中
,

我们用模型论及数论方法证明了
,

对于每一个二次代数整数环及很多三次

代数整数环
,

都存在具有以及不具有 oG l d ba hc 性质的可换扩环 (该性质指
: 任一非零

,

非单位

的元的 2 倍都是两个素元之和 )
.

这些结果与数论 中 oG ld b ac h 问题的研究并无直接联系
.

但

是
,

从证明论的观点看
,

进一步考查这些扩环的数论性质
,

对于了解 oG ld ba hc 性质等数论命题

的相对和谐性及相对独立性有一定的意义
.

另外
,

作为用模型论方法与通常的数论方法相结

合地对一些环作较具体的研究
,

也有其方法论的意义
.

本文考查整数环 I 的一种具有 G ol d ba hc 性质的扩环 R
.

讨论普通数论中一些定理在 R 中

成立或不成立的情况
.

整数环 I 的这类扩环是很多的
,

本文只取一种 R 作一些典型性的讨论

(因为本工作 目前的主要 目的在于较进一步地揭示现象及说明方法
,

而不在于系统地研究这些

环的自身 )
.

关于模型论
,

只用到超积的概念及其基本性质 (可参看文献 L4] 第 4
.

1 节 )
.

一
、

R 的定义及一般性质

令 N 为正整数集
.

F 一 {X
: X 二 N 且N \ X 有限 } 为 N 上的 rF & he

t 滤集
.

D 为由 F 任意

一种方式扩大而成的 N 上的超滤集
.

令 p `为第 i 个正有理素数 (汪 N )
.

K
。

为整数环 I 对于其理想子环 (川川… p幼的剩余类

环 (
, ` 浑 )

.

令 R 为超积 H D K
, , L 为形式语言 {十

, x
,

0 , l }
.

引理 L l
.

l) K
,

中元素
。
为单位的充分必要条件是

: p
: , p Z ,

…
,

p
,

都不能整除
口 .

2 )

K
,

中元素
` 为素元的充分必要条件是

: 。
与 p

l ,

p
Z ,

…
,

p
,

之一相伴
.

3 ) K
。

适合 G ol d bac h

性质
.

钓 当
。 》 6 时

,

K
。

中至少有 ( 21 8 / 38 5 ) p lP
Z

… p
,

个 (
二 , 二 十 2 , 二 十 6 )形状的素元组

,

至少有 ( 6 9 0八 0 01 ) IP P
,

… p
。

个 (、
, 二 十 斗 , 二 + 6 ) 形状的素元组

.

本文 1 9 8 2年 12 月 2 日收到
.
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下列二定理给 出 R的主要特点及其与 I的一些相似之点
.

定理 l L
.

) l R是有 1的可换环
,

它是 I 的扩环
.

2 ) R 适合 G ol d ba hc 性质
.

3 ) R 中

有无限多个 (
, , , + 2 , 二 十 6 ) 形状的素元组

,

也有无限多个 (
, , 二 十 4

, 二 + 6 ) 形状的素元

组
.

钓 I 中每一素数都是 R 中的素元
, I 中每一合数都是 R 中的合元

.

定理 L Z
,

l) L 中一切在 I 中成立的正命题 口 (即
: 8 中的逻辑符号只有

“
与” 、 “

或
” 及

量词 )都在 R 中成立
.

2 ) 乙中一切在 I 中成立的形状为 (日
x :

…
x 。

) 沙(
r : ,

…
, x 。

) (沙 中无

量词 ) 的命题都在 R 中成立
.

3 ) L 中一切在 I 对于某一理想子环 ( ilP 爪
,

… p , ) (其中 0 《
: , , , 2 ,

…
, , ,

《 2 )的剩余类环中成立的形状为 , (日
x :

…
x 。

) ( p (
x : ,

…
, 二 ,

) 一 0 ) ( p 为整系

数多项式 )的命题都在 R 中成立
.

关于 R 中元素的因式分解
,

有下列诸性质
.

定理 L 3
.

l) R 含有非零的零因子 (在本文中
,

零算作零因子 )
.

2 ) R 中任何有限多个

素元的积不为零
.

3 ) R 中存在非单位
、

非幂零的元
a 不能表示为有限个素元的积

.

4 ) 在 R

中
,

若 , 为一素元且 , 整除 砂
,

则 , 整除
x
或 y

.

5 ) 在 R中
,

若一元素
a

能表示为有限个素元

的积
,

则其表示法是唯一的
.

6 ) 在 R 中
,

二元素
。 ,

乡的公因子 d 为最大公因子的充分必要条

件是 d 能表示为
“ , + sb 形状

.

7 ) R 中任二元素
。 ,

b 都有最大公因子 (
口 ,

的存在
.

s) R 的任

何有限生成的理想子环都是主理想子环
.

9 ) 存在 R 的非主理想子环
.

下面列举 R 的一些简单数论性质
.

定理 L 4
.

l) 在 R 中
,

方程 口 x ~ b 当有解时
,

其解的个数可为有限或无限多
.

2 )对任何
a : ,

…
, 口 , , 。 〔 R ,

不定方程 al x :
+ … 十

。 。 x 二

一 在 R 中有解的充分必要条件是 (
。 : ,

…
,

a , , ,

)整除 a .

3 ) 在尺 中
,

为使
x , y , z 适合不定方程

x ,
+ y

,
~ z , , “

存在 “ , , 〔 尺 ,

使
z = 土 (

。 ,
+

护 )
,

并且
x , y 中有一个为 士 (矿 一

。 ,

)
,

而另一个为 士 Z u , ” 只是充分条件而非必要条件
.

4 ) 对

任何
。 ,

b , m 〔 R ,

同余式
` x

, 以 m od 。 ) 有解的充分必要条件是 (
口 , 。 ) 整除 b

.

5 ) 若 m为 I

中正整数
, 。 〔 R

,

且 (
a , 二 ) ~ l

,

则 m 整除
a 劝( “ , 一 l (叻( , ) 为 E u le r 函数 )

.

在 R 中
,

以素元为模的平方剩余
,

其性质与 I 中有很大的不同
.

初步列举一些事例如下
.

定理 L S
.

在 R 中
:
l) 存在 8左十 3 形及 81 + 5 形的素元以 2 为平方剩余

.

2 ) 存在

8夜十 l 形及 81 + 7 形的素元不以 2 为平方剩余
.

3 ) 存在 l吹 + 3 形及 1 01 + 夕形的素元以

5 为平方剩余
.

4 ) 存在 10畏+ l 形及 1 01 + 9 形的素元不以 5 为平方剩余
.

力 存在 4友+ 3

形的素元以 一 1 为平方剩 余
.

6 ) 存在 认 + 1 形的素元不以 一 1为平方剩余
.

7 ) 存在 6友十

5 形的素元以 一 3 为平方剩余
.

5) 存在 6夜+ 1 形的素元不以 一 3 为平方剩余
.

以上的一些结果的证明都比较直接 (虽然有的并不简短 )
,

因限于篇幅而略去
.

二
、

一种弱形式的 D i r i e h le t 定理

首先
,

由 I 中的 D iir 翻改 定理和 I 〔 R 以及 R

R 中有一个直接由 I 中继承来的弱形式的 iD icr hl et

定理
,

它包括了上述定理 (这一点不难说明
,

略去 )
.

定理 2 :l 在 R 中
,

若
a 钾 。 ,

且 (
a ,

助 一 1

种
,

则存在无限多个形状为 ax 十 夕(
x 〔 R ) 的素元

.

证
.

1) 先在诸 K
,

中考虑
.

的性质 ( I 中素元在 R 中仍为素元 )
,

显见
,

定理
.

下面证明另一个弱形式的 iD ir hc let

并且 a 的互不相伴的素因子只有有限多
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对任何 自然数 。 ) 0及 犷 李 2
,

令 口、
,

为下列的 1 阶命题 (指
: 口。

,

为 L 中表达下列内容

的任一 1 阶语句
.

以下仿此 )
:

“
对一切

口 , b
.

若
口
铸 。 ,

且如
,

的 ~ l ,

并且
。

恰有 m 个互不相伴的素因子
,

则 (至少 )存

在 价(川…对) 个
。 二

+ b 形状的素元
. ”

现在证明
,

若
n
一 二 +

, ,

则氏
, ,

在 K
,

中成立
.

设 K
·

中的元
。 ,

b 适合
` 钾 0 只a(

,

习 一 l, 并且
`
在 K

·

中恰有 m个互不相伴的素因子
,

则在 K
,

的 ”
个互不相伴的素元 p , ,

p
: ,

…
,

p
。

中有
尹

个不是
。
的因子

.

1
.

1 ) 若 户
: ,

…
,

户
,

十
a .

当 x
取值 o , l , 2

, 二

斌…对一 l 时
,

诸 ax 互不相等 (在 K
。

中 )
.

[因 : 若在 K
。

中有 ax
:
一

a x Z ,

则在 I 中有对… 户二}
a

(
x :

一 x :

)
,

从而有 户{… 户: l
x ,

一 x Z ,

故必 x ,
一 x Z

]
.

从而诸
a x + 占

也互不相等
.

在 I 中来看等差数列 S , : ax 十 b (
二 一 O , l , 2

,

…
,

对…杯一 l )
.

i) 由
。 , b 在 K

。

中互素及 K
,

中素元情况可知
, 。 ,

b 在 I 中不以 P
, ,

…
,

P
。

为公因子
.

再由 介+ ; ,

…
,

户
,

!
a 可知 户

: + L ,

…
, 户对

a x + 右 (对每一
二
)

.

ii) 由 2 ( 一九汁
。 可知

,

s : 中含有一半偶数
,

其中又有一半是 2 的倍数而非 4 的倍数
,

它们

组成 s ;

的子等差数列 s : ,

其公差为 4 。 ,

项数为 川… 对
.

再由 p
Z ,

…
,

p才4a 可知
,

当以 班…对为模时
, S : 构成一个完全剩余系

.

由此易见
,

s :

中

与 p
:

… p
,

互素者的个数
, 一 小(那… 对)

.

此外由 ii) 可知
, S: 中的

,
个与 p

Z

… p
,

互素的数

都是 2“ (
“ 为奇数 )形状

.

再由 i) 即知
, “ 与 p

, ,
p

,

…
,

p
, ,

… P
,

都互素
.

把以上的讨论放到 K
,

中来看
,

易见其诸结论也都成立
.

所以
,

5 2

中的上述
,
个数 (由 凡

及 s ,

的定义可知它们在 K
,

中互不相等 )都是 2 “ 形状
,

且 由上可知
, “ 为 K

,

中的单位
,

从而这

,
个数 2u 都是 K

。

中的素元
.

所以
,

K
,

中至少已 含有这
,
个

。 二 + b 形状的素元
.

1
.

2 ) 若 户
, ,

…
,

丸
r

十
。
( 1 毛 i , < … < i

,

镬 n)
.

可以仿 L )I 讨论
,

所得的
,

将更大
.

所以
,

口。 , ,

在 K , + ,

中成立
.

2 ) 由 l) 及超积性质可知
,

对每个 。 妻 o (令
犷

无限增大 )
,

在 R 中有下列 (非 1 阶的 ) 命

题成立
:

“
对一切 a ,

夕
.

若
a 粉 。 且 (

a 渭 ) 一 l 并且
a 恰有 。 个互不相伴的素因子

,

则存在无限多

个 。 x + 夕形状的素元
.

”

又由于二是任意的自然数
,

所以定理 2
.

1 成立
.

下列一般形式的 “
iD icr hl et 命题

” 在 R 中不成立
: “

若
a 扮 。 且 (

a ,

刃 ~ 1 ,

则存在无限多

个形状为 ax 十 夕的素元
. J ,

因为有如下的事实
:

定理 .2 2
.

存在 a 〔 R , a 粉 。 ,

并且对一切
x 〔 R ,

ax + l 都是 R 中的单位
.

证
.

易证相应的命题在每一 K
,

中成立
,

从而在 R 中成立
.

三
、

F e r
m a t 命题

关于 eF
r
m at 命题

,

在一般可换环时可以有不同的提法
,

例如下列几种 :

0分, : “
对任何

x , 夕 ,

0盆
, : “
对任何

x , 夕 ,

若 x , + y功 ~ 之阴 ,

则 x y z 一 。
, ,

( 。 ) 3 )
.

若 二 ’ 十 y
” ’

一 尹
,

则 xy
: 是幂零元 ”

(。 李 3 .)
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6紧
, : “

对任何
x ,

夕
, z ,

若 x “ + , ’ 一
: ,” ,

则 x , z 是零因子 ”
( m 〕 3 )

.

还可以把毗
)
中的结论改为

“ r 一 。 或 y ~ 0 或
z ~ 0’’

,

而得命题 以
) ,

以及由 礁
, ,

毗
,
类似

地得到 成
, , p卿 (其中 毗

, ,

斌
, 不是 1 阶命题 )

.

在这里
, `

,u 是零因子 ” 的含意是
“
存在非零元

。

使 “ , 一 少
,

(按此含意
,

零自身也是零 因子
,

除了在只含 1 个元的不足道的环中之外 )
.

这几种

提法
,

在 I 时虽然互相等价
,

在一般可换环时则未必等价
.

定理 .3 1
.

对任何 , ) 1
,

在 R 中都有 成
,
成立

,

从而也有 e户成立
.

证
.

易见 户汾在每个 K
,

中成立
,

从而在 R 中也成立
.

定理 .3 2
.

对任何 。 ) 1 ,

在 R 中毗
, 都不成立

.

从而 口华
,

嵘
, ,

成
, 也都不成立

.

证
.

1) 先证 。 为奇数的情况
.

m ~ 1 时
,

显然
.

以下设 m > 1
.

.l1 ) 首先
,

在 I 中取一正奇素数 p
,

使 ( ,
,

小( p
Z

) ) 一 1
.

并且为便于 2 )中使用
,

可取 p >

5 且为 4友+ 3 形状
.

P 的存在可如下看出 : 由 ” 为奇数知存在
r : ,

使 , x ,

兰 l( m od 斗)
,

设

。 x :

~ 城
,
十 l

,

考虑等差数列 s :
( 斗柳 ) y 十 (。

x :
+ 2 ) ( y 一 。

,

l , 2 ,
· · ·

一 )
.

显见
, s 中的数

均为 城 + 3 形状
.

设 d ~ ( 4 ,
, 阴 x ,

十 2 )
,

则由 m 为奇数可知 m 的因子均非 d 的因子
,

又由

d 一 ( 4。
, 4灸

:
+ 3 )知 2十d

,

所以 d 一 1
.

于是由 I 中的 iD icr hl et 定理知
,

在 s 中存在无限多素

数
,

任取其中一个大于 5 的作为 p
,

则由 S 中诸项的形状可知 m与 p ( p 一 l) 互素
.

设 p 一 iP
.

1
.

2 ) 考虑 I 中的数以 对为模时与犷互素的 币(尸) 个剩余类组成的乘法群 U
.

U 为循环

群 (因 对有原根
,

例如见文献汇刘 p 5 3 )
.

设 “ 为 u 的一个生成元
.

由 ( ,
,

币( p
Z

) ) 一 1 知 俨 也是 U 的生成元
,

由此可知 U 的每个元都能表为
r
叹

x 〔 U ) 形

状
.

特别地
,

对于 2 〔 U
,

存在
。 ` U

,

使 2一尹
.

在 I 中看
,

由以上讨论可得

l ’ + l 阴 二
。 ,
( m

o d 户{ ) (产s十
,
)

.

从而
,

当 刀 ) 护时
,

令 才 ,

一 y
。

一 户:

… 产
一
沪+J ,

… p
。 , 二。

一 印
;

… iP
一沪了+ ,

… p
, ,

则有

x 穿+ 夕万昙
z

万( m
o d P{… 户{… 户轰) (户,十

x 。 ,

夕
, , z ,

)
.

在 K
。

(
n

) j ) 中看
: x穿+ y共

,

一 衅 且 x :

y
o z ,

均非幂零元
,

1
.

3 ) 在 尺 中
,

令 王一 ( o
,

…
,

o
, 二 , , x ,+ 1 , x ,+ 2 ,

… … )
。 ,

其中每个
x , + ,
依 1

.

2 )在 K ,+ ,
中选

取
.

仿此取 歹
, :

.

则有 产 + 歹
`
~ 尹

.

假若 石* 是 R 中的幂零元
,

则存在正整数
; ,

使 (牙歹动
r

~ 0
.

由此及超积定义易知 , 一 { i
:
(
r i+ i y i十 、二 i十 `

)
r

一 o } ` D
,

所以
0 不空

.

从而
,

对任何 i “
, x s+ `

, i+ * “ r+ `

应为 凡
十、 中的幂零元

,

与 1
.

2 ) 不符合
,

所以 牙万 不是幂零元
.

同理 歹
, * 也都不是幂零元

.

所以当 m 为奇数时
,

口沪在 尺 中不成立
.

2 ) 当 m 为偶数时
.

设 , 一 2
`

m ;

(柳
:

奇
,

为便干引用 l) 中论证
,

以下将 m 改记为

2
.

2 ) 依 1
.

1 )取 户一 户s
,

使 ( ,
,

价(户
,

) ) 一

2
.

2 ) 依 1
.

2 )取
“ 为 u 的任一生成元

. “ 2

; ) 1 )
.

m
, ,

将 、 :

改记为 m
.

,

p > 5 ,

且为 4友+ 3形状
.

生成 U 的子群
v

,

元数为粤。 (。
,

)一

乙

1 / , 、

二
~

P又P一 1 夕
。

乙

“ `

生成 V 的子群 价
.

由 p 为 城 十 3 形知 ( 4
,

p ( p 一 1) ) 一 2 ,

从而 V1 的元数为粤 ; ( , 一 ; )
乙

V ;
一 V

.

表为 蜡
,

由此可知
,

V 中每元都能表为 式(
x Z 〔 U ) 形状

.

再仿此讨论可知
,

V 中每个元都能
x ;

` ,

… … (
x 3 , x ; ,

… … 〔 U ) 的形状
.
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山 P >5知
,

P平3
, 4 , 5 ,

从而 3 , 4 , 5 ( U
,

3 , ,
4
, , 5 , 〔 F

.

由上段知存在 x , 夕 , 二 〔 石
,

使
x , `

~ 3 , ,

, ,`

一 4
, , 二 , `

一 5 , .

又由 1
.

2 )知存在
x , , , , , 二 : 〔 U ,

使
x

卜
二 , ,犷一 , , z r 一

2
.

在 I 中看
,

由 3 ,
+ 4 ,

~ 5 ,

及以上讨论可知
,

有 (注意 ,
`

一 2
`
m )

x犷
’

+ ,丫
”
兰 z梦

’

( m
o d 户})

(户汁
x , ,

,
, , z ,

)
.

从而
,

当 。 ) 夕时
,

令
u ,

一 x 沪
:

… 户卜
,
户,+ :

… 户
。 , 。 ,

一 , : ; `… ; s一沪 s+ ,

… ;
, ,

。
。

一 z沪
:

… 户,一沪 s+ 1

… 户
。 ,

则有
“
:

’

+ ,
:

’

“ 叫:
’

( m
o d 户}… 户{… 户二) ( ;

,

于
u , , 。 , , 即

,

)
.

在 K
。

(
n ) j ) 中看

: u 穿
`

+
,才

,

~ 。牙
,

且
u 。 , ,

即
,

均非幂零元
.

2
.

3 ) 仿 1
.

3) 可知
,

毗王在 R 中不成立
.

定理 .3 2 证毕
.

四
、

平 方 和 问 题

由整数环 I 中关于正整数的 4 平方和定理
,

易见 K
,

及 R 中每一元素都是 斗个平方元的

和
.

以下作进一步的考查
.

定理 .4 1
.

R 中每一元素都是 3 个平方元之和
.

证
.

任取 I 中正整数
。 .

i ) 若
。 “ l , 2 , 3 ,

5
, 6 (mo d s )

,

则
。
在 了 中能表为 3 个平方元之和 (参看文献 [ 6 ] p

.

1 7 5 )
,

因而在 K
,

中也如此
.

11) 若
。 兰 7 ( m

o d s )
,

令 a , ~ 。 + 户扣孟… 户二
,

则易见
a ,

二 3 (m
o d s )

,

因而由 i )知在 尺
,

中

` ~ 。 ,

为 3 个平方元之和
.

i五) 若
。 二 o , 4 ( m

o d s )
,

把
。
表示为 4 `

( s友+ z ) 形状 (
t
> o ; z ~ l , 2 , 3 ,

5
, 6 , 7 )

.

由

i )
, 11) 知

,

在 K
。

中 8左+ l 为 3 个平方元之和
,

从而易见
a 也如此

.

由上可知
,

对每一
。 ,

K
,

中每一元素都是 3 个平方元之和
.

因而 R 中也如此
.

引理 .4 1
.

对每一 , ) l , K
。

中的元素
。
能表示为两个平方元之和的充分必要条件是

:

。
不为城 十 3 形状并且对于 p

: ,

…
,

户
,

中每一个 4及+ 3 形的 p , ,

或 p i十
。
或 对】

。 .

证
.

任取整数环 I 中一非负整数
。 ,

看它在 K
,

中是否两个平方元之和 (以下令 尸 一 p军川
“

’

琳)
.

l ) 若
。 二 3 (m od 斗)

,

则对任何
x , y 〔 z都有

x ,
+ y ,

矢 。
( m

o d 4 )
,

从而 x ,
+ y ,

等
口

( m
o d 那 )

.

所以此时
` 在 K

。

中不是平方和
.

2 ) 若
。
有一个 城 + 3 形的素因子 扒 (￡《 n) 其指数为 1

.

假若在 K
,

中有
。 一 尸 十 少

,

则在 I 中有
。 “ 护 十 少 一 al (m od 产 )

.

由 拌的形状可知该 p` 在
。 :

中指数也是 1
,

从而由整数

环 I 中结果知 al 不能表为平方和 (参看文献 LS] p
.

1 2 6 )
,

与
a :

~ 护 + 尹产生矛盾
.

所以此时

` 在 K
。

中不是平方和
.

3 ) 当
a

不为 1 )
, 2 ) 的情况时

.

.3 1) 若
`
为奇数

,

则 。 为 4友+ 1 形
.

令 (
。 , 产 ) 一 武 > 0)

,

则由 产的形状知 d 为 户… p护 形
,

且每
r ` ( 2

.

对于每个 4反+ 3 形

的 iP ( 1 《 i 《 ,

)
,

由于 。
不为 2 ) 中情况

,

易见 p ,在 ` 中指数或为零或为 2 (特知 d 为 4友十 1

形状 )
.

令
` 一 。 ’

d
,
产 一 杯d

,

则 (
。 ’ ,

杯) ~ 1
.

考虑等差数列 s : 。 ’

+ 声x(
x 一 。 , l , 2 ,

… … )
.

由
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a

为奇数知 ` 为奇数
,

故知 引杯
.

又由
a

为 4友+ 1 形状及上段可知
。 ,

也如此
.

所以 s 中各

项都是 4左卜 1形状
.

又由 I 中 iD icr hl et 定理知在 S 中有素数存在
,

任取其一为
, .

设 r ~ 。 ’

十

杯
x , ,

则 d ,
~ 。 十 严 x :

二 口
( m do 产 )

.

并且由上段及 I 中结果可知 d , 在 I 中能表为平方和
,

从

而
a

在 K
,

中能表为平方和
.

3
.

2 ) 若
a 为偶数

.

设 a
~ 2、 `

(
` :

为奇数
, , ) 1 )

.

.3 .21 ) 若
。 :

为 城 + 1形状
.

由
。
不为 2 ) 的情况显见

a : 也不为 2 ) 的情况
.

所以
a ,

是

3
,

l) 的情况
,

从而
。 :

在 K
,

中是平方和
.

由此及 2一 12十 1 ; 反复利用可换环中恒等式 (心 + 州 )
·

(
: 笼+ y孟) ~ (

x ; x Z
+ y

l y Z

)
,
+ (

x l y : 一 x Zy l

)
,

即知 a 在 尺
,

中也是平方和
.

.3 2
.

2 ) 若
。 `

为 4夜+ 3 形状
.

令

a : 一
夕 1

+ 生 ; ,

艺

则由 严 的形状可知
a Z

为 4左+ l 形
.

并且 Z a ,

注 Z a ;

(m
o d 严 )

,

从而有
。 二 2

` a Z
一

。 *

( m
o d l` )

,

现在考虑 。 * .

。 *

显然不是 l) 的情况 (因
, ) l )

.

由 ` *

~ 2、 2

~
`
十 2

` 一

协及 a
不是 2 )的情况可知

召 *

也不是
.

再由上段即知
。 *
是 .3 2

.

1) 的情况
.

所以
。 *

(从而
。
)在 K

,

中是平方和
.

引理 4
.

1证

毕
.

K
。

中的这一充分必要条件
,

不是一个与
” 无关的 1 阶命题

,

所以不能由它简单地转移到

R 中而得出相应的充分必要条件
.

我们利用它只得到了一些较弱的结果
.

定理 .4 2
.

1) 如果 R 中一元素
a

能表示为两个平方元之和
,

则
a

不是 4友+ 3 形状
,

并

且 I 中每一 4反+ 3 形状的正素数 p 在
a

中的指数不是 1
.

2 ) 如果 R 中一元素
a 不是 4友+ 3

形状
,

并且
。 没有指数为 l 的 城 + 3 形的素因子

,

则
。
能表示为两个平方元之和

.

证
.

1) 设 R 中的元素
。
~ (

a : , a Z , 4 3 ,

… … )
D 能表示为两个平方元之和

.

则由超积

性质可知
, ~ { i

: a ` 在 K、
中能表为二平方之和 } ` D

.

又令 丫 一 { i
: 在 K , 中 a , 不为 城 十 3

形状 }
,
p 一 { i

:
在 K ,

中对于 p
: ,

…
,

户` 中每一 4友+ 3形的 八
,

或 p ,物
`
或对 }

。 ;
}

,

则由引理 斗
.

1

可知 丁 ~ f 门 p ,

从而也有 公
,
p 〔 D

.

由 r 〔 D 可知
,

在 R 中
a

不为 4友+ 3 形状
.

任取 I 中一个 4友十 3 形的正素数 介
.

假若在 R 中 p
,

1
。 而 p )扣

.

则由超积性质易见有

、 一 { i
: i 妻 / 且 p

,

卜
, 且 p汁

a ,
} 〔 D

.

从而有 ` 自户 〔 D
, 又门 p 不空

.

对任何 i 。 又门 p ,

由 i 异 !

及 汪 p 可知或 介耘
, 或 对la

` ,

从而与 i 〔 几产生矛盾
.

所以
,

在 R 中或 P才
。或对}

。 .

所以
,

定理中的 l) 成立
.

2 ) 设 R 中的元素
“ 一 (

。 , , 。 2 , 。 3 ,

… … )
D 不能表示为两个平方元之和

.

则由超积性质

可知 , ,

~ {` :a
`
在 K ,

中不能表为二平方之和 } 〔 D
.

又令 r : ~ {:i 在 K `
中

,

或
a ; 为 城 + 3

形
,

或 4 、
有指数为 1 的 4左+ 3形状的素因子 }

,

则由引理 斗
.

1可知 , ,

g
: : ,

从而有
。 1 〔 D

.

由

于 丫 ,

中的定义条件是 1 阶命题
,

故由超积性质可知
,

在 R 中或
。

为 4交+ 3 形状或
。

有指数为

1 的 认 + 3 形状素因子
.

所以
,

定理中的 2 ) 成立
.

定理 .4 2 证毕
.

注意 :
上述的

, ; , , ,

未必相等
.

所以
,

若有 r , 〔 D 尚不知必有
, : 〔 D

.

即 2 ) 中的充分条

件尚不知是否必要条件
.

, ,
铸 r ,

的例子如 下 可 见
: 在 K 3

中 (拼 一 2 2 3兮 ~ 90 0 )
, 夕0 有
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4友+ 3 形的素因子5 3
,

且指数为 1
.

但在 K
,

中 加一 3 2
十 31

’
.

定理 .4 3
.

如果
口 〔 I

,

则 a 在 R 中能表示为两个平方元之和的充分必要条件是
: a

在 I

中不为 4左+ 3 形状
,

并且 I 中每一 4友+ 3 形的正素数 p 在 a
中的指数不是 1

.

证明与上定理类似
,

略去
.
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