
英文引用格式: Xu Y. Mixed volumes, log-concave sequences and B-splines (in Chinese). Sci Sin Math, 2014, 44: 741–754, doi:

10.1360/N012013-00132

中国科学 : 数学 2014年 第 44卷 第 7期 : 741∼ 754

link.springer.com math.scichina.com

混合体积、对数凹序列和 B 样条函数

许艳

东北财经大学数学与数量经济学院, 大连 116025

E-mail: yan xu@dufe.edu.cn

收稿日期: 2013-09-10; 接受日期: 2013-12-24

国家自然科学基金 (批准号: 11301060, 11226326, 11071031, 71171035, 71271045 和 71273044)、中国博士后科学基金 (批准号:

2013M541234)、辽宁省教育厅科学研究 (批准号: L2012409)、辽宁省高等学校优秀人才支持计划 (批准号: LJQ2012099)、辽宁省

高校创新团队支持计划 (批准号: WT2011004) 和东北财经大学优秀科研创新人才 (批准号: DUFE2014R20) 资助项目

摘要 本文主要通过样条函数方法研究与之相关的离散几何学和组合学问题.在离散几何学方面主要

考虑超立方体切面 (cube slicing) 体积和混合体 (mixed volume) 的样条表示, 利用 B 样条函数的几何

解释, 将超立方体切面问题转化为与之等价的样条函数问题, 分别给出 Laplace 和 Pólya 关于超立方

体切面定理的样条证明, 将样条函数与混合体积联系起来, 给出一类混合体积的样条解释. 利用这种

解释可以得到一类具有对数凹性质的组合序列, 从而部分地回答了 Schmidt 和 Simion 所提出的关于

混合体积的公开问题.在组合数学方面主要考虑多种组合多项式与样条函数的关联以及组合序列对数

凹性质的样条方法研究. 本文借助丰富的样条函数理论, 不但验证了离散几何学和组合数学中很多现

有的结果, 而且得到了一系列离散数学对象的新性质, 建立了离散数学问题与具有连续性特质的样条

函数之间的内在联系.
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1 引言

1946年,样条函数之父 Schoenberg [1] 给出了一元样条函数的 4种观点: Fourier变换观点、Taylor

展开观点、力学观点和概率论观点. 此后, 分别由 de Boor [2]、Micchelli、Dahmen [3] 和 De Vore 等人

将这些观点推广到了高维.这 4种观点使得样条函数结合计算机技术渗透到数学和科学技术的诸多领

域. 更为有趣的是, 产生于逼近论的多元样条与研究离散对象的离散几何学和组合学也有着密切的关

系. 但是, 由于这两个学科相距较远, 在很长一段时间里, 人们并没有意识到它们之间的内在联系. 直

至近年来, 多元样条在离散数学中的应用才逐渐的引起了人们的重视. 法国数学家 Vergne [4] 在 2006

年数学家大会的 1 小时报告中, 首次介绍了多元样条在表示论中的应用. 此后, 她的研究团队系统地

开展了这一领域的研究 [5, 6]. 其近期发表了论文 [7], 建立了 Box 样条的卷积形式与多元 Bernoulli 多

项式的关联. 我国学者许志强 [8, 9] 率先开展了多面体体积及其内部整点计数问题的多元样条方法研

究. 可以说, 样条函数在其他数学分支中的渗入已经逐渐吸引不同领域的数学家的关注, 成为沟通这

些数学分支的新的桥梁.
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本文的主要目的是通过样条函数方法研究与之相关的离散几何学和组合学问题,离散几何方面主

要考虑超立方体切面问题和混合体的样条表示;组合数学方面主要考虑多种组合多项式和样条函数的

关联以及组合序列对数凹性质的样条方法研究. 本文借助丰富的样条函数理论, 不但验证了很多离散

几何学和组合数学中已有的结果, 而且得到一系列离散数学对象的新性质, 从而将离散数学问题与产

生于逼近论的样条函数联系在一起. 本文结构如下: 第 2节回顾 B样条函数的基本理论;第 3节给出 B

样条在超立方体切面问题中的应用; 第 4 节讨论 B 样条与经典 Eulerian 数的关联; 第 5 节研究 B 样

条与细化 Eulerian数、下降多项式和混合体积的内在联系;第 6节探索组合序列对数凹性质的Ｂ样条

方法研究．

2 B 样条函数理论

B样条方法又称为投影子法,起源于 Curry和 Schoenberg [10] 关于一元样条的工作,是一种定义 B

样条的几何直观方法. 这种方法本质是研究高维空间的多面体在较低维空间投影的测度函数.

以 ti, 0 6 i 6 n 为结点的一元 B 样条定义为

∫
R
S(t | t0, . . . , tn)g(t)dt =

∫
∆

g((v, t))dm(t), ∀ g ∈ C0(R), (2.1)

其中 C0(R) 为定义在 R 上的具有有限支集的连续函数全体. Curry 和 Schoenberg [10] 就 (2.1) 给出了

一元 B 样条的一种几何解释. 设 n 单纯形 σ 顶点 vi 的第一个分量是 ti, 0 6 i 6 n, 则

S(t | t0, . . . , tn) =
voln−1{v ∈ σ | v(1) = t}

n!volnσ
, (2.2)

其中 v(1) 表示 v 的第一个分量, voli 为 Ri 中的 Lebesgue 测度. 如无特别说明, 测度均指 Lebesgue

测度.

de Boor和 De Vore [11] 首先将 (2.1)和 (2.2)推广到了高维情形. 令 V 为 s×n实矩阵且 rank(V )

= s. V 也可看作元素为 s 维列向量 v1, . . . , vn 组成的可重集合. 假定 V 的凸包不包含原点, 则与 V

相关的 Box 样条函数 B(x | V ) 可由如下规则所定义 [2, 11]:

定义 2.1 ∫
Rs

ϕ(x)B(x | V )dx =

∫
[0,1)n

ϕ(V u)du, ϕ ∈ D(Rs), (2.3)

其中 D(Rs) 为 Rs 上连续且紧支集函数组成的空间.

根据上述 Box 样条的定义, 得到了 Box 样条的如下几何解释 [2]:

B(x | V ) =
voln(V

−1x ∩ [0, 1)n)√
|det(V V T)|

, (2.4)

其中 V −1x = {y | V y = x}, 且 voln(V
−1x) 为多面体 V −1x 在 Rn 中的体积.

注 2.1 若将定义 (2.2) 和 (2.4) 中的 [0, 1)n 替换为标准单纯形 ∆n, 则由此定义的 B 样条就是

Micchelli [12] 引入的单纯形样条. 若将 [0, 1)n 替换为 Rn
+, 则得到由 Dahmen [13] 定义的锥样条.
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由上述定义可看出, B(x | V ) 的支集为

[[V ]] :=

{ n∑
j=1

ajvj

∣∣∣∣ 0 6 aj 6 1,∀ j
}
.

若取 ϕ = exp(−iy·), 可求得 B(· | V ) 的 Fourier 变换为

B̂(ζ | V ) =
n∏

j=1

1− exp(−iζTvj)

iζTvj
, ζ ∈ Rs. (2.5)

(2.5) 表明, Box 样条的卷积仍然是 Box 样条, 即

B(x | W ) ∗B(x | V ) = B(x | V ∪W ). (2.6)

对 B(x | V ) 作适当的平移, 即得到中心 Box 样条

M(x | V ) := B(x+ cV | V ), cV :=
∑
vj∈V

vj
2
. (2.7)

同样有 M(x | V ) 的 Fourier 变换

M̂(ω | V ) =
∏
vi∈V

sinc(vTi ω), sinc(t) :=
sin(t/2)

t/2
. (2.8)

特别地, 令 V = (1, 1, . . . , 1) ∈ R1×n, 就得到定义在等距结点 {0, 1, . . . , n} 上的一元 B 样条 — 基

数 B 样条, 记作 Bn(x). 因此,

B̂n(ω) =

(
1− exp(−iω)

iω

)n

. (2.9)

从而, 可以得到 n 阶基数样条 Bn(·) 的卷积定义

B1(x) =

1, 若 x ∈ [0, 1),

0, 其他,

而且当 n > 1, 有

Bn = B1 ∗Bn−1.

由定义可知, Bn 具有紧支集 [0, n] 且关于 n
2 对称. 当 n > 2 时,

Bn+1(x) =
x

n
Bn(x) +

n+ 1− x

n
Bn(x− 1); (2.10)

且有显式表达式

Bn(x) =
1

(n− 1)!

n∑
i=0

(
n

i

)
(−1)i(x− i)n−1

+ , (2.11)

其中

(x− i)n−1
+ := (max{x− i, 0})n−1.

若将 Bn 作一下平移, 就得到关于原点中心对称的均匀 B 样条

Mn(x) := Bn

(
x+

n

2

)
, n > 1.

关于 Mn(x) 有如下 Fourier 变换性质:
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定理 2.1 Mn ∈ L1(R) ∩ L2(R),

M̂d(ω) = sincn
(
ω

2

)
, sinc(ω) :=

sin(ω)

ω
. (2.12)

关于 B样条渐近性质的研究,最早可以追溯到 1904年, Sommerfeld [14]从力学问题出发,证明了 B

样条随着次数的增大, 渐近到 Gauss 函数. 此后, Schoenberg [10] 证明了一般结点的 B 样条随着次数

的增大,渐近到 Pólya频率函数. 直到 1992年, Unser等人 [15] 证明了基数 B样条的渐近性质在 Lp(R)
空间中仍然成立. Brinks [16] 将 Unser 等人的结果推广到了 B 样条的导数情形, 并且用于构造新的小

波基底. 此后, 许艳和王仁宏 [17] 给出了 B 样条及其导数在 Lp(R) 空间中渐近性质的收敛阶, 得到了

如下定理:

定理 2.2 [17] 令 k ∈ N, 则对于 d > k + 2, B 样条的 k 阶导数构成的序列 B
(k)
d 收敛于 Gauss 函

数的 k 阶导数, 即 (
d

12

) k+1
2

B
(k)
d

(√
d

12
x+

d

2

)
=

1√
2π

Dk exp

(
−x2

2

)
+O

(
1

d

)
, (2.13)

并且

lim
d→∞

{(
d

12

) k+1
2

B
(k)
d

(√
d

12
x+

d

2

)}
=

1√
2π

Dk exp

(
−x2

2

)
, (2.14)

其中极限是点态收敛或者在 Lp(R), p ∈ [2,∞) 中.

当 k = 0, 定理 2.2 退化为下面的推论:

推论 2.1 对于任意 d ∈ N, 基数 B 样条收敛到 Gauss 函数,√
d

12
Bd

(√
d

12
x+

d

2

)
=

1√
2π

exp

(
− x2

2

)
+O

(
1

d

)
, (2.15)

并且有

lim
d→∞

√
d

12
Bd

(√
d

12
x+

d

2

)
=

1√
2π

exp

(
− x2

2

)
, (2.16)

其中极限为点态收敛或者在 Lp(R), p ∈ [2,∞) 中.

3 B 样条和超立方体切面问题

超立方体切面问题是离散几何学的核心问题. Zong 在文献 [18] 和 “Cambridge Tracts in Mathe-

matics” 丛书出版的专著 “The Cube: A Window to Convex and Discrete Geometry” [19] 中系统地介绍

了超立方体在离散几何学中的重要性. 这方面研究最早可以追溯到 Laplace [20] 和 Pólya [21] 的工作.

Laplace 为了解释一个概率问题, 考虑了如下情形: 令 In 表示 n 维单位立方体, 即

In := {x ∈ Rn | 0 6 xi 6 1, i = 1, . . . , n}.

考虑 In 被平面

He(t) := {x ∈ Rn | x1 + x2 + · · ·+ xn = t}

所截部分的 “面积” (将 n− 1 维切片体积叫作面积), 并将其表示为如下的积分公式:
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定理 3.1 [20]

voln−1(He(t)) =
2
√
n

π

∫ ∞

0

(
sinµ

µ

)n

cos((n− 2t)µ)dµ,

其中 voli(X) 为集合 X 在 Rn 中的 i 维测度.

如果 t > n/2 , 则平面 He(t) 距离立方体中心点 e12 := ( 12 ,
1
2 , . . . ,

1
2 ) 的距离为

S :=
t√
n
−

√
n

2
.

我们作一个简单的变换就得到立方体 In 的过点 e12 且垂直于主对角线 (1, 1, . . . , 1) 的切片面积

voln−1

(
He

(
n

2
+ s

√
n

))
=

2
√
n

π

∫ ∞

0

(
sinµ

µ

)n

cos(2
√
nsµ)dµ.

Pólya [21] 将这一结果推广到更一般的情形: 考虑任意通过点 e12 且垂直于向量 α := (v1, v2, . . . , vn)的

超平面

Hα(x) := {x ∈ Rn | v1x1 + v2x2 + · · ·+ vnxn = t}

截 In 所得 n− 1 维切面面积, 得到了类似的积分公式:

定理 3.2 [21]

voln−1(I
n ∩Hα(x)) =

2
√
n

π

∫ ∞

0

n∏
i=1

sin viµ

viµ
cos (2µx)dµ. (3.1)

Laplace 和 Pólya 都曾经证明如下结论:

定理 3.3

lim
n→∞

voln−1

(
He

(
n

2
+ s

√
n

))
=

√
6

π
e−6s2 . (3.2)

迄今为止, Pólya 所给出的立方体切面定理 (定理 3.2) 已成为研究多面体切面的核心方法. 例如,

由 Good 给出的关于超立方体截面的下界估计, 即著名的 Good 猜想, 其证明就是由 Hensley [22] 利用

概率论的方法巧妙地估计了 Pólya 所给出的上述公式. 此外, Hensley 还给出了另一个关于切面最大

值的猜想.直至 1989年, 由 Ball [23] 同样地对 Pólya所给出的体积积分公式 (3.2)进行估计,从而证明

了 Hensley 猜想. 2001 年, Borwein [24] 也曾给出类似于 Pólya 的积分公式 (3.2). 关于这方面的详细介

绍可以参见文献 [18]. 但是上述关于超立方体切面的结果大多由概率方法得到. 然而, 在过去的几十

年里, 研究超立方体切面问题的学者并没有注意到样条函数这个独立发展的数学工具. 许志强 [9] 率先

将超立方体切面问题转化为与之等价的样条函数问题, 利用 Box 样条, 给出了计算超立方体切面体积

的显示表达式. 在此, 我们给出定理 3.2 和 3.3 的样条证明.

定理 3.2 和 3.3 的证明 考虑任意通过点 e12 且垂直于向量 α := (v1, v2, . . . , vn) 的超平面截 In

所得 n− 1 维切面面积 voln−1(I
n ∩Hα(x)). 由 Box 样条的几何意义 — 公式 (2.4) 可知, 在 M(x | V )

中, 令 V = {v1, . . . , vn}, 则 voln−1(I
n ∩Hα(x)) = M(x | V ). 同样有 M(x | V ) 的 Fourier 变换

M̂(ω | V ) =

n∏
i=1

sinc
viω

2
, sinc(t) :=

sin(t)

t
. (3.3)

对 M̂(ω | V ) 作 Fourier 逆变换, 可得 Laplace 和 Pólya 积分公式 (3.1):

voln−1(I
n ∩Hα(x)) =

√
nM(x | V ) =

√
n

2π

∫ +∞

−∞

n∏
i=1

sin(viω/2)

viω/2
eiωxdω
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=

√
n

π

∫ +∞

0

n∏
i=1

sin(viω/2)

viω/2
cos (ωx)dω

=
2
√
n

π

∫ +∞

0

n∏
i=1

sin(viω)

viω
cos (2µx)dµ.

根据 B 样条的几何性质可知,

voln−1

(
He

(
n

2
+ s

√
n

))
=

√
nBn

(
n

2
+ s

√
n

)
.

则根据推论 2.1 有

lim
n→∞

voln−1

(√
n

12
He

(
n

2
+ s

√
n

12

))
= lim

n→∞

√
nBn

(√
n

12
s+

n

2

)
=

6√
π
exp

(
− s2

2

)
.

从而证明了 Laplace 和 Pólya 所给出的超立方体截面面积渐近结论 — 定理 3.3.

4 B 样条和 Eulerian 数

许多组合计数问题都与多面体的体积计算有关,其中比较著名的例子就是 Eulerian数的几何解释.

Laplace [20] 在 1886 年将 Eulerian 数与超立方体切面体积联系在一起, 给出 Eulerian 数的如下几何解

释: 在主对角线 (1, 1, . . . , 1)上,等距地选取 d+1个点,用通过这些点并且垂直于主对角线 (1, 1, . . . , 1)

的一组超平面截单位立方体 Id, 得到单位立方体的 d 个切片

T d
k :=

{
x ∈ Id

∣∣∣∣ k − 1 6
d∑

i=1

xi 6 k, k = 0, . . . , d

}
.

从而有

vold(T
d
k ) =

1

d!
Ad,k, (4.1)

其中 Eulerian 数 Ad,k 有显式表达式

Ad,k =

k∑
i=0

(
d+ 1

i

)
(−1)i(k − i)d, (4.2)

且满足递归关系

Ad,k+1 = (k + 1)Ad−1,k+1 + (d− k)Ad−1,k, A0,0 = 1, Ad,0 = 0, d > 0. (4.3)

众所周知, Eulerian 数有如下组合解释: Ad,k 可以用来表示 Sd 对称群中所有降序数为 k 的排列

总数, 即

Ad,k = #{π | π ∈ Sd,#(D(π) = k)},

其中 π := a1, a2, . . . , ad ∈ Sd. D(π) 为降序集合 (descent) 定义为

D(π) := {i | ai > ai−1, 1 6 i 6 d− 1}.

从这个组合解释不难看出, Ad,k 恰好是集合 Sk := {x ∈ In | xi > xi+1, 对于 i 的 k 个值} 的体
积. 一个很自然的问题是, 集合 T d

k 与集合 Sk 之间是否存在一个保测度的映射使得二者同构. 这个问
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题最早由 Foata [25] 提出, 并由 Stanley [26] 给出了构造性的证明, 从而给出了 Eulerian 数几何解释的

组合证明. Stanley 的方法极具代表性, 至今很多与体积相关联的组合数仍是用类似的构造方法得到

其几何解释的. 例如, 下文中将要提到的指标序列的下降多项式系数 D(d, n, k) 的几何解释, 便是由

Steingŕımsson [27] 在其博士论文中利用类似于 Stanley 的映射给出.

下面的定理给出了 B 样条函数与 Eulerian 数之间的关系.

定理 4.1 [28] Ad,k = d! ·Bd+1(k).

该定理表明, Eulerian 数可以看作是离散 B 样条. 因而可以利用发展成熟的样条函数理论, 对与

Eulerian 数相关联的组合问题进行研究.

4.1 Eulerian 数经典结果的样条解释

Eulerian 数的样条解释 (定理 4.1) 揭示了这两个领域的内在联系, 使得这两个领域的很多定理的

相互关联.

例 4.1 (Worpitzky 恒等式) B 样条满足如下 Marsden 恒等式:

(x− y)d =
∑
k∈Z

Bd+1(y + k)

d∏
γ=1

(x+ k − γ). (4.4)

在 (4.4) 中, 令 y = 0, 注意到 Bd 具有紧支集性质, 即于区间 [0, d] 外恒为零, 则 (4.4) 退化为

xd =
d∑

k=1

Bd+1(k)
d∏

γ=1

(x+ k − γ).

因而得到关于 Eulerian 数的著名的 Worpitzky 恒等式

xd =
d∑

k=1

(
x+ k − 1

d

)
Ad,k.

从这个例子中可以看出 Worpitzky 恒等式可以看作是 Marsden 恒等式的特例.

例 4.2 (积分表示) 1991 年, Nicolas [29] 给出了 Eulerian 数的积分形式

Ad,k = 2
d!

π

∫ ∞

0

cos(d+ 1− 2k)ω

(
sinω

ω

)d+1

dω. (4.5)

这个结果可以看作是 Laplace 的结果的特例. 更为有趣的是, 在样条函数研究中, 对于 B 样条类似的

表达形式的研究似乎可以追溯到 Sommerfeld [14] 在 1904年的工作.下面给出 Nicolas关于 Eulerian数

积分表示的样条证明. 注意到 Bd(x) 的 Fourier 变换

B̂d(ω) = e−idω/2

(
sin (ω/2)

ω/2

)d

.

对 B̂d(ω) 取 Fourier 逆变换, 则有

Bd+1(x) =
1

π

∫ +∞

−∞
eiω(x−(d+1)/2)

(
sin (ω/2)

ω/2

)d

dω

=
2

π

∫ +∞

0

cos(d+ 1− 2x)ω

(
sinω

ω

)d+1

dω. (4.6)

根据定理 4.1 和 (4.6), 可以得到 Eulerian 数的积分表示 (4.5).
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例 4.3 (双尺度方程) B 样条的双尺度方程

Bd+1(x) =
d+1∑
j=0

2−d

(
d+ 1

j

)
Bd+1(2x− j) (4.7)

在细分和小波分析等领域有着重要的应用. 有趣的是, Eulerian 数的也有着类似的双尺度方程

Ad,k =

d+1∑
j=0

2−d

(
d+ 1

j

)
Ad,2k−j ,

并且可以看作是 B 样条双尺度方程的特列.

例 4.4 1973 年, Tanny [30] 利用概率论中的中心极限定理给出了 Eulerian 数的渐近形式. 此后,

Carlitz 等人 [31] 利用类似的方法得到了这一渐近公式的逼近阶. 但是 Carlitz 等人给出的逼近阶并不

精确, 仅是关于 d 的 − 3
4 阶. 利用上文给出的 Eulerian 数的样条解释 (定理 4.1) 有下面的定理:

定理 4.2 [17] 对于 xd =
√

d+1
12 x+ d+1

2 , 有

1

d!
Ad,[xd] =

√
6

π(d+ 1)
exp

(
−x2

2

)
+O(d−

3
2 ). (4.8)

这一结果改进了 Carlitz 等人 [31] 给出的逼近阶.

5 B 样条与细化混合体积、Eulerian 数和下降多项式

定义 5.1 令 P1 和 P2 为 Rd 中的凸体 (非空紧凸集), 对于任意的 λ, µ > 0, 有

λP1 + µP2 = {λα+ µβ : α ∈ P1, β ∈ P2}.

根据定义 5.1, Minkowski [32] 提出了更为重要的混合体积的概念 (尽管他只研究了 d 6 3的情形).

存在实数 V (T d
k , d− j;T d

k+1, j) > 0, 对于任意的 λ, µ > 0 满足

vol(λP1 + µP2) =

d∑
j=0

(
d

j

)
V (P1, d− j;P2, j)λ

d−jµj , (5.1)

则 V (P1, d− j;P2, j) 称为 P1 和 P2 的 j- 阶混合体积.

令

Xd
λ,k :=

{
x ∈ λ · [0, 1]d

∣∣∣∣ (k − 1)λ+ 1 6
d∑

i=1

xi 6 kλ+ 1

}
,

则有 Xd
λ+1,k = λT d

k + T d
k+1 (参见文献 [33]) 且

vol(Xd
λ+1,k) =

d∑
j=0

(
d

j

)
V (T d

k , j;T
d
k+1, d− j)λj , (5.2)

其中 vol(·) 记作标准化的体积函数, 即将 d 维单位立方体 Id 的体积 vol([0, 1]d) 记作 d!. 混合体积的

Aleksandrov-Fenchel 不等式表明, 序列 V (T d
k , j;T

d
k+1, d− j), j = 0, . . . , d 具有对数凹性 [34, 35].

为了叙述的方便, 我们用 [λj ]f(λ) 表示给定的关于 λ 的级数 f(λ) 中 λj 项的系数. 单位立方体相

邻切片 Tk 和 Tk+1 的混合体积与 B 样条有如下关系:
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定理 5.1

V (T d
k , j;T

d
k+1, d− j) = d! · [λj ]

(
(λ+ 1)dBd+1

(
k +

1

λ+ 1

))/(
d

j

)
, λ > 0. (5.3)

证明 由 (5.2) 和 B 样条的几何解释 — 公式 (2.4) 可证.

由 B 样条的显示表达式 — 公式 (2.11) 和定理 5.1 可得下面的定理:

定理 5.2

V (T d
k , j;T

d
k+1, d− j) =

k∑
i=0

(
d+ 1

i

)
(−1)i(k − i)j(k − i+ 1)d−j .

更进一步, 可以给出一些特殊情形下混合体积的样条解释:

定理 5.3 若两个凸多面体定义为

Pi := {x ∈ In | V x = bi}, i = 1, 2,

且它们的混合体积为

V (λP1 + µP2) =
d∑

j=0

(
d

j

)
V (P1, d− j;P2, j)λ

d−jµj , (5.4)

我们有

V (P1, j;P2, d− j) = d! · [λj ]

(
(λ+m)dBd+1

(
b1 +

q

λ+m

))/(
d

j

)
, λ > 0, (5.5)

其中 b1 和 b2 为整数且有 b2 = mb1 + q.

证明 由 B 样条的几何解释可知,

V (λP1 + P2) = d!(λ+m)dBd+1

(
b1 +

q

λ+m

)
.

不妨令 µ = 1, 则由 (5.4) 有

V (P1, j;P2, d− j) = d! · [λj ]

(
(λ+m)dBd+1

(
b1 +

q

λ+m

))/(
d

j

)
, λ > 0. (5.6)

证毕.

定理 5.1给出了特殊情形下混合体积的样条解释. 混合体积在组合序列的对数凹性研究中具有十

分重要的地位. 美国科学院院士 Stanley [36] 和 Brenti [37,38] 在这一领域的综述性文献中多次提到研

究组合数的对数凹性质的混合体积方法. Schmidt 和 Simion [39] 提出如下的公开问题:

公开问题 5.1 有哪些组合序列是产生于多面体的截面? 它们中具有对数凹性质的序列是否可

以与混合体积相互关联?

B 样条的几何解释使得它在研究这些与多面体截面相关的组合计数问题中有着独特的优势.

5.1 下降多项式、细化 Eulerian 数和 B 样条

下降多项式, 记作 Dn
d (t), 定义为

Dn
d (t) =

d∑
k=0

D(d, n, k)tk,
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其中 D(d, n, k) 是 Sn
d 中有 k 个降序的指标序列的数量, 这里 Sn

d 表示所有指标序列的集合. 指标序列

为 Sd 对称群中的一般序列加上一个 0 到 n− 1 之间的脚标 [27, 33].

D(d, n, k)是 Eulerian数的一种推广,当 n = 1时,就是通常的 Eulerian数. 近年来,文献 [27,33,40]

等对其进行了深入的研究. 指标序列也通常称作着色序列.

Steingŕımsson [27] 给出了指标序列的几何解释为

D(d, n, k) = V (Xd
n,k). (5.7)

由此, 我们给出 D(d, n, k) 的样条解释:

定理 5.4

D(d, n, k) = d! · nd ·Bd+1

(
k +

1

n

)
. (5.8)

证明 令

Yk :=

{
y ∈ [0, 1]d

∣∣∣∣ (k − 1) +
1

n
6

d∑
i=1

yi 6 k +
1

n

}
,

那么,

V (Yk) = d!

∫ k+ 1
n

(k−1)+ 1
n

Bd(x)dx = d! ·
∫ 1

0

Bd

(
k +

1

n
− t

)
dt = d! ·Bd+1

(
k +

1

n

)
,

其中第一个等式利用 B 样条的几何解释 — 公式 (2.4) 得到, 最后一个等式由

Bd+1(x) =

∫ 1

0

Bd(x− t)dt

得到. 由于 Xd
n,k = nYk, 我们有 V (Xd

n,k) = nd · V (Yk). 由 (5.7) 可得定理 5.4.

Steingŕımsson [27] 给出了 D(d, n, k) 所满足的三项递归公式:

推论 5.1

D(d, n, k) = (nk + 1)D(d− 1, n, k) + (n(d− k) + (n− 1))D(d− 1, n, k − 1). (5.9)

注 5.1 由定理 5.4 和 B 样条的递归关系 (2.10), 我们可以很容易得到上述递归关系, 并且当

n = 1 时, 得到广为人知的 Eulerian 数的递归关系 (4.3).

细化 Eulerian数, 记作 Ad,k,j , 为对称群 Sd 中有 k 个降序并且最后一个元素为 j 的排列总数, 即

Ad,k,j := #{π | π := (a1, . . . , ad) ∈ Sd,#D(π) = k, ad = j}.

依照上述组合定义可知, Ad,k,j 作为 Ad,k 的细化形式, 可以看作是相邻两 Eulerian 数 Ad,k 与 Ad,k+1

之间的一个插值.从而有
∑k

j=1 Ad,k,j = Ad,k 等一系列显然的结论.自然地,人们关心细化 Eulerian数

是否继承了 Eulerian 数的一些性质, 如对数凹性和渐近性质.

Ehrenborg 等人 [33] 将 Ad,k,j 表示成单位立方体相邻切片 Tk 与 Tk+1 的混合体积, 从而得到

了 Ad,k,j 关于 j 的对数凹性. 由于 Eulerian 数 Ad,k 关于 d 的渐近形式为 Gauss 型. 人们猜测

Ad,k,j 也 “遗传” 了同样的性质. 然而, Conger [41] 利用数值实验观察到 Ad,k,j 随着 d 值的增大, 其渐
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近形式并非正态分布的现象,但他无法解释这种现象.在此, 我们给出细化 Eulerian数的样条解释. 利

用这一解释得到了细化 Eulerian 数的显式和递归表达式. 同时也给出了由 Hermite 正交多项式表示

的细化 Eulerian数的渐近形式. 从而解释了 Conger [41] 利用数值实验得到的现象. Ehrenborg 等人 [33]

推广了 Laplace 的结果, 将 Ad+1,k,d+1−j 表示成单位立方体相邻切片 Tk 和 Tk+1 的混合体积

Ad+1,k,d+1−j = V (T d
k , j;T

d
k+1, d− j), (5.10)

从而证明了细化 Eulerian数 Ad+1,k,d+1−j 关于 j 具有对数凹性质. 基于上述讨论,细化 Eulerian数与

B 样条有如下关系:

定理 5.5 [28]

Ad+1,k,d+1−j = d! · [λj ]

(
(λ+ 1)dBd+1

(
k +

1

λ+ 1

))/(
d

j

)
, λ > 0. (5.11)

根据定理 5.4 和 5.5, 可以得到如下关于 D(d, n, k) 和 Ad+1,k,d−j+1 的新结果:

定理 5.6 (i) D(d, n, k) 的显示表达式为

D(d, n, k) =
k∑

i=0

(
d+ 1

i

)
(−1)i(n(k − i) + 1)d;

(ii) Ad+1,k,d−j+1 的显式表达式为

Ad+1,k,d−j+1 =

k∑
i=0

(
d+ 1

i

)
(−1)i(k − i)j(k − i+ 1)d−j ;

(iii) 序列 D(d, n, k) 满足双尺度方程为

D(d, 2n, k) =

d+1∑
j=0

(
d+ 1

j

)
D(d, n, 2k − j),

特别地, 当 n = 1, 可知

D(d, 2, k) =

d+1∑
j=0

(
d+ 1

j

)
Ad,2k+1−j ;

(v) Ad+1,k,d−j+1 的递归关系式为

Ad+1,k,d−j+1 = (k + 1)Ad,k,d−j + (d− k)Ad,k−1,d−j ,

Ad+1,k,d−j+1 = kAd,k,d−j+1 + (d− k + 1)Ad,k−1,d−j+1.

证明 (i)和 (ii)可以直接由 B样条的显式公式 (2.11)得到. (iii)可以由 B样条的细分方程 (4.7)

得到. 利用细化 Eulerian 数的显式公式 (2.11), 可得(v).

6 B 样条与组合序列对数凹性质

组合数的对数凹性是计数组合学研究的一个中心问题之一, 并与许多数学分支相互关联. 一般而

言,研究组合序列的对数凹性有以下几种方法: 直接的组合方法、多项式实零点方法、解析法、混合体

积法和代数方法等. 关于这方面的研究可以参见美国科学院院士 Stanley [36] 和 Brenti [37, 38] 在这一

领域的综述性文献与专著. 在这里, 我们将引入一种研究组合数对数凹性的新方法 — 样条函数方法.

首先, 给出序列对数凹性和单峰性的定义:
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定义 6.1 正序列 {a0, . . . , an} 称为具有对数凹性, 如果 a2i > ai−1ai+1, i = 1, . . . , d− 1.

定义 6.2 正序列 {a0, . . . , an} 称为具有单峰性, 如果对于指标 0 6 j 6 d, 有 ai 6 a1+1, i = 0,

. . . , j − 1 且 ai 6 a1+1, i = j, . . . , d− 1.

由此可知, 对数凹性是比单峰性更强的一种性质. Curry 和 Schoenberg [10] 曾利用样条函数的几

何解释 (2.2) 证明了 B 样条具有对数凹性.

引理 6.1 logS(t | t0, t1, . . . , tn) 在区间 (t0, tn) 上是凹函数.

注 6.1 该引理的证明基于 B 样条的几何解释 (2.2) 和 Brunn-Minkowski 不等式.

利用引理 6.1, 可以很容易的得到一些与多面体体积相关联的组合数的对数凹性.

定理 6.1 (Eulerian 数的对数凹性) Eulerian 数 Ad,k 对于给定的 d 关于 k 具有对数凹性.

Steingŕımsson [27] 利用 Brenti [37] 的方法, 证明了对于任意取定的 d 和 n, 序列 D(d, n, k) 关于

k = 0, . . . , d 具有单峰性. 利用序列 D(d, n, k) 的样条解释, 我们得到下面的定理:

定理 6.2 对于任意取定的 d 和 n, 序列 D(d, n, k) 关于 k = 0, . . . , d 具有对数凹性.

注 6.2 前文所提到的 Schmidt 和 Simion [39] 在 1997 年提出如下公开问题:

(1) 有哪些组合序列是产生于多面体的截面?

(2) 它们中具有对数凹性质的序列是否可以与混合体积相互关联?

本文中所讨论的 Eulerian 数、细化 Eulerian 数和下降多项式以及特殊的几类混合体积的样条表

示定理, 在一定程度上回答了上述公开问题. 本文中的研究方法具有一定的普遍性. 在未来的工作中,

我们将会更进一步地研究计数组合学中的样条函数方法,给出如 Catlan数、Bernoulli数和 Stirling数

等更多具有几何意义的组合数的样条解释,使得样条函数作为沟通具有对数凹性质的组合序列与混合

体积之间的桥梁, 给出一般情形下的混合体积的样条表示, 从而完全回答 Schmidt 和 Simion [39] 提出

的公开问题.
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Mixed volumes, log-concave sequences and B-splines

XU Yan

Abstract In this paper, a series of problems emerged in discrete geometry and combinatorics related to spline

functions are systematically studied. For example, in discrete geometry, the spline representations of cube slicing

and mixed volumes of polytopes are considered. With the geometric interpretations of B-splines, the volume of

cube slicing can be considered as an equivalent problems in spline theory. Based on the connection, a simple

proof for Laplace and Pólya’s formulas in cub slicing is given by spline theory. A class of mixed volumes are

given by the relations between splines and the mixed volumes. A class of log-concave sequence are derived by the
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connection. Therefore, the open problem proposed by Schmidt and Simion is partially solved. In combinatorics,

the combinatorial polynomials and log-concavity for some combinatorial sequences are investigated by spline

theory. With the well developed spline theory, not only the existing results in discrete geometry and combinatorics

have been verified, but also a novel method for solving related discrete mathematics problems has been studied.

Splines as functions of a continuous nature provide an analysis method in combinatorial enumerations which

are usually considered as counting discrete objects. This method provides a novel analysis method for studying

discrete objects.

Keywords B-splines, mixed volumes, Eulerian numbers, the volumes of polytopes, log-concavity
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