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摘要 在暗能量背景下,研究了黑洞的热力学熵和纠缠熵的相结构. 分别讨论了黑洞的电荷和暗能量态参

数对黑洞相结构的影响.对于固定的暗能量态参数,当电荷的值增大时,黑洞热力学熵和纠缠熵的相结构与范

德瓦尔斯相变的相结构完全类似,即黑洞先后经历一阶相变、二阶相变,最后达到稳定态. 对于固定的电荷,

当暗能量态参数增大时,黑洞热力学熵和纠缠熵的相结构并不完全类似.特别是,纠缠熵随暗能量态参数的变

化与热力学熵的变化趋势完全相反.相同的是,当暗能量态参数增大时,在纠缠熵 -温度平面和热力学熵 -温

度平面,黑洞都经历一阶相变和二阶相变.对于热力学熵和纠缠熵,发现在一阶相变的不稳定区域,麦克斯韦

的等面积法则始终成立,在二阶相变临界点附近,热容的临界指数都是 2/3.
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1 引言

自从霍金证实黑洞具有热辐射以来 [1], 物理学

家们已逐渐意识到黑洞也是一个热力学体系, 和通

常的热力学体系一样, 在演化过程中, 该系统也具

有相变和临界行为.在涉及这一主题时,通常人们更

多的是关注 AdS时空的相变行为,其原因主要有二:

一方面, 由于 AdS 边界的存在, AdS 时空的相变与

其他类型时空的相变相比更加丰富.另一方面,基于

AdS/CFT对偶理论,人们可以利用一些非局域可观测

量,从全息的角度来探测黑洞的相变行为,即全息相

变. 全息相变的研究不仅有助于更深刻地认识黑洞

的本质, 还有助于认识共形场论中的一些相变行为.

Hawking-Page 相变是 AdS 时空中最典型的相变 [2].

这一相变标志黑洞从热辐射演化到一个史瓦西 AdS

黑洞,从场论的角度来看,这一相变可解释为夸克的

禁闭与解禁相变 [3]. AdS时空中的另一类相变是类

范德瓦尔斯相变.对于带电的 AdS时空,这种相变最

初是在温度 -熵平面中发现的 [4],随后在电荷 -化学

势平面人们也观察到类似相变行为 [5]. 比较有趣的

是在五维 Gauss Bonnet引力中 [6], Gauss Bonnet参数

的变化也会引起类似的相变行为. 特别是最近把宇
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宙学常数当做热力学变量 P后,在 P-V 平面,人们也

观察到了范德瓦尔斯相变 [7, 8].

以上提及的相变都是从热力学角度理解的. 近

年来, 黑洞纠缠熵的研究受到越来越多物理学家的

关注. 对这一主题的研究主要有两个动机,一方面人

们试图搞清楚黑洞熵的本质. 由于黑洞熵与视界面

积而不是体积成正比, 黑洞熵与通常热力学体系熵

的本质是不同的, 最近的研究表明黑洞熵可能起源

于纠缠熵 [9]. 因此对纠缠熵的深刻研究有助于探索

黑洞熵的本质. 另一方面, 纠缠熵是一个非局限量,

通过纠缠熵能探测很多有趣的物理现象, 如全息超

导 [10–13]、全息热化 [14–19]、量子信息 [20–22]等.

在引力体系中研究纠缠熵已有 30 多年的历史,

自 Srednicki [23] 的工作后,已有很多讨论纠缠熵的工

作 [24],其中的一种比较简单但物理上很重要的方法

是 Ryu和 Takayanagi [25] 基于全息的思想提出的,即

全息纠缠熵.他们发现,对于具有补集 B的区域 A,其

纠缠熵可以通过其最小面的面积计算. 基于 Ryu 和

Takayanagi [25] 的工作, 目前已有很多研究全息纠缠

熵的工作, 如非平衡态纠缠熵 [26]、纠缠热力学 [27]

等. 最近,文献 [28]通过全息纠缠熵探测了黑洞的相

变行为.结果表明和通常的热力学熵类似,在正则系

综或巨正则系综,纠缠熵也具有类似的范德瓦尔斯相

变.对于二阶相变,他们还得到了相变点附近通过纠

缠熵定义的类似的热容的临界指数, 结果表明这些

值和热力学熵得到的值完全一样. 鉴于这些有趣的

特征, 这一工作立即被推广到了广延相空间 [29], 研

究表明纠缠熵不仅和温度 -熵平面的相结构类似,而

且和温度 -压强空间的范德瓦尔斯相变也类似.前不

久, Nguyen [30]单独研究了纠缠熵的一阶相变并发现

纠缠熵和热力学熵一样, 都遵循麦克斯韦的等面积

法则.与此同时,文献 [31]把这一工作推广到了黑膜,

他们发现和黑洞的相变一样,在熵 -温度平面,对于

一阶相变,纠缠熵和热力学熵都满足等面积法则.文

献 [32–35] 进一步用两点关联函数和威尔逊环探测

了黑洞的相变, 结果表明, 和全息纠缠熵一样, 这两

个非局域可观测量也可以探测黑洞的相变.

自从发现宇宙加速膨胀后, 暗能量成为理论物

理学家感兴趣的课题, Quintessence 暗能量 [36, 37] 是

其中一种主要模型.本文拟在 Quintessence暗能量背

景下通过全息纠缠熵来研究黑洞的相变, 主要考虑

暗能量的态参数和黑洞电荷对相结构的影响. 首先,

将从热力学的角度研究黑洞热力学熵的相结构, 为

了更精细地研究黑洞相变, 还将在一阶相变过程中

研究麦克斯韦的等面积法则, 二阶相变过程中讨论

热容的临界指数. 在得到这些结果后,还将研究纠缠

熵并讨论其相结构. 对于同样的参数,主要关注纠缠

熵的相结构是否与黑洞热力学熵的相结构完全类似.

本文中,将令 G = c = h̄ = 1.

2 黑洞热力学与范德瓦尔斯相变

考虑到暗能量的贡献后, 爱因斯坦场方程可

写成

Rµν −
1
2

Rgµν −
(D−1)(D−2)

2l2 gµν = 8πGT q
µν , (1)

其中 l 是 AdS半径, D是时空维度, T q
µν 是与暗能量

相关的能动张量,其非零分量有

T qt
t = T qr

r =−ρq,

T qx1
x1 = T qx2

x2 = · · ·= T
qx(D−2)

x(D−2) =
ρq

D−2 [(D−1)w+1],
(2)

其中 ρq是暗能量密度, w是暗能量的态参数.基于方

程 (1) 和 (2), 对于 D = 4, 可得到一个在暗能量背景

下的静态的、球对称的 AdS黑洞 [38]

ds2 =− f (r)dt2 + f−1(r)dr2 + r2(dθ 2 + sin2 θdφ2), (3)

其中

f (r) =− a
r3w+1 +

r2

l2 − 2M
r

+
Q2

r2 +1, (4)

上式中 a 是与暗能量密度相关的归一化因子. 对于

Quintessence暗能量−1 < w <−1/3,对于 Phantom暗

能量 w <−1.在后面的计算中,将令 l = 1.

基于黑洞霍金温度与表面引力的关系, 黑洞的

温度可表示成

T =
r−3(w+1)

h

(
a(3rhw+ rh)+2r3w

h

(
Mrh −Q2 + r4

h

))
4π

, (5)

其中 rh 是黑洞的视界, 满足关系 f (rh) = 0. 根据

AdS/CFT 对偶, 这一温度可理解为边界所对偶的共

形场温度.此外,基于方程 (4),黑洞质量可表示成

M =
1
2

r−3w−1
h

(
−arh +Q2r3w

h + r3w+2
h + r3w+4

h

)
, (6)
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把方程 (6)代入方程 (5)并利用熵与视界的关系 S =

πr2
h,得到黑洞霍金温度与黑洞熵的表达式

T =−
−3aπ

1
2 (3w+2)wS

1
2 (−3w−2)+ π3/2Q2

S3/2 − 3
√

S√
π
−

√
π√
S

4π
,

(7)

基于这一表达式, 对于给定的参数 a, w, Q, 在 T -S

平面, 就能得到温度与熵的相结构图. 本文中, 主要

考虑暗能量态参数和电荷对黑洞相结构的影响, 令

a = 0.1.

为了不失一般性, 首先固定 w = −0.7来讨论电

荷 Q对相结构的影响,具体的相结构见图 1.

在图 1中,点线、虚线、实线分别对应Q = 0.8Qc,

Qc, 1.2Qc. 这里 Qc = 0.16798表示临界电荷,其值由

方程(
∂T
∂S

)
Q
=

(
∂ 2T
∂S2

)
Q
= 0 (8)

决定. 很明显, 这一相结构类似于范德瓦尔斯相变.

也就是说,当黑洞电荷小于临界电荷时,在小的不稳

定区域与大的稳定区域间有一个不稳定态, 当黑洞

温度高于某一临界温度 T⋆, 小黑洞将跃迁到大的稳

定黑洞,这一相变是一阶的;当黑洞电荷等于临界电

荷时,原来的不稳定态被挤压成一条直线,此时黑洞

热容发散, 小的不稳定黑洞到大的稳定黑洞的跃迁

是二阶的;当黑洞电荷大于临界荷时,黑洞始终处于

稳定态.
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图 1 (网络版彩图)w = –0.7时,不同电荷对应的熵与温度的关

系,点虚线对应的温度表示一阶相变温度

Figure 1 (Color online) Relation between the entropy and temperature
at w = −0.7. The temperature corresponding to the dotdashed line rep-
resents the first order phase transition temperature.

这一相结构图也可在 T -F 图中观察到, 见图 2,

其中 F = M −T S是系统的亥姆霍兹自由能.不难看

出,图 1中点线中的不稳定区域对应于图 2中的燕尾

结构,虚线中的不稳定区域对应于图 2中的折点. 图

2 中燕尾结构的交叉点对应的横坐标即是一阶相变

温度 T⋆,折点对应的横坐标是二阶相变温度 Tc.

类似地,也可以固定 Q来讨论 w对黑洞相结构

的影响.当 Q = 0.16时,基于关系(
∂T
∂S

)
w
=

(
∂ 2T
∂S2

)
w
= 0, (9)

得到 wc =−0.523259.不同 w对应的相结构图见图 3,

其中,点线、虚线、实线分别对应 w= 1.7wc, wc, 0.3wc.

很明显, 图 3 在形式上与图 1 的相结构并不完

全类似,但不难看出,当 w < wc 时,仍然存在一个不

稳定区域;当 w = wc时,仍然存在由原来的不稳定区

域挤压形成的一条直线;当 w > wc时,黑洞始终处于

稳定态.也就是说,仍然会发生一阶相变和二阶相变,

其相变温度也可从 T -F 图中观察到,见图 4.

在得到了不同 w, Q对应的相结构图和相变温度

后,将关注相变点附近的临界行为.对于一阶相变,主

要研究麦克斯韦的等面积法则,对于二阶相变,主要

研究热容的临界指数. 进行这一讨论的主要目的是

为了把这些结果与下一部分通过纠缠熵得到的结果

进行比较.
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图 2 (网络版彩图)自由能与温度间的关系.虚线和点线分别

对应 w = –0.7, Q =0.8Qc和 w =–0.7, Q = Qc

Figure 2 (Color online) The relation between the free energy and tem-
perature. The dashed line and dotted line correspond to w = −0.7,
Q = 0.8Qc and w =−0.7, Q = Qc, respectively.
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图 3 (网络版彩图) Q =0.16时,不同暗能量态参数对应的熵与

温度的关系,点虚线对应的温度表示一阶相变温度

Figure 3 (Color online) Relation between the entropy and temperature
at Q = 0.16 for different state parameter of dark energy. The tempera-
ture corresponding to the dotdashed line represents the first order phase
transition temperature.

0.23 0.24 0.25 0.26

T

0.125

0.130

0.135

0.140

F

图 4 (网络版彩图)自由能与温度间的关系.虚线和点线分别

对应 Q =0.16, w =1.7wc和 Q =0.16, w = wc

Figure 4 (Color online) The relation between the free energy and tem-
perature. The dashed line and dotted line correspond to Q = 0.16,
w = 1.7wc and Q = 0.16, w = wc, respectively.

麦克斯韦的等面积法则可表示成

AL ≡ T⋆(S3 −S1) =
∫ S3

S1

(S,Q)dS ≡ AR, (10)

其中, S1, S3 是满足关系 T (S,Q) = T⋆ 的最小与最大

解.在表 1中,给出了不同的 w, Q所对应的结果.不

难看出,在合理的精度范围内,麦克斯韦的等面积法

则是成立的. 也就是说, 在类范德瓦尔斯相变中, 等

面积法则与引力系统的参数是无关的.

表 1 在 T -S平面检验等面积法则
Table 1 Check of the equal area law in the T -S plane

参量 w =−0.7,Q = 0.8Qc Q = 0.16,w = 1.7wc

T⋆ 0.2568 0.2504

AL 0.31289 0.19812

AR 0.31285 0.19810

对于二阶相变, 主要关注在临界点附近热容的

临界指数. 在临界点附近,熵可表示成 S = Sc + δ ,其

中 δ 是一无穷小量, Sc是与 Tc所对应的临界熵.在 δ
附近,对温度进行级数展开,始终能得到如下关系:

T −Tc = ζ (S−Sc)
3, (11)

其中 γ 是常数. 利用热容的定义, 进一步得到 CQ =

T (∂S/∂T )|Q ∼ (T − Tc)
−2/3, 也就是说热容的临界指

数是 2/3.对方程 (11)左右两边取对数,得到

log | T −Tc |=C+3log | S−Sc |, (12)

其中C = logζ 是常数.在下一部分中,将检验在纠缠

熵 -温度平面内是否也有类似的临界行为.

3 纠缠熵的相结构

在引力系统中,黑洞的彭罗斯图告诉我们,整个

时空有两个渐近平直区域,闵氏空间的真空态,可以

写成此两个平直区域真空态的直积. 基于 AdS/CFT

对偶, Ryu 和 Takayanagi [25] 认为其中一个区域的纠

缠熵,假定为区域 A,等于连接这一区域与其补集,假

定为区域 B的最小面积

SA =
Area(γ)

4
, (13)

γ 是满足条件 ∂γ = ∂A的最小面, ∂A是区域 A的边

界, Area(γ)是最小面积.根据方程 (3),在 γ 面上的诱
导度规可表示成

dS2
2 =

(
(r′)2

f (r)
+ r2

)
dθ 2 + r2 sin2 θdφ2, (14)

其中 r′ = dr/dθ ,进一步 Area(γ)可表示成

Area(γ) =
∫

γ

√
hdθdφ =

∫
γ

r sinθ

√
(r′)2

f (r)
+ r2dθdφ ,

(15)
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其中, h是诱导度规的行列式.对于黑洞背景,在无穷

远边界,其几何是一个球,其体积是有限的.区域 A是

边界有限体积球的一部分,其大小由选取的 θ0决定,

其形状是由最小曲面决定. 本文中,将考虑 θ0 = 0.1.

在这种情况下,纠缠熵可表示成

SA =
π

2

∫ θ0

0
Πdθ , Π = r sinθ

√
(r′)2

f (r)
+ r2, (16)

把上式中的 Π等同于拉格朗日量, 利用欧拉拉格朗

日方程,可以得到 r(θ)的运动方程

0 =r′(θ)2[sinθr(θ)2 f ′(r)−2cosθr′(θ)]

−2r(θ) f (r)[r(θ)(sinθr′′(θ)+ cosθr′(θ))

−3sinθr′(θ)2]+4sin(θ)r(θ)3 f (r)2. (17)

考虑到最小面的几何形状和其对称性, 将采用

边界条件

r′(0) = 0,r(0) = r0, (18)

数值求解 r(θ). 数值求解时,首先根据边界条件方程

(18) 和运动方程 (17) 构造一个关于 r0 的插值函数

解. 然后用 FindRoot命令找到插值函数满足选取的

边界 θ0 所满足的 r0. 把得到的插值函数解代入到方

程 (14),就能得到纠缠熵. 考虑到在边界处纠缠熵是

发散的,为了得到更有物理意义的结果,主要考虑重

整化和正规化后的纠缠熵 δS ≡ S− S0,其中 S0 是方

程 (4)中 M = Q = 0时所对应的值.事实上文献 [28]

已经得到了球对称黑洞边界处 S0的解析结果

S0 =
π

2

[
1
ε
(1+ ε2)1/2 sinθ0 −1

]
, (19)

其中 ε = r(θc), θc是 θ 方向的紫外截断. θc的取值规

律是接近但不等于边界处的 θ0, 所以这个值是不确

定的. 尽管不同的截断会影响纠缠熵的数值大小,但

不影响纠缠熵的变化规律,不影响最终的结论,本文

中取 θc = 0.099.

在得到纠缠熵的具体值后, 能画出纠缠熵与温

度的依赖关系.图 5表示 w = −0.7时不同电荷对应

的相结构图. 图 6表示 Q = 0.16时不同暗能量态参

数对应的相结构图.在图 5中, 点线、虚线、实线分
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图 5 (网络版彩图) w =–0.7时,不同电荷对应的纠缠熵与温度

的关系,点虚线对应的温度表示一阶相变温度

Figure 5 (Color online) Relation between the entanglement entropy
and temperature at w =−0.7. The temperature corresponding to the dot-
dashed line represents the first order phase transition temperature.
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图 6 (网络版彩图) Q =0.16时,不同暗能量态参数对应的纠缠

熵与温度的关系,点虚线对应的温度表示一阶相变温度

Figure 6 (Color online) Relation between the entanglement entropy
and temperature at Q = 0.16 for different state parameter of dark en-
ergy. The temperature corresponding to the dotdashed line represents the
first order phase transition temperature.

别对应 Q = 0.8Qc, Qc, 1.2Qc,图 6中,点线、虚线、实

线分别对应 w = 1.7wc, wc, 0.3wc.比较图 5和 1,不难

看出, 它们完全类似. 也就是说在这种情况下, 纠缠

熵和热力学熵都具有类似的范德瓦尔斯相变,随着电

荷增大,纠缠熵增大.比较图 6和 3,发现纠缠熵和热

力学熵的相结构并不完全一样. 在这里,尽管和热力

学熵一样,纠缠熵也具有一阶相变和二阶相变,但随

w 变化纠缠熵和热力学熵的变化规律相反. 图 3 中,

当 w增大,热力学熵增大,图 6中当 w增大,纠缠熵

反而减小. 但从图 3和 6中可以得到同样的结论,即
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都存在一个临界参数 wc,当 w < wc时,都存在一个不

稳定区域, 黑洞由小到大的过程中会产生一阶相变;

当 w = wc时,原来的不稳定态挤压形成一条直线,黑

洞由小到大的过程中会产生二阶相变;当 w > wc 时,

黑洞始终处于稳定态.

对于图 5和 6中的一阶相变,首先探讨其不稳定

区域是否和热力学熵一样都满足麦克斯韦的等面法

则.对于全息纠缠熵,等面积法则可定义为

ΣL ≡ T⋆(δS3 −δS1) =
∫ δS3

δS1

(δS,Q)dδS ≡ ΣR, (20)

其中, δS1, δS3是满足关系 T (δS,Q) = T⋆的最小与最

大解.表 2给出了不同的 w, Q所对应的结果,和黑洞

熵的结果一样,可以发现在合理的精度范围内,麦克

斯韦的等面积法则在这种情况下也是成立的.

也可以讨论图 5和 6中二阶相变的临界指数.对

于纠缠熵而言,如果存在一个类似于方程 (12)的关系

式,通过热容的定义,就能得到临界指数 2/3. 因此在

这里,主要感兴趣的是 log | T −Tc |和 log | δS−δSc |
间的函数关系, 其中 Sc 是满足关系式 T (δS,Q) = Tc

的临界熵. 对于不同的 w, Q,在二阶相变的临界点附

近选取一段数据,可画出 log |T −Tc|和 log |δS− δSc|
的关系,见图 7和 8.通过数据拟合后,这些曲线的函

数关系可表示为

log | T −Tc |=



17.9748+2.90949log | δS−δSc |,

for w =−0.7,Q = 0.16798,

11.6815+3.04921log | δS−δSc |,

for w =−0.523259,Q = 0.16.

(21)

很明显,拟合后的方程与方程 (12)类似,即直线

的斜率都在 3左右. 也就是说,在纠缠熵 -温度平面,

对于二阶相变,热容的临界指数也是 2/3,这一结果与

热力学熵得到的结果完全一致.

在本文中, 关于纠缠熵的所有讨论都是局限于

纠缠区域 θ0 = 0.1的情况,在文献 [30–32]中,作者讨

论了不同 θ0 对纠缠熵和其相结构的影响.结果表明

不同 θ0 会影响纠缠熵的值,但不会影响纠缠熵的相

变规律.本文中,不再对此问题赘述.

表 2 在 T-δS平面检验等面积法则
Table 2 Check of the equal area law in the T -δS plane

参量 w =−0.7,Q = 0.8Qc Q = 0.16,w = 1.7wc

T⋆ 0.2568 0.2504

ΣL 0.0002490 0.0001363

ΣR 0.0002492 0.0001358
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图 7 (网络版彩图) w = –0.7, Q = 0.16798 时 log |T − Tc| 与
log |δS−δSc|间的线性关系
Figure 7 (Color online) The linear relation between log |T − Tc| and
log |δS−δSc| at w =−0.7, Q = 0.16798.
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图 8 (网络版彩图) w = –0.523259, Q = 0.16 时 log |T − Tc| 与
log |δS−δSc|间的线性关系
Figure 8 (Color online) The linear relation between log |T − Tc| and
log |δS−δSc| at w =−0.523259, Q = 0.16.

4 结论

在含有暗能量的引力系统背景下, 研究了黑洞

热力学熵和纠缠熵的相结构. 分别研究了黑洞电荷
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和暗能量态参数对黑洞相结构的影响. 当固定暗能

量态参数时,对于热力学熵,发现黑洞相变具有和范

德瓦尔斯相变完全相同的相图. 也就是说,当黑洞电

荷小于临界电荷时,在小黑洞和大黑洞间有一个不稳

定态. 小黑洞演化到大的稳定黑洞将经历一阶相变,

且一阶相变的不稳定区域满足麦克斯韦的等面积法

则.当黑洞电荷等于临界电荷时,不稳定态被挤压成

一条水平直线, 小黑洞演化到大黑洞将经历二阶相

变,热容临界指数是 2/3. 当黑洞电荷大于临界电荷,

黑洞始终处于稳定态. 在选取一个球形的纠缠区域

后,进一步计算了引力系统的纠缠熵. 在纠缠熵 -温

度平面,再次讨论了黑洞的相结构,发现纠缠熵的相

结构和黑洞熵的相结构完全类似,纠缠熵随电荷的变

化趋势也与黑洞热力学熵完全一样.发现在纠缠熵 -

温度平面,对于一阶相变,麦克斯韦的等面积法则始

终成立,对于二阶相变,热容的临界指数也是 2/3. 这

些结果和以前的研究结果完全一致 [28–35].

在固定黑洞电荷后, 也讨论了暗能量态参数对

黑洞相结构的影响. 结果表明, 在这种情况下, 黑洞

相变和范德瓦尔斯相变的相图并不相同. 相同的是,

在这种情况下也存在一个临界暗能量参数, 当暗能

量参数的值小于或者等于临界暗能量参数时, 小黑

洞演化到大的稳定黑洞将经历一阶相变或者二阶相

变,且一阶相变的不稳定区域满足麦克斯韦的等面积

法则,二阶相变点附近热容临界指数是 2/3. 同样,在

纠缠熵 -温度平面,也讨论了黑洞的相结构. 结果表

明,纠缠熵的相结构和黑洞熵的相结构并不一样,特

别是, 纠缠熵随暗能量态参数的变化趋势也与黑洞

热力学熵完全相反. 但在这种情况下当暗能量参数

的值由小到大变化时, 小黑洞演化到大的稳定黑洞

也经历一阶相变和二阶相变,对于一阶相变,麦克斯

韦的等面积法则始终成立,对于二阶相变,热容的临

界指数也是 2/3.

我们的结果表明, 尽管热力学熵和纠缠熵有某

些相似之处, 热力学熵可能起源于纠缠熵 [39], 但并

不是在所有情况下, 纠缠熵都具有与热力学熵完全

类似的性质, 弄清楚他们间的区别和联系值得我们

进一步探索.
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Holographic phase transition for a black hole in the
background with dark energy
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In the background with dark energy, we investigate the phase structure of thermodynamic entropy and entanglement entropy.
We investigate respectively the effect of the charge and state parameters of the dark energy on the phase structure of the
black hole. For a fixed state parameter of dark energy, as the value of the charge increases, the phase structures of the
thermodynamical entropy and the entanglement entropy are similar as that of the Van der Waals phase transition. That is, the
black hole undergoes the first order phase transition and second order phase transition successively and reaches to a stable
state at last. For a fixed charge, as the state parameter of dark energy increases, the phase structures of the thermodynamical
entropy is not similar to the entanglement entropy. Especially, the tendency of the change of entanglement entropy with
respect to the state parameter is opposite to the thermodynamic entropy. The same is that the black hole undergoes the first
order phase transition and second order phase transition successively as the state parameter of dark energy increases. For
the thermodynamics entropy and entanglement entropy, we find Maxwell’s equal area law holds for the unstable region of
the first order phase transition, and the critical exponent of the heat capacity is 2/3 near the critical points of the second
order phase transition.
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