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摘要 本文简要地介绍了本文作者及其合作者最近几年在非球对称情形箍猜想研究方面的若干进展.
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1 引言

Einstein 建立广义相对论的一个根本出发点是将引力几何化, 用弯曲的时空来刻画宇宙. 众所周

知, Einstein 引力场方程

R̃µν − 1

2
R̃g̃µν = 8πTµν (1.1)

是一个有关时空度规的二阶非线性偏微分方程组, 求解是一件相当困难的事情.

在无法直接求解 Einstein 引力场方程时, 如何研究时空的几何? 我们可以对时空的一些重要物理

量 (如能量、质量和角动量等) 给出估计. 一个经典的例子就是广义相对论中有着基本重要性的正能

量猜想 [1–3]. 正能量猜想是说满足主能量条件 (dominant energy condition) 的渐近平坦时空, 其 ADM

(Arnowitt-Deser-Misner) 总能量 [4] 一定大于总动量. 这个定理可以看成是内部正则 (无黑洞) 孤立引

力系统的总质量下界估计.

广义相对论预言了黑洞的存在. 著名的 Hawking-Penrose 奇点定理告诉我们, 在合理的物理条件

下, 如果存在封闭的陷俘面 (trapped surface) [5], 那么这个时空必定是非类空测地不完备的 [6]. 对于带

黑洞的渐近平直时空, Penrose [7] 于 1973 年提出, 时空的 ADM 总质量下界可以由所有黑洞的最外部

(outermost) 视界 (horizon) 面积之和来控制. 这就是 Penrose 猜想, 它与所谓的宇宙监督假设颇有渊

源. 数学家严格证明了时间对称 (time-symmetric) 情形下 Penrose 猜想是成立的, 相应的不等式也称

为 Riemannian Penrose 不等式 [8, 9]. 但是一般情形下的 Penrose 猜想至今仍未得到证明.
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另一方面, 人们相信, 在某个有限区域内, 如果物质或者质量充分地聚集, 那么引力坍塌最终必将

导致黑洞的形成. Thorne [10] 于 1972 年提出了以下箍猜想 (hoop conjecture):

Horizons form when and only when a mass M gets compacted into a region whose circumference C

in every direction is C . 4πM .

Thorne 在箍猜想中所指的是事件视界 (event horizon), 它涉及时空演化的整个历史. 表观视界

(apparent horizon) 可以视为事件视界的准局域体现. 陷俘面在时间上是 “局部” 的.

Seifert [11] 于 1979 年提出了一个更为具体化的陷俘面猜想 (trapped surface conjecture):

Any mass that is concentrated within a sufficiently small diameter can be surrounded by a trapped

surface.

箍猜想 (或者陷俘面猜想) 可以看作对 “好的” 时空的质量上界估计, 即 “正常的” 星体不能太稠

密 (质量不能大过某个 “箍尺寸”), 否则它就会坍塌. 显然, 人们对以上表述是不满意的. 以上表述故

意模糊了关于 “周长 (circumference)/直径 (diameter)” 与 “质量 (mass)” 的概念. 球对称情形时, “周

长” 自然可以定义为

C = 2πR,

其中 R =
√
Area/4π 为 “面积半径”. 球对称情形下箍猜想的结果可参见文献 [12, 13].

但在一般情形下, 如何定义合理的 “周长” 是一个非常困难的问题 [14]. 此外, 引力理论中有各种

不同的质量定义, 如 Arnowitt-Deser-Misner 质量 [4]、Brown-York 质量 [15] 和 Hawking 质量 [16] 等.

在去掉时空对称性的情形下, Schoen 和 Yau [17] 证明了一个关于物质聚集产生视界的定理. 他们

引入了一个非常复杂的尺度概念, 这里暂且记为 RSY . Schoen- 丘成桐半径 RSY 的定义很抽象, 它用

来刻画区域内最大嵌入环面. 对于一般形式的时空度规, 要显式写出或精确计算 RSY 几乎是不可能

的. 在 Schoen与丘成桐的证明中,视界的形成来源于 Jang方程 [18] 的爆破 (blow up). 但是,当时空外

曲率 (extrinsic curvature)很小或者时间对称时, Jang方程是存在整体解的. 在这些情形下, 通过 Jang

方程爆破产生视界的机制是不适用的.

第 3 节将介绍 Khuri 和本文作者的工作 [19]. 为了克服以上困难与不足, 我们将在时空对称性与

显式表达箍尺寸之间寻求平衡. 在轴对称的情形下, 我们建立并证明了关于物质聚集的能量 - 动量不

等式, 并且给出了产生视界或者陷俘面的定理. 我们的结果包含了时间对称这个重要的情形.

Gibbons 等曾经试图用 Birkhoff 不变量作为箍尺寸来解决关于 ADM 总质量的箍猜想 [20, 21]. 然

而, Mantoulidis 和 Schoen [22] 在时间对称真空初始数据集中构造了反例. 注意到 ADM 总质量是定

义在类空无穷远的, 本文作者与其合作者认为, 用准局域质量 [23] 来刻画视界更为合适 [13, 24]. 最近,

Barrow 和 Gibbons [25] 根据我们的建议, 重新叙述了箍猜想.

第 4 节将介绍 Malec 和本文作者的工作 [24]. 考虑具有等势叶状结构的共形平坦空间. 我们证明

了此情形下关于 Brown-York 准局域质量的箍猜想, 得到了关于 Brown-York 准局域质量与静止质量

的比较定理, 并且刻画了更为精细的 “箍尺寸”. 这个结果本质性地推广了本文作者与其合作者关于球

对称情形 Brown-York 质量的箍定理 [13].

需要指出的是, 除了物质聚集的情形, 真空也能产生陷俘面 [26, 27].

本文采用光速 c 与 Newton 万有引力常数 G 为 1 的几何单位制, 并且不考虑宇宙学常数项. 我

们还约定时空度规的号差为 (−,+,+,+), 用希腊字母 α, β, γ, . . . 表示 4 维时空指标, 用小写拉丁字母

i, j, k, . . . 表示 3 维空间指标, 用大写拉丁字母 A,B, . . . 表示 2 维曲面相应的指标.
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2 预备知识

设时空 (N3,1, g̃µν) 满足 Einstein 引力场方程 (1.1). 设 (M3, gij ,Kij) 是一个类空 (spacelike) 超曲

面, 其中 gij 和 Kij 分别是 M 的诱导度规和外曲率. 用 ρ 和 J i 分别表示物质场的能量密度 (energy

density) 和动量密度 (momentum density), 则 Cauchy 面 M 的约束方程 (constraint equations) [28] 可

以写成

16πρ = R(g)− [KijK
ij − (trK)2], 8πJ i = ∇j [K

ij − (trK)gij ]. (2.1)

本文始终假设时空满足主能量条件,

ρ >
√
J iJi. (2.2)

特别地,当 Cauchy面的外曲率 Kij = 0时,称初始数据集 (M3, gij ,Kij)是时间对称的. 当 trK = 0时,

称初始数据集 (M3, gij ,Kij) 是极大的 (maximal). 在这两种情形下, 主能量条件 (2.2) 都蕴含着 R(g)

> 0.

记 nµ 为 Cauchy面 M 指向未来 (future directed)的类时 (timelike)单位法向量场. 记 Σ2 为初始

数据集 (M3, gij ,Kij) 中的一个封闭的 2 维曲面. 用 mµ 表示 Σ 在 M 中向外 (outward pointing) 的单

位法向量场.

取 Σ 上两个零向量场 (null vector fields) lµ± = nµ ±mµ, 这里的下标 + 和 − 分别表示 “向外” 和

“向内”. 记 Hµ 为闭曲面 Σ2 在时空 N3,1 中的平均曲率向量场 (mean curvature vector field). 称

θ± = −Hµl
µ
± (2.3)

为 Σ 沿着类光方向 lµ± 的零展开 (null expansion). 通过一些计算可以得到

θ± = ±H −Kijm
imj + trK, (2.4)

其中 H 是曲面 Σ 在 M 中的平均曲率 (mean curvature):

H = ∇im
i =

1√
detg

∂i(
√
detgmi). (2.5)

定义 2.1 称曲面 Σ 是 (向外) 陷俘的, 如果曲面 Σ 上处处成立 θ+ < 0; 称曲面 Σ 为表观视界,

如果曲面 Σ 上处处成立 θ+ = 0.

注 2.1 设 V 是一个变分向量场, 则有面积第一变分公式 [29]

δV |Σ| = −
∫
Σ

HµVµdΣ. (2.6)

因此零展开是度量 Σ 上射出的光线发散程度. 零展开为负表示时空中曲面发射出来的光束是汇聚的,

显示这个曲面附近有很强的引力场. 所谓黑洞, 就是指无法与类光无穷远建立因果关系的时空区域,

它的边界被称为事件视界. 表观视界则可以看成是事件视界的准局域体现.

3 轴对称空间物质聚集能量 - 动量不等式

箍猜想 (或陷俘面猜想) 可以比较严格地表述成以下数学命题:

设 Ω3 是时空 (N3,1, g̃µν) 中一个具有紧致闭包和光滑边界的类空区域. 我们进一步假设时空

(N3,1, g̃µν)满足适当的能量条件,则存在一个普适常数 (universal constant) C > 0,使得: 如果 Mass(Ω)
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> C · Size(Ω), 那么区域 Ω 必包含视界或陷俘面, 其中 Mass(Ω) 是量化区域 Ω 所含物质多少的某种质

量, Size(Ω) 是刻画区域 Ω 大小的某种 “箍尺寸”.

本节假设时空具有轴对称性. 轴对称是球对称的自然推广. 轴对称时空的等距群含有一个与 U(1)

同构的子群, 相应的物理量在 U(1) 群作用下是不变的. 记 η 为轴对称性所对应的 Killing 向量场, 则

Lηg = LηK = 0, Lηρ = 0, LηJ = 0, (3.1)

其中 L 表示 Lie 导数.

设 (M3, gij ,Kij) 是渐近平坦的轴对称 Cauchy 面, 其上存在整体的 Brill 坐标系 (ρ, z, ϕ). 空间诱

导度规可以写成

g = e−2U+2α(dρ2 + dz2) + ρ2e−2U (dϕ+Aρdρ+Azdz)
2, (3.2)

其中 Killing 向量场 η = ∂
∂ϕ , U、α、Aρ 和 Az 都是不依赖于角变量 ϕ 的函数.

Brill坐标的整体存在性蕴含了一个拓扑结论.如果M 是单连通的,那么M 必定同胚于 R3. 因此,

模掉对称性后,轨道空间 M/U(1)同胚于 (右)半平面. 我们将这个典则的投影记为 Π : M → M/U(1).

设 Ω 是 M 中具有紧致闭包和光滑边界的轴对称区域. 引入两个如下 “箍尺寸”:

l = 2πmin
Ω

|η|, L = 2πmax
Ω

|η|. (3.3)

它们分别是 Ω 内轴对称轨道长度的最小值和最大值. 我们进一步假设 Ω 不接触对称轴, 即 l > 0.

Khuri和本文作者 [19] 得到了一个关于物质场能量 - 动量的上界估计. 我们的结果表明, 对于一个

固定尺寸的区域, 如果它包含了太多的物质场, 那么必定会发生引力坍塌.

定理 3.1 (参见文献 [19, 定理 2.1]) 设 (M3, gij ,Kij) 是轴对称的单连通 Cauchy 面. 设 Ω 是 M

中具有紧致闭包和光滑边界的轴对称区域,并且 Ω不接触对称轴. 如果主能量条件 (2.2)成立,并且 Ω

的边界 ∂Ω 是强非陷俘 (strongly untrapped) 的, 即 H∂Ω − |Tr∂ΩK| > 0, 那么,

(1) 若 Ω 不包含表观视界, 则∫
Ω

(ρ− |J |)dωg +
L

8πl

∫
∂Ω

(H∂Ω − |Tr∂ΩK|)dσg 6 L2

4l
χ(Π(Ω)); (3.4)

(2) 若 ∫
Ω

(ρ− |J |)dωg +
L

8πl

∫
∂Ω

(H∂Ω − |Tr∂ΩK|)dσg >
L2

4l
χ(Π(Ω)), (3.5)

则 Ω 必包含表观视界,

其中 χ(Π(Ω)) 表示 Ω 在轨道空间中投影像的 Euler 示性数.

注 3.1 事实上, 定理 3.1 还给出了 Ω 的拓扑限制. 假设主能量条件 (2.2) 成立, 并且 Ω 的边界

∂Ω 是强非陷俘的, 那么不等式 (3.4) 蕴含着 χ(Π(Ω)) > 0. 由曲面分类定理进一步知道 χ(Π(Ω)) = 1,

Π(Ω)同胚于圆盘,即 Ω必定同胚于一个实心的圆环.这时,我们可以显式地写出用来刻画物质场能量 -

动量上界的 “箍尺寸” Size(Ω) = L2

4l .

定理 3.1 的证明基于轨道空间 M/U(1) 上某种稳定性和广义 Jang 方程 [30, 31] 的爆破分析. 有兴

趣的读者可以参见文献 [19, 第 3 和 4 节].

在时间对称 (Kij = 0) 的情形下 (或者 Cauchy 面是极大的情形, trK = 0), 定理 3.1(2) 是没有意

义的. 这时广义 Jang方程存在整体解,我们需要用别的方法来建立生成视界或者陷俘面的定理. 注意

到这时主能量条件 (2.2) 蕴含着 Cauchy 面具有非负数量曲率, R(g) > 0.
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定理 3.2 (参见文献 [19, 定理 5.1]) 设 (M3, gij) 是轴对称的单连通 Cauchy 面. 设 Ω 是 M 中

具有紧致闭包和光滑边界的轴对称区域, 并且 Ω 不接触对称轴. 进一步假设 (M3, gij) 具有非负的数

量曲率, R(g) > 0.

(1) 如果 ∂Ω 具有非负的平均曲率 H > 0, 那么,∫
Ω

Rdωg + 2

∫
∂Ω

Hdσg 6 4πLχ(Π(Ω)); (3.6)

(2) 如果 ∫
Ω

Rdωg > 4πLχ(Π(Ω)) +
L

π
|∂Ω| osc(H|η|−1), (3.7)

那么 ∂Ω 是陷俘面.

其中 |∂Ω| 表示边界 ∂Ω 的面积, osc(f) = max f −min f 表示一个函数的振幅 (oscillation).

注 3.2 在时间对称的情形, M(Ω) :=
∫
Ω
ρdωg =

∫
Ω
Rdωg/16π 称为静止质量 (rest mass)1). 它是

用来刻画区域 Ω 内所含物质多少的一个准局域量. 定理 3.2 的物理意义是, 在固定尺寸的区域内, 物

质高度聚集必然会产生陷俘面.

4 具有等势叶状结构的共形平坦空间箍猜想

本节介绍轴对称时空中关于物质聚集的箍型定理. 球对称是轴对称的特殊情形. 另一方面, 球对

称度规是共形平坦的. 本节将考虑具有等势叶状结构的共形平坦 Cauchy 面, 并且假设它是时间对称

的. 具体地, 假设有界带边区域 (Ω3, g) 满足以下条件:

(1) g 是共形平坦的, 即存在正函数 f 使得 gij = f4ĝij , 其中 ĝij 是标准的 Euclid 度规;

(2) Ω 上存在等势叶状结构,

g = f4(σ)[ĝσσdσ
2 + ĝABdx

AdxB ], A,B = 2, 3, (4.1)

其中 σ > 0 并且 f 的每一个水平集都是凸的. 这里 x2 和 x3 是拟角变量 (quasi-angle variable);

(3) 边界 Σ := ∂Ω = {σ = σ0}.
满足以上条件 (1)–(3) 的空间是球对称空间的自然推广. 文献 [26, 34–36] 研究了这类空间关于静

止质量的箍型定理. 这些结果可以表述为, 如果 M(Ω) > D(Ω), 那么会有陷俘面产生, 其中 D(Ω) 是刻

画区域的某个箍尺寸.

设 p 是时空 (N3,1, g̃) 中的一个事件. 众所周知, 存在 p 的一个邻域 U 和局部坐标系 {xµ} 使得
g̃µν |p = ηµν = diag(−1, 1, 1, 1), 并且 ∂g̃µν

∂xα |p = 0. 这样的坐标系称为 Riemann 法坐标系. 根据相对性

原理知, 引力场的能量或质量无法逐点地 (pointwisely) 来定义. 如何将能量或者质量局域化是引力理

论中的一个难题. 后来, 物理学家引入了准局域 (quasi-local) 的想法, 致力于量化有界区域内所含能量

或质量的多少. 但是, 迄今为止, 人们还未找到一个令人满意的答案. 已知的十几种不同的准局域能量

或质量定义, 都夹杂着优点和缺陷 [23].

1993 年, Brown 和 York [15] 引入了下面这个准局域质量概念. 它与曲面的平均曲率紧密相关, 并

且能很好地刻画时间对称有界区域所含物质多少 [37,38].

1) 本文中 “静止质量” 一词取自文献 [32, 等式 (6)]. 它不同于文献 [33, 注 5.1] 所定义的静止质量.
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设有界区域 (Ω3, g) 的边界 Σ := ∂Ω 具有严格正的 Gauss 曲率. 我们可以等距地将 Σ 嵌入到标准

的 Euclid 空间 R3 中并将其像记作 i(Σ). Brown-York 质量则定义为

mBY(Σ, g) =
1

8π

∫
Σ

(H0 −H)dΣ, (4.2)

其中 H 是指 Σ 在物理空间 (Ω, g) 中的平均曲率, H0 是指其等距嵌入的像 i(Σ) 在参考空间 R3 中的

平均曲率. 参考空间中的平均曲率 H0 由 Σ 的内蕴几何完全决定.

我们始终假设主能量条件 (2.2) 成立, 因此 R(g) > 0. Malec 和本文作者证明了以下结果.

定理 4.1 (参见文献 [24, 定理 5]) 如果

mBY(Σ, g) >
1

8π

∫
Σ

nσ[(nσH)max − nσH]dΣ+
f2(σ0)π

4
sup l(S(0)) + f2(σ0)

∫ σ0

0

C(s)ds

=: D′(Σ),

(4.3)

那么 Σ 是陷俘面.

这里 ni 是曲面 Σ 关于度规 g 的单位外法向量场, H 是平均曲率;

C(σ) :=
1

8π

(
∂σ

(∫
Σ̂

k̂dΣ̂

))
=

1

8π

(
2

∫
Σ̂

K̂n̂σdΣ̂

)
, (4.4)

k̂、K̂ 和 n̂i 分别表示水平集 Σσ 关于 Euclid度规 ĝ 的平均曲率、Gauss曲率和单位外法向; sup l(S(0))

表示 f 取得最大值之集合关于度规 ĝ 的最大半径.

注 4.1 定理 4.1 的物理意义如下:

(1) 线积分项 f2(σ0)
∫ σ0

0
C(s)ds 代表了质量聚集的 “箍尺寸”;

(2) 面积分项
∫
Σ
nσ[(nσH)max − nσH]dΣ/(8π) 反映了非球对称导致的 “边界效应”;

(3) 半径项 f2(σ0)π sup l(S(0))/4 由共形因子 f 在整个区域上的行为决定, 可以看作是由非球对

称导致的 “整体偏移”.

和式
1

8π

∫
Σ

nσ[(nσH)max − nσH]dΣ+
f2(σ0)π

4
sup l(S(0)) (4.5)

刻画了非球对称性情形下产生陷俘面所需要的额外能量补偿.

此外, Malec 和本文作者还证明了一个关于 Brown-York 准局域质量和静止质量的比较定理.

定理 4.2 (参见文献 [24, 定理 4]) 具有等势叶状结构的共形平坦空间中, mBY(Σ, g) 6 M(Ω).

一个自然的问题是, 定理 4.1 中的 “箍尺寸” D′(Σ) 是否比文献 [26,34–36] 中刻画区域大小的 “箍

尺寸” D(Ω) 更为精细 (refined)? 答案是肯定的. 这是因为, 由极值原理知, 共形因子 f 关于变量 σ 是

单调的, 即 0 6 σ 6 σ0, f(σ) > f(σ0). 因此, 半径项 f2(σ0)π sup l(S(0))/4 和箍项 f2(σ0)
∫ σ0

0
C(s)ds 分

别小于文献 [36] 中刻画 D(Ω) 所对应的项 f2(0)π sup l(S(0))/4 =: πrad(0)/4 和
∫ σ0

0
f2(s)C(s)ds.

回到球对称情形, (4.5) 中所有的项都为零, C(s) ≡ 1, f2(σ0)
∫ σ0

0
C(s)ds 即为曲面的面积半径. 定

理 4.1 与文献 [13] 中的结果一致.

5 结语与展望

本文简要地介绍了本文作者及其合作者最近几年在非球对称情形箍猜想研究方面的若干进展.
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Khuri 和本文作者 [19] 在轴对称时空中建立了关于物质聚集的能量 - 动量不等式. 人们自然会问,

不等式 (3.4) 或 (3.6) 是不是最优的? 目前我们还没有找到例子使得以上不等式的等号成立. 最近, 本

文作者与其合作者 [39] 在常密度静态恒星模型中显式地构造了极小的 Clifford环面. 这时,不等式 (3.6)

可以等价地写成
2M(Ω)

πL̂
+

1

4π2L̂

∫
∂Ω

Hds 6 1, (5.1)

其中 L̂ = L
2π . 我们通过计算发现, 针对这些例子, 不等式 (3.6) 即为 0.75 < 1. 这个估计精度在数量级

上已经达到最优.

引力物理学家发现, 除了物质聚集, 高速旋转的星体同样能产生黑洞 [40–42]. 这自然引出了带有角

动量的箍猜想. 乍眼一看, 读者可能会有疑虑. 基于 Newton 力学的直观图像暗示, 高速旋转的物体应

该更容易向外飞出去而不是发生引力坍塌. 事实上, 在广义相对论的框架下, 能量条件保证了角动量

聚集的同时, 物质也在剧烈地聚集, 从而促使引力坍塌的发生. 在某个比主能量更强的质量分布条件

下, Khuri 和本文作者也证明了一个关于角动量的箍型定理 [19, 定理2.2]. 人们进而要问, 在标准的主

能量条件下, 关于角动量的箍猜想是否仍然成立?

Malec 和本文作者 [24] 证明了具有等势叶状结构的共形平坦空间关于 Brown-York 质量的箍猜想.

那么关于其他准局域质量, 相应的箍猜想又应该如何表述?

箍猜想是广义相对论中备受关注的重要研究课题之一,它与被称为宇宙监督假设的美好愿望有着

密切的联系. 箍猜想的研究现状离建立完整统一的数学表述这个目标还有很遥远的距离. 但是, 我们

或许可以根据不同的需要, 给出相应情形的数学表述并用几何分析的方法严格地证明.
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