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经典 Mie 散射的数值计算方法改进

沈建琪，刘 蕾

(上海理工大学 理学院，上海 200093)

摘 要：在光散射颗粒测量技术中，M ie散射理论的计算非常重要。

本文介绍一种改进的 M ie散射数值计算方法，通过对 M ie散射系数

进行重新构造，找到参量来控制 M ie计算的收敛和计算精度。对各

有关参量选用合适、稳定的递推关系进行计算。数值计算结果表明

该方法具有快速、稳定的优点，可以在极大的颗粒粒径和折射率范

围内得到合理结果。
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An Improved Algorithm of Classical Mie

Scattering Calculation

SH EN Jianqi,LIU Lei
(SchoolofScience, U niversity ofShanghaiforScience and Technology,

Shanghai200093,China)

A bstract: The calculation ofthe classicalM ie theory is very im portantfor

particle size analysis.In the work,an im proved algorithm ofM ie scattering

calculation ispresented.By re-constructing the M ie scattering coefficients,

a param eter is found to controlthe convergence and the precision ofthe

M ie calculation. The related param eters are calculated by m eans ofthe

properdownward orupward recurrencesrespectively, which are proved to

be very fastand stable. N um ericalcalculation shows thatthe algorithm is

efficient,reliable and robustin an extrem ely wide range ofparticle size and

refractive index.

K ey w ords:M ie scattering;num ericalcalculation;algorithm

M ie散射理论是光散射颗粒测量技术的基础，在

动力、冶金、化工、医药、环保、大气等多方面有着广

泛应用[1]。因此，快速、准确和适用范围广的数值计算

方法显得非常重要。几十年来，国内外有许多学者对

M ie散射的计算方法进行了研究并发表了不少论文。

其中最重要的工作有 Dave[2~4]、Lentz[5]和 W iscom be[6~7]

等。近十多年来，国内学者也相继发表了一些研究成

果[8-13]。然而，有关 M ie散射的计算还没有完全得到解

决，仍在继续发展之中[14-16]。本文中对 M ie散射数值

计算方法进行讨论并提出一种改进算法。

1 M ie理论简介

M ie理论是均匀介质球形颗粒在单色平面波

照射下远场散射的精确解，其主要物理量有消光系

数 kext、散射系数 ksca、吸收系数 kabs、散射振幅函数 S 1

和 S 2等

kext=
2

!
2

!

n = 1
!(2n +1)R e(an+bn ) （1）

ksca=
2

!
2

!

n = 1
!(2n +1)(│an│2+│bn │2 ) （2）
kabs = kext-ksca （3）

S1（" ）=
!

n = 1
! 2n +1
n (n +1)
[an# n (" )+bn$ n (" )]（4）

S2（" ）=
!

n = 1
! 2n +1
n (n +1)
[an$ n (" )+bn# n (" )]（5）

其中，无因次参数 ! (=# x /% )由颗粒的粒径 x
和入射光波长 % 定义，M ie系数 an和 bn 与 ! 和复
折射率 m =m Re (1-i& )有关

an=
’ n(! )ψ!n (m ! )-mψ!n (! )ψn (m ! )
ξn(! )ψ!n (m ! )-mξ!n (! )ψn (m ! )

（6）

bn=
mψn(! )ψ!n (m ! )-ψ!n (! )ψn (m ! )
mξn(! )ψ!n (m ! )-ξ!n (! )ψn (m ! )

（7）

这里 ’ n（Z） 和 ξn（Z）是 Ricatti-Bessel函
数，满足以下递推关系：

’ n（Z）= 2n -1
Z
ψn-1（Z）-ψn-2（Z） （8）

’ !n（Z）= - n
Z
ψn（Z）+ψn-1（Z） （9）

! ! ( n（Z）= 2n -1
Z
ξn-1（Z）-ξn-2（Z） （10）

( !n（Z）= - n
Z
ξn（Z）+ξn-1（Z） （11）

和初始值：
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! -1（Z）= cosZ （12）

! 0（Z）= sinZ （13）

" -1（Z）= cosZ -isinZ （14）

" 0（Z）= sinZ +icosZ （15）

参数 Z 可以是 # 或者 m # 。光散射强度函数
i1 ($ )和 i2 ($ )可以从散射振幅函数求得：

i1 ($ )=│S1($ )│2 （16）

i2 ($ )=│S2($ )│2 （17）

$ 为散射角。与散射光强度有关的函数 % n 和
& n!满足如下递推关系和初始值

& n =% n cos’ -% !n sin2’ （18）

% n = 2n -1
n -1

% n-1 cos’ - n
n-1

% n-2 （19）

% !n =（2n -1）% n-1 +% !n-2 （20）

% 0 = 0 （21）

% 1 = 1 （22）

% !0 =π!10 = 0 （23）

由上可以看出，M ie散射计算的核心是关于散

射系数 an和 bn的计算。在国内早先发表的计算方法

中，散射系数 an和 bn 由以上递推关系和初始值计算
[8-11]，这种方法称作向上递推法。

2 有关 M ie理论计算的讨论

M ie 散射物理量由无穷多个不同阶项之和表

示，由于来自于高阶项的贡献很小，而且随着阶数

的升高不断减小，在实际计算时，可以只取前面 nstop

项。对此，W iscom be给出了一个经验公式[6]!
nstop =# +c# 1/3 +b （24）

其中，c的范围在 4 和 4.05 之间，b 在 1 和 2 之间。

实际计算时，b和 c 的选取与颗粒粒径大小参数 #
有关。

递推公式(8)~(11)只在一定范围内是稳定的。例

如 ! n (Z )，在阶数 n比较高时，由于 ! n- 1 (Z )和 ! n- 2

(Z )都很小，当 2n -1
Z
的数量级为 1 时，由公式(9)得

到的 ! n (Z )就会由于有效位数大大减少出现很大
的误差[14]。数值计算发现，递推公式(8)~(11)出现不

稳定的阶数 n 与 W iscom be给出的 nstop 基本一致[16]。

这就限制了 M ie散射计算在某些情况下的应用 (如

水中的气泡 m = 0.75)。

当计算吸收性大颗粒(( ≠0,# >>1)时，公式

(12)~(15)中自变量 Z =m # 的虚部非常大，以至于会
产生溢出，从而限制了 M ie散射的计算范围。

对此，Lentz做了改进，采用 Ln (m # )=ψ!n (m # )/
ψn(m # )来计算 M ie 系数，并发展了一种连分式算
法[5]。在 Lentz的方法中，M ie散射系数被表示成如下

形式

an =
! n(# )Ln (m # )-mψ!n (# )
ξn(# )Ln (m # )-mξ!n (# )

（25）

bn =! mψn(# )Ln (m # )-ψ!n (# )
mξn(# )Ln (m # )-ξ!n (# )

(26)

这种方法的优点是克服了由于颗粒粒径与折

射率虚部的乘积过大而产生的数据溢出和递推关

系中的不稳定性，从而使计算范围大大扩展。但同

时带来的问题是计算速度大为降低。虽然计算机技

术的发展使该问题得以部分缓解，但在某些场合如

实时测量中显然是不能容忍的。为此，有些学者对

Lentz的方法提出了改进，建议采用向下递推法来计

算Ln(Z )[2~4,14,17,18]

Ln-1(Z )=n /Z-
1
n/Z +Ln (Z )

(27)

这里初始值 Ln*(Z )的计算变得非常重要，对此

许多学者给出了各种不同的计算方法[2,3,14,17~20]。在这

些报道中，初始值 Ln*(Z )的选取带有某种随意性，其

相应的阶数 n *则采用 W iscom be的结果适当放大。

例如有的学者建议用 Ln* (Z )=0 +i0，其阶数 n *取

nstop +15 。然而进一步的研究发现，简单地从这个初

始值开始并不能得到完全正确的结果，比较合理的

方案是先采用 Lentz的连分式方法计算 Ln*(Z )然后

再用向下递推法依次计算低阶项 Ln(Z )[16]。

由上讨论可知，M ie理论数值计算的关键首先

是截止阶数nstop 的合理选取。通常情况下截止阶数

nstop 并不是取得越大越好，这与递推关系的选用有

关。需要指出的是，超出nstop 范围的计算有时会由于

迭代不稳定而导致计算失败。尽管 W iscom be给出

了nstop 的经验公式，但参量 b和 c是分段选择的并且

缺乏直观性。其次是递推关系的选择，选择不同的

递推关系决定了算法的适用范围和运行效率。一个

好的算法应该尽可能地做到有效、精确并且不受颗

粒粒径和折射率范围的限制。

3 改进 M ie散射数值计算算法

散射系数表达式(25)~(26)可进一步表示为

2
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an =A n(! ）·Tan（m ,α) （28）

bn =A n(! ）·Tbn（m ,α) （29）

其中

Tan（m ,α)=
Ln（mα)/m -Ln (α)

Ln（mα)/m -Bn (α)
(30)

Tbn（m ,α)=
m Ln（mα)-Ln (α)

m Ln（mα)-Bn (α)
(31)

A n (! )和 Bn (! )为
A n (! )=ψn (! )/" n (! ) （32）

Bn (! )=ξ!n (! )/" n (! ) （33）

由此，散射系数的计算归结于 Ln (α)、Ln (mα)、

A n (! )和 B n (! )的计算。Ln (α)和 Ln (m α)的计算
可采用向下递推公式(27)实现，其初始值Ln*(Z )和

Ln*(m Z )可由 Lentz连分式方法得到。由于 Ln (Z )的

收敛速度与 Z 和 n 有关，当 n >>│Z│时，Ln (Z )收

敛非常快[16]。因此，初始值Ln*(α )和Ln*(m α)的计算

不会对整个程序的计算速度产生很大影响。

由递推公式（9）~（11）及 A n (! )、Bn (! )和 Ln
(α)的定义可得到 A n (! )和 Bn (! )的向上递推关系
式及其初始值

A n (! )=A n-1 (! )·Bn (! )+n /α
Ln (α)+n /α

(34)

Bn (! )=-n /α+ 1
n /α-Bn- 1 (! )

(35)

A 1 (! )= 1

1+i cosα+αsinα
sinα-αcosα

(36)

B0 (! )=-i （37）

对中间计算结果│A n (! )│、│Tan（m ,α)!和
│Tbn（m ,! )│的分析表明：它们的低阶项呈现剧烈
振荡；当阶数 n 达到一定值以后，│Tan（m ,α)!和
│Tbn（m ,! )│二项的数值变化趋于平缓，而│An(! )!
的数值随着阶数 n 的增大迅速减小 (如图 1 所示)。

因此，截止阶数 nstop 可由!A n (! )│的这种特性决
定。对 ! "(0,100 000)范围内的数值计算分析得到

这与 W iscom be给出的结论基本符合。截止阶

数nstop的选取可根据实际对计算精度的要求来确定。

向下递推计算Ln (! )和Ln (m ! )的出发点n* 取与nstop
相同的数值。

计算结果还表明：向下递推公式(27)和向上递

推公式(34,35)在整个计算范围内始终是稳定的。因

此，本文中提出的 M ie散射计算方法在颗粒粒径和

折射率方面没有受到任何限制。

4 计算实例

用 C++ 语言编程在 2.66 G H z P4 计算机上计

算，截止阶数取 nstop=α+7.5! 0.34+2，表1 和表 2 给出
了部分数值计算结果。表 1 中所示结果与 W is-

com be (M IEV 0)和 Du (M IECPP)所得到的结果完全

一致[7,12]。表 2 中的结果与 Dave(D BM ie)[19 的结果

相符合[19]。

颗颗颗粒粒粒测测测试试试与与与表表表征征征

nstop=

! +7.5! 0.34+2!A n（! ）!<1e -18

! +6!
1/3

+2 !A n（! ）!<1e -12

! +4!
1/3

+1! !!A n（! ）!<1e -6

! +4.88! 0.31 !A n（! ）!<1e -5
{ (38)
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表1 消光系数 kext和散射系数 ksca的计算结果比较

例 m A

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

0.75

0.75

0.75

0.75

1.33-i1e-5

1.33-i1e-5

1.5-i

1.5-i

1.5-i

1.5-i

10-i10

10-i10

10-i10

0.099

0.101

10

1 000

100

10 000

0.055

0.056

100

1 000

1

100

10 000

7.417 86e-5

8.033 54e-6

2.232 26

1.997 91

2.101 32

2.004 09

0.101 491

0.103 347

2.097 50

2.004 37

2.532 99

2.071 12

2.005 91

7.417 86e-5

8.033 54e-6

2.232 26

1.997 91

2.101 32

2.004 09

0.101 491

0.103 347

2.097 50

2.004 37

2.532 99

2.071 12

2.005 91

7.417 86e-5

8.033 54e-6

2.232 26

1.997 91

2.096 59

1.723 86

1.131 69e-5

1.216 31e-5

1.283 70

1.236 57

2.049 41

1.836 79

1.795 39

7.417 86e-5

8.033 54e-6

2.232 26

1.997 91

2.096 59

1.723 86

1.131 69e-5

1.216 31e-5

1.283 70

1.236 57

2.049 41

1.836 79

1.795 39

M IEV 0

M IECPP
本文中方法

M IEV 0

M IECPP

kext ksca

本文中方法

表 3给出了相应计算所需的 CPU 时间。其中向

上递推法中迭代方式采用递推公式(8)~(11)和初始

条件(12)~(15)；Lentz连分式法指 Ln (m ! )的计算采
用 Lentz提出的连分式计算，其余参数的计算与向

上递推法相同，散射系数的计算采用公式(25~26)；

本文中方法的计算由公式(27~38)完成。

除了例(4)、(10)、(12)、(13)、(16)和(17)外，用不同

方法计算得到的结果相互一致。例(4)是折射率小于

1 的情况，由前面讨论可知，计算 " n (Z )的向上递
推关系在 n = Z + cZ 1/3 + b 处开始失败。因此当折射

率小于 1 时，" n! (m ! )在 n! <! stop 时已经得不到可
靠的值。例 (10)、(12)、(13)、(16)和(17)的情况颗粒粒

径较大,而且均为吸收性颗粒，因此 " "n（m ! ）和
" n(m ! )在迭代过程中产生溢出导致计算失败。比
较 3种计算方法所需 CPU 时间发现，向上递推法运

算最快，本文中介绍的方法所需计算时间与向上递

推法基本一致。Lentz连分式法最费时，对于较大的

非吸收性颗粒，Lentz连分式法所需的计算时间是其

他两种方法的几百倍甚至几千倍 (见表 3 中例

(15)）。从计算的精度和适用范围来说，本文中介绍

的方法与 Lentz连分式法基本一致。在很大范围内

改变颗粒粒径和折射率参数进行大量计算，没有发

现失败的情况。

本文中介绍的 M ie散射数值计算法兼顾了运算

速度、计算精度及可计算的颗粒粒径与折射率范围

这 3个方面。

5 结 论

本文中提出了一种改进的 M ie散射数值计算方

法，采用 A n(α)、Bn(α)、Ln (α)和 Ln (m ! )来重构散
射系数 an 和 bn（由公式（28）~（37）表示）。由此，

M ie散射的级数收敛问题归结到对 A n(α)数值大小

的判断。文中给出了几个不同精度要求所对应的截

颗颗颗粒粒粒测测测试试试与与与表表表征征征

例 m !

(14)

(15)

(16)

(17)

1.342

1.50

1.342-i0.1

1.50-i0.1

1 570.796 3

25 000

1 570.796 3

25 000

2.012 94

2.002 35

2.014 45

2.002 32

2.012 945

2.002 352

2.014 449

2.002 323

0

0

0.933 54

0.906 41

0

0

0.933 544

0.906 409

D BM IE 本文中方法 DBM IE 本文中方法

kext kabs

表 2 消光系数 kext和吸收系数 kabs的计算结果比较
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*例(4)向上递推法计算得到的结果与其他两种方法计算得到的

结果稍有差异，例(10)、(12)、(13)、(16)和(17)向上递推法计算失败。

止阶阶数 nstop 的选取方法。对 A n(α)、Bn(α)、Ln (α)和

Ln (m ! )的计算根据各自的规律分别选用相应的递
推关系。Ln (α)和 Ln (m ! )的计算采用向下递推法，
其初始值由 Lentz的连分式方法得到；A n (α) 和 Bn

(α)由向上递推法计算。数值计算表明，这些递推关

系在整个计算范围内是稳定的，所得结果与前人的

工作相符。该方法兼顾了可计算范围、运算速度和

精度这几个方面。数值计算表明：可运算范围没有

受到颗粒粒径和折射率参数的限制；运算速度快，

即使在颗粒粒径参数 ! 达到数万的情况下仍然能
在几十毫秒内完成计算并得到准确结果。
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表 3 不同计算方法所需 C PU 时间比较

颗颗颗粒粒粒测测测试试试与与与表表表征征征

(1)

(2)

(3)

(4)*

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)*

(11)

(12)*

(13)*

(14)

(15)

(16)*

(17)*

9.28e-6

9.45e-6

3.70e-5

1.93e-3

2.40e-4

1.88e-2

1.32e-5

1.33e-5

2.47e-4

-

2.04e-5

-

-

2.99e-3

4.72e-2

-

-

1.95e-5

1.91e-5

2.29e-4

2.51e-1

1.04e-2

6.51e+1

2.36e-5

2.28e-5

6.37e-3

1.05e-1

1.78e-4

2.14e-2

6.80e+0

1.65e+0

4.66e+2

5.88e-1

2.07e+1

1.55e-5

1.58e-5

5.73e-5

1.80e-3

2.60e-4

1.87e-2

1.39e-5

1.41e-5

2.55e-4

1.80e-3

3.41e-5

3.35e-4

1.71e-2

3.03e-3

4.87e-2

2.80e-3

4.14e-2

例 向上递推法 Lentz连分式法 本文中方法
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