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摘要 数独是一个难以求解的整数规划问题, 可以通过实数编码的方式去除整数约束的限制, 将整数

规划模型转化为一个 ℓ0 范数极小化模型. 已有算法大多是求解松弛的 ℓ1 范数极小化模型, 只能求解

部分数独问题. 本文证明对于数独这样一个特殊的问题, ℓq (0 < q < 1) 范数极小化模型等价于 ℓ0 范

数极小化模型, 同时用 ℓ1/2-SLP (sequential linear programming)算法求解 ℓ1/2 范数极小化模型. 数值

实验表明该方法可以求解更多的数独问题, 本文从时间和成功率两方面验证了算法的高效性.
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1 引言

“稀疏优化” 中的 “稀疏” 指的是变量中绝大多数元素为 0. 近年来, 在信号与图像处理 [1]、压缩

感知 [2, 3]、统计 [4] 和机器学习 [5] 等领域涌现出了大量的优化问题,其特点为优化变量具有某种稀疏结

构, 利用稀疏结构设计算法能加快大规模优化问题的计算速度.

求解稀疏优化模型的算法大致分为 3 类: (1) 直接或近似求解 ℓ0 极小化模型; (2) 将 ℓ0 范数凸

松弛为 ℓ1 范数并求解; (3) 将 ℓ0 范数松弛为非凸的 ℓq (0 < q < 1) 范数并求解. 直接求解 ℓ0 范数极

小化模型主要是贪婪算法, 包括各类匹配追踪 (matching pursuits, MP) 算法 [6] 和各类正交匹配追踪

(orthogonal matching pursuit, OMP) 算法 [7, 8]. 迭代硬阈值 (iterative hard thresholding, IHT) 算法 [9]

也是求解 ℓ0 范数极小化模型的有效算法. 近似求解 ℓ0 范数极小化模型主要是用各种光滑的函数近

似 ℓ0 范数 [10, 11]. Candès 等 [12–14] 证明了在一定条件下 ℓ0 极小化模型与 ℓ1 极小化模型概率等价,

所以求解 ℓ0 极小化可以凸松弛为求解 ℓ1 极小化. 求解 ℓ1 极小化有许多高效算法, 如投影梯度算

法 (projected gradient method, PGM) [15, 16]、快速迭代阈值算法 (fast iterative shrinkage-thresholding

algorithm, FISTA) [17]、交替方向乘子方法 (alternating direction method of multipliers, ADMM) [18] 和
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Bregman 算法 [19] 等. Gorodnitsky 和 Rao [20] 提出用 ℓq (0 < q < 1) 范数来松弛 ℓ0 范数, 与 ℓ1 范数松

弛相比, 虽然 ℓq (0 < q < 1) 范数可以得到更加稀疏的解, 但是 ℓq (0 < q < 1) 范数的非凸性增大了求

解该问题的难度. 目前求解 ℓq (0 < q < 1) 范数极小化模型的方法主要有仿射缩放方法 (affine scaling

methodology, ASM) [21, 22] 和迭代调整权值最小二乘 (iteratively reweighted least squares, IRLS) [23], 还

有求解 ℓ1/2 范数的半迭代阈值算法
[24].

数独是一种数字填充游戏,起源于 18世纪大数学家 Euler研究的拉丁矩阵. 数独有 9× 9的方格,

玩家需要在这 81 个方格里填上数字, 游戏开始时有一些格子已经给出提示的数. 玩家需要填写 1 到

9的数字到格子中,保证每一行每一列都没有重复的数字,同时 9个 3× 3的九宫格也要保证没有数字

重复, 1 到 9 的数字各一个, 数独游戏保证解的存在性和唯一性. 文献 [25] 提出了一种编码方式将数

独问题用 ℓ0 极小化模型刻画, 并松弛为 ℓ1 极小化模型. 文献 [26] 用 ℓ1 极小化模型求解提示数为 24

(81 个方格中有 24 个方格中的数字已经给出) 以上的数独问题达到了 100% 的成功率, 但数独问题不

符合 ℓ1 模型和 ℓ0 模型等价的条件, 在求解提示数为 17 的数独问题 (最难数独) 时, 文献 [26] 中的算

法达到了 86.4% 的成功率 (求解数量为 1,000 个). 本文用 ℓ1/2 模型代替 ℓ0 模型, 同时用 ℓ1/2-SLP 方

法求解 ℓ1/2 模型, 在求解 45,567 个数独 (提示数为 17) 时, 达到了 95.69% 的成功率, 更快更好地求解

了数独问题.

2 背景及模型建立

我们将数独的解看成是一个 9 × 9 矩阵 X, Mij 表示 X 的已经确定的数即提示数的值, 每一行、

每一列和每一个九宫格都是由 1 到 9 组成且每个数字出现一次.

该问题是一个整数规划问题, 文献 [25] 给出一种编码策略, 可以松弛该问题中的整数约束限制.

我们先将矩阵 X 转化为向量 vec(X),其中 vec(X)表示将 X 的元素按列拉直,即矩阵 X 为 9× 9

矩阵, 则 vec(X) = [X11, . . . , X91, X12, . . . , X92, . . . , X19, . . . , X99]
T, 再将 vec(X) 中的每个元素 Xij 按

照以下方式实数编码转化, 则得到的一个 729× 1 的列向量, 记为 x.

我们将 1 到 9 的每一个整数都用一个 9 维列向量来表示, 向量的每个元素都是 0 到 1 的实数,

vec(X) 的每一个元素 Xij 都可以表示为 [Xij1 Xij2 Xij3 Xij4 Xij5 Xij6 Xij7 Xij8 Xij9]
T, 若 Xij = k,

则 Xij 所对应的 9 位编码中 Xijk = 1, 其余分量均为 0. 数字 1 到 9 的编码见表 1. 由此可得到 x =

[X111, . . . , X119, X211, . . . , X219, . . . , Xij1, . . . , Xij9, . . . , X991, . . . , X999]
T. 设 In 表示 n 阶的单位矩阵,

表 1 数字 1 到 9 的编码

提示数 Xij 的值 9 位编码 [Xij1 Xij2 Xij3 Xij4 Xij5 Xij6 Xij7 Xij8 Xij9]

1 [1 0 0 0 0 0 0 0 0]

2 [0 1 0 0 0 0 0 0 0]

3 [0 0 1 0 0 0 0 0 0]

4 [0 0 0 1 0 0 0 0 0]

5 [0 0 0 0 1 0 0 0 0]

6 [0 0 0 0 0 1 0 0 0]

7 [0 0 0 0 0 0 1 0 0]

8 [0 0 0 0 0 0 0 1 0]

9 [0 0 0 0 0 0 0 0 1]
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ei∈R1×729, vi∈R1×81 是第 i个位置上元素是 1、其余位置上元素都是 0的向量, ⊗表示 Kronecker积.

定义 2.1 (Kronecker 积) 如果 A = (aij) 是一个 m× n 的矩阵, 而 B 是一个 p× q 的矩阵, 则

A⊗B =


a11B · · · a1nB

...
. . .

...

am1B · · · amnB

 .

数独每一列都是由不重复的 1 到 9 组成, 即每个数字对应的九位编码中的 1 所在位置都是不一

样的, 所以对应位置的代数和为 1, 我们以第 1 列为例, 要求 x 满足

9∑
i=1

Xi11 = 1,

9∑
i=1

Xi12 = 1, . . . ,

9∑
i=1

Xi19 = 1,

也可以等价地写为 ( 9∑
i=1

vi

)
⊗ I9x = 19×1.

同理, 第 k (k = 1, 2, . . . , 9) 列为 ( 9∑
i=1

v9(k−1)+i

)
⊗ I9x = 19×1. (2.1)

每一行由不重复的 1 到 9 组成, 第 k (k = 1, 2, . . . , 9) 行要求 x 满足( 9∑
i=1

v9i−9+k

)
⊗ I9x = 19×1. (2.2)

每一个九宫格由不重复的 1 到 9 组成, 第 k (k = 1, 2, 3) 个九宫格要求 x 满足( 3∑
i=1

3∑
j=1

v27(k−1)+9i−9+j

)
⊗ I9x = 19×1, (2.3)

第 k (k = 4, 5, 6) 个九宫格要求 x 满足( 3∑
i=1

3∑
j=1

v27(k−4)+9i−6+j

)
⊗ I9x = 19×1, (2.4)

第 k (k = 7, 8, 9) 个九宫格要求 x 满足( 3∑
i=1

3∑
j=1

v27(k−7)+9i−3+j

)
⊗ I9x = 19×1. (2.5)

对提示数的约束, 以第一个格子为 1 举例, 要求 x 满足

e1x = 1.
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同理, 若 Mij = k, 即第 i 行 j 列格子数字为 k, 则 x 的第 (j − 1)× 81 + (i− 1)× 9 + k 个分量为 1, 表

示为

e81(j−1)+9(i−1)+kx = 1. (2.6)

对填充数的约束, 即每一个格子只能填 1 到 9 的数字, 以第一个格子为例, 要求 x 满足( 9∑
i=1

ei

)
x = 1.

同理, 第 k (k = 1, 2, . . . , 81) 个格子要求 x 满足( 9∑
i=1

e9k−9+i

)
x = 1. (2.7)

通过实数编码, 数独问题 (17 提示数) 转变成为了满足 (2.1)–(2.7) 组成的线性方程组, 记线性方

程组的系数矩阵为 A ∈ R729×341, b ∈ R341 是全 1 的列向量, 则数独问题可以表述为以下优化模型:

找 x

s.t. Ax = b,

xi ∈ {0, 1}.

(2.8)

利用 ℓ0 范数对上述模型进行转化:

min ∥x∥0
s.t. Ax = b,

(2.9)

其中 ∥x∥0 是 x 中非零元的个数, 为了叙述方便, 我们在本文中记作 ℓ0 范数 (ℓ0 范数不是真正意义

上的范数). 使 ∥x∥0 最小的最优解 x∗ 的元素必然只有 0 和 1, 从而保证模型 (2.8) 和 (2.9) 的等

价性.

3 稀疏优化算法

3.1 凸松弛为基追踪问题

求解 ℓ0 极小化模型, 一般将其凸松弛为 ℓ1 范数极小化模型

min ∥x∥1
s.t. Ax = b.

(3.1)

模型 (3.1) 也称为基追踪 (basis pursuit, BP) 问题.

下面给出一些 ℓ0 极小化模型和 ℓ1 极小化模型等价的充分性保证.

定义 3.1 (k-稀疏) 对于一个长度为 N 的向量 x,它的 N 个元素中只有 k个是非零元且 k ≪ N ,

此时称向量 x 是 k- 稀疏的.
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定义 3.2 (零空间) 已知一个矩阵 A ∈ Rm×n, A 的零空间表示为

Null(A) = {y | Ay = 0}.

设指标集 S 为 {1, 2, . . . , n} 的子集, S 是指标为 {1, 2, . . . , n}\S 的集合.

定义 3.3 [27] (零空间性质) 已知一个矩阵 A ∈ Rm×n, A 的零空间非零元素如果满足

∥hS∥1 < ∥hS∥1, ∀h ∈ Null(A)\{0},

对所有满足 |S| 6 k 的集合 S 都成立, 我们就称这样的矩阵 A 具有 k 阶零空间性质, 其中 |S| 表示的
是集合 S 的大小.

定义 3.4 [13] (限定等距性 (restriced isometry property, RIP)) 对于矩阵 A ∈ Rm×n, 若存在常数

δk ∈ (0, 1), 对于任意 k- 稀疏的向量 x, 满足

(1− δk)∥x∥22 6 ∥Ax∥22 6 (1 + δk)∥x∥22,

则称矩阵 A 满足 k- 限定等距性, 其中的常数 δk 被称为 RIP 常数.

定理 3.1 [13] (1) ℓ1 极小化模型 (3.1) 存在唯一 k- 稀疏解 x∗ 当且仅当矩阵 A 具有 k 阶零空间

性质.

(2) 如果模型中的矩阵 A 满足 RIP 条件, 则当 δ2k < 1 时, ℓ0 极小化模型有唯一的 k- 稀疏解; 当

δ2k <
√
2− 1 时, ℓ1 极小化模型 (3.1) 的解也是 ℓ0 极小化模型的解.

注 3.1 对于数独这样一个特殊的问题, ℓ0 极小化模型和 ℓ1 极小化模型不等价.

下面介绍几种常见的求解 ℓ1 极小化模型的方法.

转化为线性规划的方法 [3] 是一种常见的求解 BP 问题的算法, 本文简记为 BP 算法. 引入两个非

负向量 z 和 w, 其中向量 z 和 x 分别代表向量 x 的正负部分, 此时模型可以转化为

min 1T(z + w)

s.t. A(z − w) = b, z > 0, w > 0.
(3.2)

这是一个线性规划问题, 假设 (z∗T, w∗T)T 是该线性规划问题的解, 则 x∗ = z∗ − w∗ 就是原问题所要

求的解. 我们作进一步的修改, 令 y = [zT, wT]T, 则目标函数 1T(z + w) = 1Ty, 等式约束为

A(z − w) = [A,−A][zT, wT]T = [A,−A]y,

不等式约束为 z > 0, w > 0 变为 y > 0, 这样就得到了标准的线性规划模型:

min 1Ty

s.t. [A,−A]y = b, y > 0.
(3.3)

交替方向乘子法 (ADMM) [18, 28] 是一个求解可分凸优化问题的有效算法, 将模型 (3.1) 变为如下

形式:

min IΩ(x) + ∥z∥1

s.t. x− z = 0,
(3.4)
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其中 IΩ(x) 是 Ω = {x ∈ Rn | Ax = b} 的指标函数. 其增广 Lagrange 函数为

Lρ(x, z, y) = IΩ(x) + ∥z∥1 + yT(x− z) +
ρ

2
∥x− z∥22,

其中 y 为 Lagrange 乘子, ρ 为惩罚参数, ADMM 的迭代格式为
xk+1 := argminLρ(x, y

k, zk),

zk+1 := argminLρ(x
k+1, yk, z),

yk+1 := yk + ρ(xk+1 − zk+1).

(3.5)

定制的临近点算法 (proximal point algorithm, PPA)也是求解 ℓ1 极小化问题的行之有效的算法. 模型

(3.1) 的 Lagrange 函数为

L(x, λ) = ∥x∥1 − λT(Ax− b),

其中 λ 是 Lagrange 乘子, 对给定的 r, s > 0 和 (xk, λk), 由定制 PPA 算法产生 (x̃k, λ̃k):

x̃k = argmin

{
L(x, λk) +

r

2
∥x− xk∥2

}
,

λ̃k = argmax

{
L(2x̃k − xk, λ)− s

2
∥λ− λk∥2

}
,

取 xk+1 = xk −α(xk − x̃k), α ∈ (0, 2). 当 α ∈ (1, 2) 时, 此时的迭代格式被称为外延的 PPA 算法, α 称

为松弛因子, 取 α ∈ [1.2, 2) 一般会加快收敛速度 [29].

3.2 光滑连续函数近似 ℓ0ℓ0ℓ0 范数 (SL0)

最小化模型 (2.9) 中 ℓ0 范数能够充分体现出信号稀疏程度的性质. 但却因为 ℓ0 范数本身不连续

不可微, 所以可以用连续函数近似 ℓ0 范数. 这样不仅能保证信号稀疏程度, 又让函数本身的性质较好

易于去求解.

考虑 Gauss 函数

fσ(t) = e−t2/2σ2

,

显然,

lim
σ→0

fσ(t) =

1, t = 0,

0, t ̸= 0.

对 x ∈ Rn, 定义如下函数:

Fσ(x) = n−
n∑

i=1

fσ(xi) = n−
n∑

i=1

e−x2
i /2σ

2

,

此时当 σ → 0 时, 有

lim
σ→0

Fσ(x) = n− lim
σ→0

n∑
i=1

fσ(xi) = n− lim
σ→0

n∑
i=1

e−x2
i/2σ

2

= ∥x∥0.
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那么最小化模型 (2.9) 可以松弛为

min Fσ(x) = n−
n∑

i=1

e−x2
i /2σ

2

s.t. Ax = b,

(3.6)

这个方法称为 SL0 算法 (smoothed ℓ0 norm minimization) [11].

上述方法中采用的是 Gauss 函数, 也可以采用双曲正切函数

gσ(t) =
et

2/2σ2 − e−t2/2σ2

et2/2σ2 + e−t2/2σ2 ,

此时当 σ → 0 时, 有

lim
σ→0

Gσ(x) = lim
σ→0

n∑
i=1

gσ(xi) = lim
σ→0

n∑
i=1

ex
2
i/2σ

2 − e−x2
i /2σ

2

ex
2
i/2σ

2
+ e−x2

i /2σ
2
= ∥x∥0.

注 3.2 在逼近 ℓ0 范数时, 双曲正切函数的效果要比 Gauss 函数好. 文献 [10] 给出了证明, 对任

意的 σ 和任意的 xi, 都有 gσ(xi) > 1− fσ(xi).

3.3 ℓq (0 < q < 1) 极小化模型

ℓq (0 < q < 1) 最小化模型为

min ∥x∥qq =

n∑
i=1

|xi|q

s.t. Ax = b.

(3.7)

ℓq (0 < q < 1) 模型不再是一个凸优化问题, 因此在大多数情况下只能得到局部最优解, 但它往往可以

产生比 ℓ1 极小化模型更稀疏的解.

根据文献 [24, 30, 31], 有如下的结论: (1) 随着 q 值的降低, ℓq (0 < q < 1) 正则化生成更稀疏的解.

(2) 当 1
2 < q < 1 时, 正则化性能随着 q 的减小显著提升; 当 0 < q < 1

2 时, 正则化的性能随着 q 的减

小没有显著的差别. 因此, ℓ1/2 正则化可以作为 ℓq (0 < q < 1) 正则化的代表.

为了分析 ℓ1/2 范数极小化模型是不是可以代替 ℓ0 范数极小化模型, 首先考虑下面这个问题:

min f(x) =
√
x1 +

√
x2 + · · ·+√

xn

s.t. x1 + x2 + · · ·+ xn = k,

0 6 xi 6 1.

(3.8)

对应到数独问题中, n = 729, k = 81.

命题 3.1 问题 (3.8) 的最优解是 0-1 向量, 最优值为 81.

证明 由约束 0 6 xi 6 1 得 xi 6
√
xi, i = 1, 2, . . . , n, 所以对任意可行的 x 有

f(x) =
n∑

i=1

√
xi >

n∑
i=1

xi = k. (3.9)
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当 x 为 0-1 向量时, 即 x 中有 k 个元素为 1, 其余元素均为 0, 则 f(x) = k, 所以问题 (3.8) 的最优值

为 k, 且所有的 0-1 可行向量都是最优解.

下证最优解都是 0-1 向量. 假设存在不是 0-1 向量的最优解 y = (y1, y2, . . . , yn), 不妨设 y 中前 m

个元素不是 0-1 的, 且和为 t ∈ Z+, 即

0 < yi < 1, i = 1, 2, . . . ,m,

m∑
i=1

yi = t.

由 0 < yi < 1, i = 1, 2, . . . ,m 得 yi <
√
yi, i = 1, 2, . . . ,m, 所以,

f(y) =

n∑
i=1

√
yi =

m∑
i=1

√
yi +

n∑
i=m+1

√
yi >

m∑
i=1

yi + k − t = k, (3.10)

这与 y 是最优解矛盾, 所以假设不成立, 即问题 (3.8) 的最优解都是 0-1 向量.

本文用 ℓ1/2 正则化模型代替模型 (2.9):

min ∥x∥1/21/2 =
n∑

i=1

|xi|1/2

s.t. Ax = b, x > 0.

(3.11)

定理 3.2 对于数独问题, 模型 (3.11) 和 (2.9) 等价.

证明 问题 (3.8) 的可行域记为

C =

{
x

∣∣∣∣ 729∑
i=1

xi = 81, 1 > xi > 0

}
,

模型 (3.11) 的可行域 D = {x | Ax = b, x > 0}, 模型 (2.8) 的可行域记为

F = {x | Ax = b, xi ∈ {0, 1}}.

设数独问题的唯一解为 x∗, 是一个 0-1 向量, 所以 x∗ 为模型 (2.8) 的唯一可行点, 即 F = {x∗}.
由于 (2.7) 对 k = 1, 2, . . . , 81 都成立, 可得

0 6 xi 6 1, i = 1, 2, . . . , 729,

81∑
k=1

( 9∑
i=1

e9k−9+i

)
x =

729∑
i=1

xi = 81.

所以,

C ⊃ D ⊃ F = {x∗},

则 x∗ 是 D 中唯一 0-1 可行点, 下证这个 0-1 可行点是模型 (3.11) 唯一解点.

设问题 (3.8) 的最优值为 f∗
1 , 模型 (3.11) 的最优值为 f∗

2 , 由于 C ⊃ D, 所以,

f∗
1 6 f∗

2 6 ∥x∗∥1/21/2 = 81,
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由命题 3.1 知, f∗
1 = 81, 所以 f∗

2 = 81, 因此, x∗ 是模型 (3.11) 的最优解, 且模型 (3.11) 的解一定是问

题 (3.8) 的解.

最后证明模型 (3.11) 的最优解是唯一的. 假设存在 x̃∗ 也是模型 (3.11) 的解且 x̃∗ ̸= x∗, 则 x̃∗ 也

是问题 (3.8) 的解. 由命题 3.1 得 x̃∗ 是 0-1 向量, 那么 x̃∗ 是模型 (2.8) 的可行点. 这与数独解唯一是

矛盾的, 所以, x∗ 是模型 (3.11) 的唯一解.

令 ℓ0 模型 (3.11) 的解集为 Ω∗
s, ℓ1/2 模型 (2.9) 的解集为 Ω∗

h, 则有以下结论:

{x∗} = Ω∗
s = Ω∗

h,

即求解数独这样一个特殊的问题, ℓ1/2 模型 (3.11) 和 ℓ0 模型 (2.9) 等价.

求解 ℓ1/2 极小化模型, 文献 [24, 30, 31] 提出了半迭代阈值算法和求解一系列 LASSO (least ab-

solute shrinkage and selection operator) 问题的方法, 但本文中子问题是一个标准线性规划问题, 更

易于求解. 因为 ℓ1/2 可以近似看成加权的 ℓ1 问题, 其加权矩阵为 W , 是一个对角矩阵, 设 W =

diag(W1,W2, . . . ,Wn), 其中 Wi = (ε+ |xi|)−1/2, 当 ε → 0 时, 有

∥Wx∥1 =
n∑

i=1

|Wixi| −→
n∑

i=1

|xi|1/2 = ∥x∥1/21/2,

所以可以用如下模型近似求解:

min ∥Wx∥1

s.t. Ax = b, x > 0.
(3.12)

接着用算法 1 求解模型 (3.12), 步 4 中 xk+1 不一定是 0-1 向量, 将 xk+1 重新编码为 0-1 向量, 即将
xk+1 中的每组 9位编码中分量最大的数令为 1,其余 8位编码都为 0,这样得到的 0-1向量记为 x̃k+1.

算法 1 ℓ1/2-SLP 算法

准备:

给定 β ∈ (0, 1), ε0 < 1, 给定矩阵 A 和向量 b, 最大迭代次数 MaxIter, 误差容限 TOL.

给定一个初始点 x0, 设 k := 0.

步骤:

1: 如果 k < MaxIter, 进行步 2–6.

2: 令 εk+1 = βεk, 加权系数 wk+1
i = (εk+1 + |xk

i |)−1/2, i = 0, 1, 2, . . . , n.

3: 令 c = [wk+1
1 , wk+1

2 , . . . , wk+1
n ]T.

4: 求解以下子问题得到 xk+1:

min cTx

s.t. Ax = b, x > 0.

5: 将 xk+1 编码得到 x̃k+1.

6: 如果 Ax̃k+1 = b 或者 ∥xk+1 − xk∥ < TOL, 停止并返回 x̃k+1, 否则 k := k + 1, 转步 1.

注 3.3 ℓ1/2 也可以近似看成加权的 ℓ2 问题, 其加权矩阵为 W , 是一个对角矩阵, 设

W = diag(W 1,W 2, . . . ,Wn),

其中 W i = (ε2 + |xi|2)−3/4, 当 ε → 0 时, 有
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∥Wx∥22 =

n∑
i=1

|W ixi|2 −→
n∑

i=1

|xi|1/2 = ∥x∥1/21/2,

即求解

min ∥Wx∥22
s.t. Ax = b, x > 0,

(3.13)

这种方法也被称作迭代调整权值最小二乘 (IRLS) [23, 32].

4 数值实验与分析

计算机环境: 中央处理器: Intel Core i5; 内存: 8GB; 系统类型: 64 位操作系统.

实验平台: MATLAB R2016b.

对于数独问题, 在保证唯一解的基础上, 提示数越少难度越高, 目前通过计算机穷举方法证明了

数独有唯一解的最小提示数目为 17, 本文的实验数据是 47,621 个提示数为 17 的数独 (实验数据已上

传至 https://pan.baidu.com/s/1yVE3cPulVeTXG0S7cWwXrw).

对于数独问题, 我们用前文中提到的 3 种方式分别求解并对比分析. (1) 将 ℓ0 极小化问题松弛为

ℓ1 极小化问题, 然后用 BP 算法、ADMM 算法和 PPA 算法求解. (2) 用双曲正切函数来近似 ℓ0 范数,

并用序列二次规划 (sequential quadratic programming, SQP) 方法求解近似后的模型. (3) 将 ℓ0 极小

化问题松弛为 ℓ1/2 极小化问题, 再用 ℓ1/2-SLP 算法求解. 算例中, 参数 β = 1
2 , ε

0 = 1
2 , MaxIter = 10,

TOL = 10−4, 求解线性规划子问题时, 调用 Matlab 优化工具箱中的 linprog 函数.

我们将用 3 种方式分别求解相同的 100、500、1,000 和 10,000 个数独, 并从运行的成功率和时间

进行对比, 见表 2. 我们发现 BP、PPA 和 ADMM 在成功率上都是相差无几, 但 BP 最快, PPA 最慢.

SL0 算法虽然在成功率上与凸松弛 ℓ1 模型相差无几, 但是在时间上已经不在一个数量级, 所以后续时

间对比时将不考虑 SL0. 本文采用的 ℓ1/2-SLP算法在时间上略慢于 BP算法,但成功率远超 BP算法,

即使在求解 10,000 个数独的时候成功率也达到了 95.72%. 为了直观地看出性能的差距, 取五组数据,

每组 1,000 个, 然后对 4 种算法进行了比较, 见图 1. 在成功率上, 除 ℓ1/2-SLP 算法外, 其他 3 种算法

成功率均一致, 从时间和成功率综合来看 ℓ1/2-SLP 算法效果最好. 用 BP、ADMM、PPA、SL0(tanh)

和 ℓ1/2-SLP算法将 47,621个数独全部求解一遍,从时间和成功率方面验证了 ℓ1/2-SLP算法的高效性,

见表 3. ℓ1/2-SLP 算法在求解全部 47,621 个提示数为 17 的数独时成功率达到了 95.69%, 比其他算法

高了约 10%, 而且速度也很快.

表 2 算法运行效率对比

实验次数 100 500 1,000 10,000

效率 成功数 总时间 (秒) 成功数 总时间 (秒) 成功数 总时间 (秒) 成功数 总时间 (秒)

BP 86 4.58 443 23.55 864 45.45 8,505 461.21

ADMM 86 6.51 443 32.17 864 64.96 8,505 667.83

PPA 86 7.85 443 38.36 864 76.35 8,505 755.10

SL0(tanh) 86 87.90 443 439.20 864 887.80 8,505 9,940.60

ℓ1/2-SLP 98 5.47 486 27.78 959 59.45 9,572 594.34

注: SL0(tanh) 算法效率的总时间与别的算法差一个数量级.
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选取一个数独问题, 见图 2(a), 其正确解为图 2(b). 经过数值实验可以发现只有 ℓ1/2 正则化能够

解出正确解. 图 3为 BP算法、PPA算法、ADMM算法、ℓ1/2-SLP算法、SL0(Gauss)算法和 SL0(tanh)

算法得到的解,除了 ℓ1/2-SLP算法外其余 5种算法都没有得到正确解. 对于其他算法能求解的数独问

题, ℓ1/2-SLP 算法都能够正确快速地求解.

(b)
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图 1 (网络版彩图) 成功率和时间对比. (a) 五组 1,000 个的数独成功率对比; (b) 五组 1,000 个的数独总时间对

比 (秒)

表 3 47,621 个数独求解效率对比

效率 成功次数 成功率 总时间 (秒) 平均时间 (秒)

BP 40,459 84.96% 2,195.83 0.0461

ADMM 40,459 84.96% 3,672.90 0.0771

PPA 40,459 84.96% 3,861.01 0.0812

SL0(tanh) 40,459 84.96% 37,730.50 0.7923

ℓ1/2-SLP 45,567 95.69% 2,855.68 0.0600

注: SL0(tanh) 算法效率的总时间与别的算法差一个数量级.
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图 2 数独问题. (a) 初始问题; (b) 正确解
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图 3 不同算法数独的解. (a) BP; (b) PPA; (c) ADMM; (d) ℓ1/2-SLP; (e) SL0(Gauss); (f) SL0(tanh)
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5 结论

将数独这样一个整数规划问题, 转化为 ℓ0 极小化问题这样一个稀疏优化模型, 并松弛为其他模

型, 这种方法是求解数独问题一种快速且有效的方法. 本文证明对于数独这样的特殊问题, ℓ0 极小化

模型和 ℓ1/2 极小化模型等价, 并用 ℓ1/2-SLP 方法求解 ℓ1/2 模型, 对求解数独问题的速度和正确率有

了很大的提升.
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Application of sparse optimization in Sudoku

Yongxin Chen, Xingju Cai & Bo Jiang

Abstract Sudoku is a difficult integer linear programming problem. The restriction of integer constraint is
eliminated by real number coding and the integer linear programming model can be converted to the ℓ0 norm
minimization model. The existing algorithms are mostly used to solve the relaxed ℓ1 norm minimization model,
but by the ℓ1 model some Sudoku problems cannot be solved. We prove that the ℓq (0 < q < 1) norm minimization
model is equivalent to the ℓ0 norm minimization model for a particular Sudoku problem and the ℓ1/2 model is
solved by ℓ1/2-SLP (sequential linear programming) algorithm. In numerical experiments, ℓ1/2-SLP algorithm
can solve more Sudoku problems. The efficiency of the algorithm is verified in terms of time and success rate.
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