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摘 要

本文构造性地给出了如下的递归定理 : 对于正 整数
n
二 士 l (扭o’d 6)

, n > 1
,

若存

在 L M竹 (n + 2) 则存在 L M仆侈
n + 2)

.

从而
,

根据 L M飞 存在性的已知结果
,

我们得

到了关于 M e n d e ls o hn 三元系大集存在谱的预期结论
:
对于正整 数

U
三 O

,

1 m( o d 3),
。 ) 3

, 。 笋 6
,

存在 L M ST (
v

)
.

关键词 循环三元组
、

M
e dn el so h n 三元系

、

M七n ds l s o h n 三元系大集

设 X 是一个
。
元集

, 。 ) 3
.

X 的一个循环三元组是 由三个有序对 (x
,

y)
,

伽
,

砂与 (
“ ,

x) 组成

的一个集
,

记为 <x ,

y
, : >或 <y

, z ,
x >或 <z ,

x
,

户
,

其中 x, y
, :
为 X 的不同元

.

X上的一个 M e n d e is o hn

三元系是一个对子 (X,
、

豹
,

其中
、

分由 X 的若干循环三元组构成
,

使得 X 的每个 (由不同元组成

的 )有序对恰含在
`

矛的一个循环三元组中
.

这一设计通常记为 M巧 v()
.

已经知道 l[, 2]
,

M ST (v)

存在的谱是
v
二 0

,

l (m o d 3 )
, v ) 3

, v 铸 6
.

如果存在有
。 一 2 个两两不相交 (即没有公共循环三元组 )的 M飞帕

,

则称它们构成一个
。

阶 M e dn
e ls o h n 三元系大集

,

记为 L M巧 v()
.

这类大集存在性 的研究工 作开 始于 19 81 年
.

iL dn en r, Tie ilr n ck
,

吴利生以及康庆德
、

常彦勋等先后给出了这方面 的一些直接构造或递归构

造 3[ 一司
.

为了后边引用 的方便
,

我们将其 中主要结果列为以下四个引理 l6, 飞

引理 1 对于正整数
u
二 士 1 (班o d 6)

,

存在 L M竹 (u + ;2)

引理 2 对于正整数
u
二 士 1 (m o d 6)

,

存在 L M巧 (2
“ + ;2)

引理 3 对于正整数
。 ) 3 及 u

三 士 1 m(
0 d 6)

,

若存在 L M巧 v( + 2) 则存在 L M竹 u(
。 + ;2)

引理 4 对于正整数
n ) 3

,

存在 L M飞 (2n 十 .2)

在本文之前
,

L M飞 v( )存在性问题的完全解决的主要 困难来 自M昭 (6) 的不存在性 (从而

也就不存在 L M飞 (4 + 2) = L M宽 (2
, + 2) )

.

尽管可在上述四引理基础上应用
。

~ v3
, 。 + 1~ 3。 + 1

的递归 3[]
,

以及应用
v + 2 ~ 3。 与 。 十 2 ~ 3t, + 1阁 的递归将未知阶数的范 围缩小到 7 2人十 22 及

2 1k6 + 6的部分阶数中
,

但难以完全解决
.

本文将给出一个期待已久的递归定理

定理 1 对于正整数
n
二 土 1 (单 o d 6)

, n > 1
,

若存在 L M飞 (n + 2)
,

则存在 L M飞 (4n + .2)

1卯2工刀扬收稿
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.
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应用这一定理及上述四个引理
,

将完成 M e

nd els
o h n 三元系大集的谱

,

得到最终的

定理 2 存在 L M飞 (v
) 当且仅 当

v
三 0

,

l (m o d 3 )
, v ) 3

, v 笋 6
.

1 定理 1的构造

令 马二 {o
,

1
,

2
,

3 }与 截 = {0
,

l
,

…
, 。 一 l} 分别为模 4 与模

。 的剩余类 环
,

正整数
。
三 士 l

(m od 6)
, 。 > 1

.

元素 的
1 ,

的
2

哄虱
.

对于 虱上变元 x, y
,

k 定义

A
,

= A
,

伽
,

k ) = c少 + d
,

k ;

Q
,
= Q

,

伽
,

k ) = (i
, x + A 、

伽
,

k ))
,

其中系数 C
。 ,

d
, e 冠

。 ,

沁马
,

而 A
:
` 孔

,

仓
任马 X

虱 (在不致混淆时
,

人伽
,

k) 与 Q
`

伽
,

k) 亦可简记为 成

与 仓)
.

我们并规定以下记号 (对于 任孔:)

下一

{{框长:…
占一

{二
;

,

}冀
今设有 L M飞 (n + 2) 二 {夏

。

日( {的
, ,

的
2

}
,

八) ; k任虱}
,

其中

不交的 M” (。 十 2)
.

在 x 二 {马
、 民 )日{叨

, ,

O) ( ( t
, u

)
,

(t
, v )

,

( t
,

w ) >
,

若 <
u , v ,

w >任叹
.

的
2

}上构造 4n

。 个 八分别为 孔日{的
1,

的
2

}上两两

个循环三元系
一

鲜 (k e 民
,

踌乙 ) :

当 。 , v ,

w 为 印
,

或 的 : 时
,

删去其前边坐标 仁

仪I) <Q
, + 。 ,

Q
`+ 劝 ,

Q
`+ * >

,

其中
x 沙 6 冠

。 ,

夕笋 k
,

k + l ;

仃11) <Q卜
。 ,

Q卜
劝 ,

Q卜
。 )

,

其 中
x ,

夕〔 遥
, ,

夕铸k + l 一 t ;

(l 均 <仃
, x )

,

仃
,

夕)
,

( t
,

x 十 V

2

+ 人 (k + t
,

k) 一孔(k 十 t
,

k )))
,

其中
二 笋y 任虱

,

j 6虱 \{ 你

V( ) <Q
` ,

Q
`+ 占,

Q
, + 劝>

,

<Q
, ,

Q
, + 劝 ,

Q
`+ 、 > 与 ( Q

` ,

Q
,+ 、 ,

Q
` + 占

>
,

其中
x 任乙

。 ,

而 夕= k + r ;

V(I ) ( 的
、 ,

Q
`* 1 ,

Q
r土 2

>
,

<叨
: ,

Q
`」: 2 ,

Q
; * 3> 与 <叨

、 ,

Q
, 士 3 ,

Q
, 土 .

>
,

其中
s = l

,

2
, x 任

乙
,

夕二 人+ l 一 r
.

而 Q 下标中的 士 号
,

万二 o 时
, 、 二 1取正

, 、 = 2 取负
,

下二 1时反之
.

注 此构造的 (I V ) 中用到分母 2
,

即 虱 中元素 2 的递元
,

这是允许的
,

因为 陀 为奇数 (且

n ) 5)
,

故 焉 中确存在有元素 2 的递元 2
一 ’ .

因 n 兰 土 l (m o d 6)
,

故 屡
。

中的元若仅含素因子 2,

3
,

则必为可递元
.

特别
,

土 1
,

士 2
,

士 3
,

士 4 都是 迢
。

中的可递元
,

这在后边将用到
.

为了给出 。 + 2 ~ 4n + 2 递归构造中诸 戌伽
,

k) 的条件
,

我们需要正交表的概念
.

所谓一个

正交表 O A (N
,

k
, n ,

刃指的是
n 元集 S 上的一个 N x k 表阵

,

使得在其任意 d 列的子阵中
,

S 的

全部可重 、 排列均作为行出现相 同的 、 次
·

不难算 出这一次数 又一

哥
·

`

当 、 一 2
,

又一 1 时
,

O (A扩
,

k
, n ,

2) 常被简记为 O A (。
,

幻
.

熟知
,

一个 O A扭
,

3) 等价于一个
。 阶拉丁方

,

而一个 O A

(n
,

4) 等价于一对正交的
n 阶拉丁方

.

下节引理中将涉及以下两种表阵
,

它们分别决定着上述构造中的 (川
,

(1 11) 与 ( I V :)

M = l
x + A。

(y
,

k )
,

x + A ,

伽
,

k ) x + A Z

(y
,

k )
,

、 + A 3
伽

,

k )]
,
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L。̀
,

j) 一 x[
,

,
,

典毕
,

十 A
,

(k + :
,

k) 一 A ,
价+ :

,

k)]
,

乙

其中 t 笋厂虱
,

而变元
x ,

y
,

k e 冠
, .

表阵的每行由同一组
x ,

y
,

k 的值给出
.

当 x ,

夕
,

k 均独立跑遍

冠
。

时
,

M 为一个 n3 X 4 表阵
,

L (t, )j 为一个 矛
x 3表阵

.

对给定的 丸“ 更
。 ,

M 与 L (t, )j 中对应的子

阵 (尺寸分别为 犷 x 4与 矿 x 3) 将分别被记为从 与 从 (t
,

j)
.

而 当 y = k 或 y = k + 1时
,

表阵 M

中对应的 矿
x 4 子阵则分别被简记为 M

`

与 M ,’. 相仿地
,

它们中 k 给定的子阵记为 M扩与 M户

2 参数的选取和定理 1 的证明

引理 5 当诸 A
`

(作黝 组成的表阵 M 与 L (t
,

j ) (t 护炸黝满足以下条件时
,

上节构造给出的

4n 个循环三元系
、

式 k( 任虱
,

作马 )组成一个 L M” (4
n 十 :2)

c( l) 对每个给定的 k任虱
,

表阵 M
* 是一个 O A (n

,

4) ;

c( 2 )表阵 M 是一个 O A (
n , ,

4
, n ,

3 );

c( 3) 表阵 M
’
与 M

“

分别都是 O A (n
,

4)
.

而对给定的 k任虱
,

M k’ 与 M k’’ 是 M
*

的两个无公共

行的
n x 4 阶子阵 ;

c( 4) 对每个给定的炸 冠
,

及任意的 。笋j 任马
,

表阵从( t
,

j) 是一个 O A伽
,

3) ;

c( 5) 对任 t 祷j e 屡; ,

表阵 L (t
,

j) 是一个 O A (n , ,

3
, n ,

.3)

证 首先给出每个 峨
,

所含循环三元组个数的计数
.

显然
,

〔I )含有李切
+ 1)扭+ 2 )个区

一 一
- 一

-

-
一 ”

凡

” 一
’ 一

’ - - -

一
’ `
一

’

一
’

一
、 -

一
” ”

` 、 一
`

一 ” 3
丫

- 一 产 v
-

一 了 ’

一

组
.

而 ( H )则恰含有 矿一 2n 个区组 (这是因为
,

由 c( l)
,

对给定 k
,

t
,

表阵 M (k ) 中给定 三列 的全

部
n ,
个行恰构成 ( Q

, + 。 ,

Q
, 十幼 ,

Q
r + 。

> = <t + 占
, x + A , + 占。

,

k )
,

<r + 3占
,

x + A
, + ,

(夕
,

k工>>各个元的第

二坐标
.

而从中剔除的 y = k 与 y 二 k + l 两族由 c( 3) 知各含
n
个

,

且彼此无公共区组 )
.

类似可

知 ( 111)含有
。 , 一 。

个 区组
.

而 ( xv )
,

V() 与 ( vi )分别含 3 (n
, 一 n

)
,

3 n 与 6 n
个区组

.

于是

、二 、一

合
(n + , ) (n + 。 + (n

2一 2· )+ (n
2

一卜 , (一 )n + 9一合
。 · + ` )。 · + 2)

·

这恰是一个 M飞 (4
n + 2) 应含的区组数

.

为了证明每个 男是一个 M” (4 。 十
一

2)
,

只需说明集合 x = 但
4 x 虱 )日 {̀

l ,

叨 2

}中任二不同

元组成的有序对 p 都含在某个区组中
.

可将诸情形列述如下 (其中 i
,

声马
, u ,

咋民
,

而 、 = 1
,

2) :

( 1 )尸 = (的
: ,

的卜
,

)含在 ( )I 的某区组中 ;

(2) 尸= (的
: ,

i(
, u

)) 当 i二 t 时含在 (l) 的某区组中
,

而 当 i笋 t 时则含在 (vi )的某区组中 (因为

{ t + l
,

: + 2
,

r + 3 } = {卜 l
,

t 一 2
,

t 一 3 } =
黝 { r }

,

而 x + A `

(k + l 一下
,

k ) = x + e i

伏+ l 一乃+ d
i
k 对指

定的 k
,

t
,

随 x 而跑过 虱 )
,

尸二 i((
,

u)
,

的 s) 时与此类似 ;

( 3) 尸= 《 i
, u

)
,

i(
, v

))
, u 并 v

当 i = t 时
,

尸在 ( l) 的某 区组 中 ; 当 i笋 t 时
,

在 ( I V )
·

的某区组中
.

( 4 ) P = (( i
, “

)
,

仃
, 。

))
,

i笋j
.

当 t ` {i
,

j} 时
,

由条件 c( 4) 知 尸在 (I V )的某区组或 ( v )的某区组 中
.

这里需要说明的是仪哟

诸区组各分量第二坐标组成的拉丁方主对角线上各元对应的 片个区组被剔除
,

其包含的两个

有序对族价
, x )

,

(t
, x + A ,

(k + 下
,

k )一 jA (k + 下
,

k )) )与 (( r
, x + A

:

(k + 下
,

k )一 jA (k + 下
,

火))
,

仃
,

x )) 恰将出现

在 (V )的相应区组 中
,

即 ( (j
, x + jA (k + 万

,

幼)
,

(:
, x + A

,

恤+ 万
,

k ))) 与 ( ( r
,

x + A
,

(k + 了
,

k))
,

(j
, x + jA

(k + t
,

k) ))
.
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当 t诺 { i
,

j }时
,

因 <r + j
.

t + 2占
,

t + 3占>与<t 一占
,

t 一 2占
,

t 一 3占>分别为 之;

\ {
r圣中三个元的两种循

环
,

故对子 尸 的第一坐标对 i(, )j 必可与 (I )I 或 (I 11 )的某第一坐标对吻合
.

进而
,

由条件 (c l) 知 尸

的第二坐标对 (u
,

t,) 也必在 (I )I 或 (I 11 )的某个区组 之 ( Q
` ,

jQ )对子处出现
,

除非它恰好被 y 笋 k,

k +l 或 y笋 k + l 一了的条件所删除
.

然而
,

因 { k + 万
,

k + 1一科 = {k
,

k + 1}
,

似 )I 中 y 二 k + 1一下时

被删除的诸 区组的对子将含在 (砚 )的某些区组中
,

(l )I 中 y 二 k + 下与 y 二人+ 1一万时被删除的诸

区组的对子将分别含在 ( V )的诸区组 与 ( vi )的某些区组中
.

总之
,

在此情形下
,

P 必含在 ( H )
,

( 111)
,

( V )或 ( 、性)的某区组中
.

最后再来证明这 4 。 个 式
`

的全体恰构成一个大集 L M飞 (4n + 2)
.

这只需 说明
,

集合 X 二

(汽 `

动日{的
, ,

叨
2

} 中任意三个不同元组成的循环三元组 T 都必 出现在某个
.

抓
!

的一个区组

中
.

全部的可能情形如下 (其中 i
,

j
,

t
,

l 任之
4 , u , v ,

w 任过
。 , s 二 一

,

2 ) :

(l ) T = <优
: ,

叨
2

一 、 ,

(t
,

u) >在
一

心的 (I )中
,

若 <的
、

的 2 _ 、 , 。 >旬
*

.

(2 ) T = <咙
, ,

i(
,

u)
,

C
,

v) >
.

若 i二 j
,

则当<美
、 , “ ,

岭 ` 峨时
,

T在
、

式
`

的 ( )I 中 ;若 i护j
,

则因 ( vl )

中含 刃
,

区组内另二元的第一坐标有序对为

t = 0 时
,

( l
,

2)
,

(2
,

3)
,

(3
,

l ) ;

r 二 l 时
,

(0
,

3)
,

(3
,

2 )
,

(2
,

0 ) ;

。 = 2 时
,

(3
,

0 )
,

(0
,

l )
,

( l
,

3);

t = 3 时
,

(2
,

l )
,

( l
,

0 )
,

(0
,

2) :

它们恰是 渔
4

中相异元组成的全部有序对
.

因此对于
、 二 1

,

恒 可找到 作马
,

使得相应 的 分朵的

(vi )中含有区组类 <的
{ ,

Q
` ,

Qj >
,

进而
,

由条件 c( 3) 的第一句结论可知存在 k
, x 任砚

,

使得此类区

组中有 Q产 ( i
, x + A ,

(人+ 1一万
,

k ))一 ( i
, u )

,

Q
,
= C

, x + jA (k + l 一了
,

k )) = 仃
, v )

,

而这个 人即是
一

L边记

号 《 中待定的
*

·

对于
、 二 2 类似可知

,

因此时只需将上列表中诸有序对颠倒反序即可
.

(3 ) T = <( t
, 。 )

,

(r
, 。 )

,

(r
, 飞、 )>

,

诸 u , 。 , 、 、
,

两两不等
.

若 <: , , v ,

w >任瓜
,

则 T在 式 的 ( I )中
.

(4 ) T = <仃
,

u)
,

行
,

的
,

(t
.

w )>
,

J 笋 t 且 。 并。
.

由条件 (c 5) 知 对给定的
。 笋 v ,

存在 k E 民
,

使得
、、 = (

u + v )/ 2 + A
产

(k + t
,

k )一 jA (k + r
,

k )
.

于是 T 在 恻 的 ( I V ) 中
.

(5 ) T = <(i
, 。 )

,

C
, v )

,

(l
,

w ) )
,

i
,

j
,

l互不相等
.

先 ylJ 出 ( 11)
,

(I 11)
,

V() 三部分区组的一览表 (表 l )
.

不难看出
,

( 11) 与 (I H ) 中对某个 t值缺少的区组都在其它 t 值的 ( V) 中被补上了 ; 而 Q
。 ,

仓
,

认
,

Q
,

中任三者的两种循环都在 (11)
,

(l 11) 中各 出现一次
.

因此
,

对给定 的 T 的第一坐标循环 i(,

j
,

玲
,

恒可找到一个 任跳
,

使表 1此列的 (I l )或 (I 川 中出现有 <Q
, ,

Q
, ,

仓>
.

进而
,

由条件 (c 2)
,

必

存在 k
, x ,

y 6
戮

,

使得
。 = x 十 A

`

妙
,

人)
, 。 二 x + 孔伽

,

k)
,

w 二 x + 戌。, ,

k)
.

于是 T 出现在 城
`

的 ( 11) 或

表 1

P a r t

( 11)

(111 )

( V )

I 二 0

<Q ,
.

Q:
,

Q: >

v 笋人
,

k + l

戈Q
,

,

Q Z
,

Q , )

y并 k + l

<仇
,

lQ
,

会>

<Q。
.

Q2
.

Q 3)

( Qo Q ,
,

Q
! )

v = 人

( Q、 ,

Q3
,

QZ ) ( Q l
,

Q。
,

Q 3) <Q。
,

Ql
,

QZ >

y 笋k k + l 夕护k
,

k + 1 夕并人
.

k + l

<Q
Z

,

Q3
,

Q
o ) <Q3

,

Q
。

,

Q l ) <Q Z
,

Q
t

,

Q。 )

夕拼人
、

y 笋人十 1 少护人

<Q
l

,

Q叱)
,

Q
3 ) <Q Z

.

Q
!

.

Q
〔,

) ( Q3
,

Q
。

,

Q ! \

( Q ,
,

Q、
一

Q Z ) <QZ
,

Q。
.

Q 3 ) <Q :
,

Q I
,

Q Z)

丈Q
,

Q:
.

Q
(, ) 吸Q2

.

Q
3

.

Q . ) <Q
3

.

Q
:

,

Q
。>

J = 人+ l 、 二 k y = 人+ 1
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l (I ) l中
,

或者 (因 y = k 或 k + l) 依上表的缺补关系而出现在某个
`

辉
`

的 (v) 中
.

引理 5 证毕
.

引理 6 当诸 A
`

妙
,

k) = e沙 + d
`
介的系数

c ` ,

d形二 0
,

l
,

2
,

3 )满足 以下 (D l ) 一归 3) 时
,

引理 5

的全部条件 c( l) 一 c( 5) 被满足 :

归 l) 对任 i护声马
,

c ,一 cj 均为 孔 的可逆元 ;

归 2) 对任 i尹j ` 屡4 ,

c(
`
+ .d) 一 c(, + 砌均为 冠

,

可逆元 ;

口3) 下列 4 x 3 矩阵 R 的任意三阶子行列式值均为 虱 中可逆元 :
’

月
..1月,
..

es
l
es
I

Jd0试姚姚cocl几乌
, .二, .11.1心..二

reseses

es
esesesesL

一一R

证 以下逐条验证 (c l) 一 (C 5) 的成立
.

(cl )对给定的 k 及 M
* 的某两列 i

,

j i( 笋声黝
,

任取 u(
,

v) 任孔
x
虱

,

我们恒可找到
x ,

y 任孔使

}
` + c `’ + 风丸一

“ ,

L x + cj y + aj k = 刃
·

事实上
,

上述关于 x ,

y 的二元一次方程组在 羲 中有解的条件即是其系数行列式

I c `

1 cj

为 虱 中可逆元
.

而这已 由条件 归 l) 给出
.

c( 2) 对矩阵 M 的任意三列 定
,

j
,

l
,

任取 u(
, 。 ,

w ) 任孔
x
孔 x 孔

,

我们恒可找到 k
,

x
,

y任孔
,

使得下

列等式组成立 :

叭叭W,一一一一吕k
.

人k试
才峋

J

呜++十yyyiccjcl++十XXXz

!少
、

|
l、

这是因为此方程组的系数行列式是 里
。

中的可逆元 (据条件 归 3)
,

它恰是那里所列 4 x 3矩阵的

一个三阶子行列式 )
.

c( 3) 对于表阵 M
`

的任意两列 i小

{

任取 u(
,

的 任屡
。

x 屡
。

恒可找到 x
,

凡e 戳
,

使得有

x + e 诬k + d
,
k = u ,

x + cj k十呜倪二
”

·
(
*

)

因为此方程组的系数行列式

…} 之车乏1
一 c(j · 呜,一 `“

, ` “ `

,

是 民 中的可逆元 (据归 2 ))
.

类似地可以说明表阵 M
“

也是一个 O A扭
,

4)
,

因为 相应 的方 程组

*( )只是等式右边变成
u 一 c , 与 。 一试(仍与 x

,

k 无关 )
,

关于变元
x ,

k 的系数行列式并未改变
.

至于 M犷与 M*’’ 的不相交性可以从更强的
“

任二列彼此无相同行
”

的性质推 出
.

事实上对

任二列 i
,

j
,

若有 ( x + (
c `

+ 试) k
,

x + c(j + dj ) k ) = x(
` + c(

`+ 试) k + c ` , x `
+ c(j + dj ) k + cj )

,

则将有
x = x `+ e ,

与 x = x ` + cj
,

亦 即 c ` = cj
.

但这 与条件
·

归 l) 矛盾
·
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( c) 4对给定的k 及 从( t,j )某两列
,

任取 (u
,

v) ` 虱 x
戮

.

则恒可找到
x ,

y 任孔
,

使该两列中相应

于 ( x ,

力的一行元为 ( u , 。 )
.

事实上
,

从 ( t
,

)j 的任一行为

(x
,

y
x + y

2

+ c ,

k( + t ) + d
;

k 一 cj (k + t )一 dj k )

= x(
,

夕
,

2
一 ’ ` + 2

一 ’夕+ ((c ,

+ dt) 一 (cj + dj) ) k + (
c `一 cj) t )

·

我们只需说明
x 与 y 的线性方程组

万
义 一 “ ,

〔 2
一 ’ X + 2

一 ’

y = v 一 l(c ` + d沙一 (cj + dj )Ik 一 c(
`一 cj ) t

在 塞
。

中有解
,

而这是显然的
,

因为其系数行列式值 = 2
一 ’ ,

是 虱 中可逆元
.

c( 5) 任取 (u
, 。 ,

w ) 任虱
x 亚

。 x
虱

,

表阵 L (t )j 中恒可找到一行恰为 (u
, 。 ,

w)
.

事实上
,

线性方程组

{
X 二 U

y = V

2
一 ’ x + 2

一

场+ [(
c r

+ d〕一 (cj + 烤)]k = w 一 (
C ,一 cj ) t

恒有解
x ,

y
,

k任虱
.

因为其系数行列式值 = c(t + d)t 一 c(, + 即
,

据归 2) 它是 虱 中可逆元
·

证毕
·

引理 7 对于
n 三 士 1 (m

o d 6)
, n > l

,

存在有满足引理 6 中条件 归 l) 一归 3) 的四个线性

函数 A方
,

k ) = c沙 + d
,

k (i = 0
,

l
,

2
,

3 )
.

证 我们只需实际给出这样的 8 个参数
c , ,

d
,

i( 二 O
,

1
,

2
,

3)
,

并验证它们满足 归 l) 一 (D 3)

即可
.

事实上
,

可以找到不止一组这样的参数
.

这里我们列举出以下两组 :

因为实际上
n ) 5

,

故这里诸系数所取 O
,

1
,

2
,

3
,

4 是合理的
.

以下我们允许出现 的 厦
,

中可逆

元为 士 1
,

士 2
,

士 3
,

士 4 (参见第 】节中注 )

对于第①组
,

诸
c ,
一 cj 的值为 士 1

,

士 3
,

士 1
,

士 2
,

士 2 与 土 1; 诸 ( c ,

+ d,) 一 c(j + a)j 的值为 土 1
,

土 4
,

士 1
,

士 3
,

士 3
,

士 2 ; 而 4 x 3 矩阵 R 的四个三阶子行列式值为 一 1
,

一 1
,

1
,

1
.

显然所列诸

值均为 虱 中可逆元
.

满足 归 1)一归 .3)

对于第②组
,

诸
e `一 cj = 士 l

,

士 l
,

士 l
,

士 2
,

士 2
,

土 3 ; 诸 ( c `

+ d
`
) 一 (cj + d,) = 士 l

,

士 2
,

士 l
,

士 3
,

士 3
,

士 4 ; 而矩阵 R 的诸三阶子行列式值 二 1
,

1
,

一 1
,
一 1

.

亦满足 归 1)一归 3)
.

证毕
.

经过引理 5一 7
,

我们将 L M ST (n + 2) ~ L M飞 (4 n + 2) 构造的正确性逐步转化为对诸参数 ic,

d
:

的合理选取
,

从而最终完成了定理 1 的证明
.

3 递归构造实例

设
。 三 士 1 (m o d 6)

, 。 > 1
.

已知有 L M飞 (n + 2) 二 {{ 虱日{的
1 ,

的 2

}
,

呀 ; k 任虱 }
,

今在 集合

X二低
`

勒日{的
, ,

的 2

}上构作 L M飞 (4
。 + 2) 一 {(x, 彩 ); k任 孔

,
: ` 马}

.

我们采用上节最后所给

出的第①组参数
.

以下诸
、

可 的各区组表示式中
,

变元 x ,

y 均跑过 虱
.
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犁 ( k“ 虱) :

住) <0 (
, 。 )

,

(0
, 。

)
,

(0
,

w ) )
,

若 <。 , 。 ,

w ) 任瓜
,

而 当 。 ,
。

,

w 为 的 ,
或 的 :

时删去前边坐标 0 ;

仪I ) ( ( l
,

x 一夕)
,

(2
,

x + 却 + k )
,

(3
,

x + 夕+ k )>
,

夕笋儿
,

k + l :

以11) <(3
,

x + y + k )
,

(2
, x + 却 + k )

,

(l
, x 一 y )>

,

夕护 k + l ;

“ 、 八 / 门 _ 、 门
, . 、

m x + y
」 ,

, 、 \ / , 。 、 八 `。 . 、 。
气工 v 少 \ 气1 , 人少 ,

又i ,
少少

,

W
, ~

一二下一 下 凡少 / , \ 护
, 人 )

, 、` ,
少少

,
气u ,

乙

x + y

2
一 3 k ) >

,

< (3
,

x )
,

(3
,

y )
,

x + y

2
一 Zk ) )

,

其中
x 护 y ;

V() ( (0
,

x )
,

( l
, x 一 k )

,

(2
, x + 3 k )>

,

( (0
,

x )
,

(2
,

x + 3 k )
,

(3
,

x + Zk )>
,

((0
,
x )

,

(3
, x + Zk )

,

( l
, x 一 k )>:

V(I ) <的
, ,

(l
, x 一 耘一 l )

,

(2
,

x + 3 k + 2 ))
,

<的
, ,

(2
, x + 3人+ 2 )

,

(3
,

x + 2凡+ 1)>
,

(的
卜

(3
, x + Zk + 1 )

,

( l
, x 一 k 一 l )> ; <的

2 ,

(3
, x + Zk + l )

,

(2
,

x + 3 k + 2 )>
,

( 的 2 ,

(2
, x + 3k + 2 )

,

( l
,

x 一 k一 l )>
,

<的 2 ,

( l
,

x 一 k 一 l )
,

( 3
, x + Zk + 1)>

.

侧 k(
〔 之

。

:)

O) <( l
, u )

,

(l
, v )

,

( l
,

w) >
,

若 < u , 。 ,

w > ` 咬
,

而 当 u , v ,

w 为 叨
,

或 的
:
时删去前边坐标 l :

任I ) <山
, x )

,

(3
, x + y + 天)

,

(2
,

x + 2y + 凡) >
,

y 铸人
,

人+ 一;

0 1 1) <(2
,

x + 2y + k)
,

(3
,

x + y + k )
,

(0
,

x )>
,

y 铸 k :

任码 <(2
, x

)
,

(2
,

y)
,

( l
, x + y

2
一软一 3 ) >

,

<(3
, x

)
,

(3
,

y)
,

( l
, x + y

2

一 3 k 一 2》
,

<(0
,

x)
,

(0
,

力
,

x + y

2
一 k 一 1》

,

其中
x 护;y

V() ( ( l
, x 一 k 一 l )

,

(0
, x

)
,

(3
, x + Zk + l )>

,

<( l
, x 一 k 一 l )

,

(3
,

x + Zk + l )
,

(2
, x + 3 k + 2) >

,

( ( l
,

x 一 k 一 l )
,

(2
,

x + 3 k + 2 )
,

(0
, x

)> ;

V(l ) ( 的
1 ,

(0
, x

)
,

(3
,

x + Zk) >
,

<的
, ,

(3
, x + Zk)

,

(2
,

x + 3 k )>
,

<的
1 ,

(2
, x + 3 k )

,

(0
, x

)>
,

( 的 2 ,

(2
,

x + 3 k )
,

(3
, x + Zk )>

,

(的 2 ,

(3
, x + Zk )

,

(0
,

x ) >
,

<的 2 ,

(0
,

x )
,

(2
, x + 3 k )>

.

暇 (k e虱:)

山 <(2
,

u)
,

(2
,

v)
,

(2
,

w) >
,

若 <
u , v ,

w >任瓜
,

当 u , v ,

w 为 的
,

或 的
2

时删去前边坐标 2 ;

0 1) <(l
,

x 一夕)
,

(0
,

x )
,

(3
,

x + y + k) >
,

y 笋 k
,

k + l ;

仪11) ( ( 3
,

x + 夕+ k)
,

(0
,

x )
,

( l
,

x 一夕))
,

夕笋 k + l ;

仃劝 了(、 , 、 ( 、 、。 门 二业
.

、 ; 叭 、 。 、 、 。
1八 了三士竺 二 。 。 、 、 / r 、 _ 、 , 1

.

八 , 。 x + 夕
妙 v ) \ Lj

,
x )

,

Lj
,

y)
,

L乙
,

, 护
.

+ k护
,

又脚
, x

)
,

(0
,

y )
,

(= 育二 + 3 k ))
,

戈( l
, x ), ( l

,

y )
,

(2
,

今拼
山

+ 4 k ) >
,

~ 一
户 ’

一
` ’

一
’

“
`

2
`

”
’ `

”
’ ` ’

“
’ “

2 一厂 ”
、 一

”
一

” 、 一 ’ 7 尹 ,

俨
,

2
其中 x 笋另

- - -

m <(2
,

x + 3 k )
,

( l
,

x 一 k)
,

(0
, x

)>
,

( (2
,

x + 3 k )
,

(0
,

x )
,

(3
, x + Zk ) >

,

<(2
,

x + 3 k )
,

(3
,

x + Zk )
,

( l
,

x 一 k )> :

V(I ) <的
, ,

( 3
, x + Zk + l )

,

(0
,

x )>
,

( 田
1,

(0
,

x )
,

( l
,

x 一 k 一 l )>
,

<的 . ,

( 1
, x 一 k 一 l )

,

(3
,

x + Zk

+ l )> : ( ` 2 ,

( l
, x 一 k 一 l )

,

(0
,

x )>
,

<的
2 ,

(0
, x

)
,

(3
, x + Zk + l )>

,

<的 2 ,

(3
,

x + Zk + l )
,

( l
, x 一 k 一 l )>

.

彩 (k
“
羲 :)

O) ( (3
, u

)
,

(3
, v

)
,

( 3
,

w )>
,

若 ( u , 。 ,

w >任乓
,

而 当 u , v ,

。 为 co
,

或 的
2

时删去前边坐标 3:

0 1) ( (0
, x

)
,

( l
, x 一 y )

,

(2
,

x + 却 + 火) ) ; y 笋介
,

介+ l ;

0 11) <(2
,

x + 却 + k )
,

( l
,

x 一夕)
,

(0
,

x )>
,

夕笋k :
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O均< ( 0
, x )

,

(0
,

夕)
,

(3
x + y

2

+ Zk + l )>
,

<( l
, x )

,

( l
,

y )
,

(3
,

x + 夕

2

+ 3 k + 2 )>
,

<(2
, x )

,

(2
,

y )
,

(3
,

粤
一 “ 一 `)>

,

其中
X 、 , ;

V() ( (3
, x + Zk + l )

,

(0
, x )

,

( l
, 、 一 k 一 l )>

,

<( 3
, x + Zk + l )

,

( l
, x 一 k 一 l )

,

(2
, x + 3 k + 2 ) )

,

( (3
,

x + Zk + l )
,

( 2
, x + 3 k + 2 )

,

(O
, x ) >;

V(I ) <的
, ,

(2
.

x + 3 k )
,

( l
, x 一 k )>

,

<沈
` ,

(]
,

x 一 k )
,

(0
, x

) )
,

( 的
, ,

(0
, x )

,

(2
, x + 3 k )>: <咙 2 ,

(0
, x )

,

( l
, x 一 k )>

,

<叨
2 ,

( l
, x 一 k )

、

(2
.

x + 3 k )>
,

( 沈
2 ,

(2
, x + 3 k )

,

(0
, x )>

.

4 L M T S (
v
)的谱

根据引理 1一 4 及刚给出的递归定理 1
,

即可最终完成 Men de ls o h n 三元系大集的谱
.

定理 2 的证 必要性是显然的
,

因为 。 三 0
,

1 (m o d 3)
, 。 ) 3

, 。 笋 6 是 M铭 v() 存在的谱
.

以下证明充分性
.

对于正整数
。
二 O

,

1 (m o d 3)
,

恒可将其唯一地表示为
。 二 2

` u 十 2
,

其中 t

为非负整数
,

而正整数
。
三 士 1 (m ( )d 6)

.

于是

(l ) 当 t = O时
, 。二 u + 2

.

由引理 1存在 L MST (;v)

(2 ) 当 r 二 l 时
, v = Zu + 2

,

由引理 2 存在 L M飞 (
v ) ;

(3) 当 t 二 2 时且 u > 1 时
,

由引理 1存在 L M巧 (u 十 2)
,

而由刚刚得到的定理 l
,

存 在 L M巧

(4 u + 2 ) = L M巧 (v ) ;

(4) 当 t ) 3 时
,

由引理 1
,

4 分 别存在有 L M昭伪
+ 2) 与 L M飞 (2r + 2)

,

从而 由引理 3
,

存在

L M昭 (2
` u + 2 )二 L M昭 (

v )
·

最后要说明的是本文定理 l 的条件实际可以弱化为
“

对于奇素数
n > 3

,

若存在 …
” ,

因为

由它及引理 3亦可得到现在的定理 1
.

条件弱化后引理 7 中归 l) 一归 3) 诸款的条件
“

为可逆

元
”

则只需是
“

为非零元
” .

本文只是为了更一般化而采用了强化形式
.
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