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摘要 本文研究了球对称Zero Pressure Schwarzschild (ZPS)黑洞的时空结构和热力学性质. ZPS黑洞有两个
黑洞视界或单一黑洞视界. 非极端ZPS黑洞的视界半径依赖参数a的选择,极端ZPS黑洞有与史瓦西黑洞相
同的质量和半径. 对于存在两个视界的情况,本文给出了ZPS黑洞的几何结构. 球对称ZPS时空中流体的能
量密度反比于r3. 以ZPS黑洞视界作为边界的系统满足热力学第一定律.在黑洞视界改变的过程中,黑洞能
量的增加量包括黑洞质量的增加量和其他形式能量的增加量. 在参数a保持不变的情况下,计算了ZPS黑洞
外视界和内视界的热容.在a1 < a < 2范围内(a1 ≈ 1.74), ZPS黑洞外视界的热容取正值.因此, ZPS黑洞的外
视界能够处于稳定的热平衡状态. 通过考虑非极端ZPS黑洞的左系统和右系统,研究了黑洞热力学第三定律
的问题.在ZPS黑洞热力学第三定律的表述中,强调黑洞的左系统满足能斯特定理.
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1 引言

史瓦西(Schwarzschild)黑洞描述无物质分布的
球对称黑洞时空, 它的质量隐藏于黑洞的内部. 一
类静态球对称黑洞的度规取多项式的形式,时空能
量-动量张量的四个分量满足T t

t = T r
r和T θθ = T φφ [1–3].

这类球对称时空解包括史瓦西黑洞、德西特(de
Sitter)黑洞(正真空能)、反德西特(anti-de Sitter)黑
洞(负真空能)和RN 黑洞(静电能)等时空解. Hay-
ward时空可考虑为史瓦西黑洞时空的一个推广 [4].
在参数l = 0的情况下, Hayward时空退化到史瓦西
黑洞时空的情形.

在耦合非线性电动力学的(NED)引力理论中 [5],
时空能量来自于非线性电磁源的贡献. NED引力理
论中的一些球对称时空解满足上面提到的时空能

量-动量张量的特点 [6–10]. 这些黑洞时空的引力中心
区域是近似的德西特核,度规函数的渐近展开式中
存在类似于RN时空的静电场项. Bardeen解描述带
有磁单极子的球对称规则黑洞时空 [9]. 考虑到物质
的量子性质,物质分布的最大密度应由一个最小的
长度尺度来确定,因此取有限值.量子物质和电荷按
高斯律分布,球对称时空的引力中心区域形成准德
西特核 [11–13],它们可认为是量子修正后的史瓦西解
和RN解.
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由多个参数(如质量、电荷、宇宙常数等)描述
的时空可能存在多个视界,其中包括黑洞视界和宇
宙视界. 除史瓦西黑洞外, 其他非极端黑洞都可能
有两个黑洞视界. 对于黑洞外视界外面的观察者,
黑洞外视界具有特殊地位,所观测到的黑洞辐射信
息等都是从外视界发出的. 然而, 对于处于黑洞内
视界内部的“观察者”来讲, 他们会直接面对黑洞的
内视界面 [14]. 带有两个视界的黑洞是复合的热力学
系统,在讨论黑洞能斯特定理的问题时仅仅考虑黑
洞外视界上的热力学性质是不充分的 [15–17]. 在探讨
黑洞是否满足热力学第三定律的问题时,需要考虑
到内视界系统 [18–20]. 就黑洞热力学意义上来说,黑
洞的内视界和外视界处于同等地位. 黑洞热容的性
质反映黑洞的热稳定性质. 采用不同的黑洞热容定
义 [21, 22],会导致对黑洞热性质的不同解释.
本文首先给出球对称Zero Pressure Schwarz-

schild (ZPS)时空的物质分布情况, 确定ZPS黑洞的
半径和极端ZPS黑洞所满足的条件.然后,研究非极
端ZPS黑洞的热力学第一定律和热容性质等问题.
对于非极端ZPS黑洞, 通过引入黑洞的左系统和右
系统,研究关于黑洞热力学第三定律的问题.

2 ZPS黑洞的几何性质

考虑下面的球对称时空度规:

ds2 =gµνdxµdxν = − f dt2 + f −1dr2

+ r2(dθ2 + sin2θdφ2), (1)

其中 f = 1 − 2m
r , m = m(r)为时空的质量函数. 当

质量函数为常数时,上面的度规描述史瓦西黑洞时
空.在G = ~ = 1单位中, 史瓦西黑洞的半径为质量
的2倍. 若质量函数取为m = M + m1(r)的形式, 并
有m1(∞) ,非零常数,则时空质量为M. 由度规(1)所
描述时空的能量-动量张量的四个分量为 [1, 2]

T t
t = T r

r = −
1
r2

( f − 1 + r f ′) , (2)

T θθ = T φφ = −
1
2r

(2 f ′ + r f ′′) , (3)

其中 f ′ = d f /dr和 f ′′ = d2 f /dr2. 这类球对称时空的
能量密度和压强分别是ρ = 1

8πT t
t和pi = − 1

8πT i
i ,这里

指标i = r, θ, φ.

在引力作用下, 时空中流体的压力往往表
现出各向异性的性质. Kiselev时空的度规函数
取幂指数多项式形式 [1]. 对于时空质量函数
取m = M + µ

r3w的情况(w和µ是常数), 时空中流体的
能量密度ρ、径向压力pr和切向压力pτ = pθ = pφ分
别为ρ = −pr =

−3wµ
4πr3(w+1)和pτ =

−3w(1+3w)µ
8πr3(w+1) . 容易验证, ρ,

pr, pτ和w 之间满足关系w = pr+2pτ
3ρ , 其中 pr+2pτ

3 扮演

有效压力的角色.

对于球对称时空(1)中的流体, 有效压力定义
为peff =

pr+pθ+pφ
3 . 方便起见,本文称有效压力为零的

流体为零压流体(ZP流体),充满ZP流体的时空称为
球对称ZPS时空.由ZP流体所满足的条件

T r
r + 2T θθ = 0, (4)

得到ZPS时空所满足的方程

1 − f − 3r f ′ − r2 f ′′ = 0. (5)

通过解方程(5),得到ZPS时空的度规函数

f = 1 − 2M
r

(1 + z), z = ln
r
a
, (6)

其中M是ZPS时空的质量, a是具有长度量纲的参量.
由ρ = 1

4πr2
dm
dr ,得到ZPS时空的能量密度ρ = M

2πr3 .

ZPS时空中的黑洞称为ZPS黑洞,它的视界半
径(rH)由方程 f (rH) = 0确定. 类似于RN黑洞的情况,
ZPS黑洞拥有两个视界或单一视界(图1和2).

在0<a<2的范围内, ZPS黑洞存在两个视界(半
径r+和r−). ZPS黑洞视界半径与参数a的关系见图3.
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图图图 1 (网络版彩图)ZPS黑洞存在两个视界(非极端黑洞)或单
一视界(极端黑洞)
Figure 1 (Color online) The ZPS black hole has two horizons (non-
extreme black hole) or a single horizon (extreme black hole).
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图图图 2 (网络版彩图)带有两个视界(半径r+和r−)的ZPS黑洞有
三个时空区: 黑洞区(BH Region)外时空区(Outer Region)和
内时空区(Inner Region) [28].中心点(Centrel Point)是时空奇点
Figure 2 (Color online) The ZPS black hole with two horizons (radius
r+and r−) has three spacetime regions: the region between the outer hori-
zon and the inner horizon (BH region), the region outside the outer hori-
zon (Outer region), and the region inside the inner horizon (inner region)
[28]. The central point is the singularity point of spacetime.
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图图图 3 (网络版彩图)ZPS黑洞的r+-a曲线和r−-a曲线
Figure 3 (Color online) The r+-a curve and the r−-a curve of the ZPS
black hole.

当参数a = 2时, ZPS黑洞是一个极端黑洞-极
端ZPS黑洞.

3 ZPS黑洞的能量和热容性质

黑洞热力学建立在黑洞熵和黑洞温度的定义之

上 [23, 24]. 对于由度规(1)描述的黑洞时空,黑洞的熵
和温度分别正比于黑洞视界的面积和它的表面引力

S H = πr2
H , TH =

1
2π
κH , (7)

其中κH =
1
2 f ′(rH)表示视界的表面引力. ZPS黑洞的

温度为

TH =
M

2πr2
H

zH , (8)

其中zH = z(rH)是z在黑洞视界上的取值. 类似
于RN黑洞的内视界和德西特时空宇宙视界的负
表面引力, ZPS黑洞内视界的表面引力也取负值.

静 态 球 对 称 时 空 的Misner-Sharp(MS)能
为EMS =

1
2 r(1 − f ), 其中 f是一般度规函数 [25]. 对

于史瓦西黑洞的情况, MS能等于黑洞的质量 [26]. 时
空的MS能与由爱因斯坦能量-动量赝张量给出的
时空能量相一致. 对于渐近平直时空, 整个空间中
的MS能为M. 由视界所包围时空区域的MS能总是
视界半径的 1

2 . 令 f = 0,得到ZPS黑洞视界所包围时
空区的能量

E(ZPS)
H =

1
2

rH =
1
2

rH(M, a). (9)

对于带有两个视界的黑洞, 外视界内的能量被
认为就是黑洞的能量. 对ZPS黑洞能量E(ZPS)

+ =

E(ZPS)
+ (M, a)微分给出

dE(ZPS)
+ =

r2
+

2M(r+ − 2M)
dM − Mr+

a(r+ − 2M)
da. (10)

(10)式可写为黑洞热力学第一定律的形式 [23]

dE(ZPS)
+ = dQ(+) + dW (+) = T+dS + − p+dV+, (11)

其中dQ(+)和dW (+)是通过外视界“流入”黑洞的热量
和流体对黑洞外视界所做的功, p+ = −ρ(r+)表示时
空流体的径向压力在外视界上的取值, V+ = 4

3πr3
+是

黑洞外视界所包围的体积 [27]. 对于ZPS黑洞内视
界所包围时空区的能量E(ZPS)

− = E(ZPS)
− (M, a), 存在

类似于(11)的热力学第一定律 [28]. 另外, 可以定
义ZPS黑洞区的能量. 所谓的ZPS黑洞区指ZPS黑洞
两个视界之间的时空区域(图2), ZPS黑洞区的能量
为E(ZPS)

BH = E(ZPS)
+ − E(ZPS)

− .
在黑洞视界改变的过程中,黑洞的能量增加量

包含两个部分,其中一个部分是通过视界流入黑洞
的热能△Q,另外一部分为流体对视界所做的功△W.
另一方面,黑洞的能量增加可分解为黑洞质量的增
加量△M和其他形式能量的增加量△EF . 黑洞热容
是描述黑洞热性质的一个重要的物理量 [21, 22]. 在文
献[21]中, 黑洞热容定义为黑洞质量对黑洞温度的
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增加率.这个“热容”的定义不能完全反映黑洞的热
性质. 本文采用下面的黑洞热容定义 [14]:

C =
dQ
dTH

= TH
dS H

dTH
. (12)

热力学系统的热容性质依赖具体的热力学过程. 在
参数a保持不变的过程中, ZPS黑洞(外视界所包围
的时空区域)的热容为

C(+)
a = T+

dS +
dT+
|a =

4x2
+z+(1 + z+)

2 + (x+ − 4)z+ − 4z2
+

πM2, (13)

其中z± = z(r±) 和x± = r±
M . 在a1<a<2的范围里(a1 ≈

1.74),热容C(+)
a 是正的(图4左半图).

这说明在2M<r+<3.2M的范围内, ZPS黑洞的外
视界能够处于稳定的热平衡状态.

类似于黑洞外视界的熵和温度,黑洞内视界的
熵S −和温度T−正比于内视界的面积和表面引力. 黑
洞内视界有负表面引力, 因此内视界有负温度 [29].
若内视界温度取为负值,则内视界的熵取正值.在内
视界半径增大△r−的过程中,由黑洞区通过内视界流
入内时空区的热量为△Q− = T−△S −. 在参数a保持不
变的热力学过程中, 以ZPS黑洞内视界为边界的系
统的热容为

C(−)
a = T−

dS −
dT−
|a =

4x2
−z−(1 + z−)

2 + (x− − 4)z− − 4z2
−
πM2. (14)

ZPS黑洞的热容C(−)
a <0 (参见图4右半图). 它表明

在a保持不变的过程中, ZPS黑洞的内视界不能处于
稳定的热平衡状态. 在a < a1的范围内, C(+)

a 和C(−)
a

都取负值.因此,对于一些较小的参数a, ZPS黑洞不
具有热稳定性.
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图图图 4 (网络版彩图) C(+)
a -a曲线和C(−)

a -a曲线, 图中纵坐
标C+ = C(+)

a 和C− = C(−)
a

Figure 4 (Color online) The C(+)
a -a curve with C+ = C(+)

a and the C(−)
a -

a curve with C− = C(−)
a .

在史瓦西黑洞视界内部,坐标r具有时间维度的
意义.在RN黑洞内时空区和外时空区, r具有空间维
度的意义.对于电荷-质量比趋于零的情况, RN黑洞
内视界所包围区域的半径趋于零,外时空区的几何
性质和引力性质都接近于史瓦西黑洞时空的性质.
由 f (rH) = 0, ZPS黑洞的质量获得为M = 1

2(1+zH ) rH .
ZPS黑洞的质量可用斯马尔(Smarr)关系的形式表示
出来 [30]

M = M(S H , a) =
1

2(1 + zH)

√
S H/π. (15)

对ZPS黑洞质量微分给出

dM = T̃HdS H + Θada, (16)

其中T̃H =
∂M
∂S H
|a = 2M

rH
TH , 与参量a相联系的势

为Θa =
∂M
∂a |S H =

2M2

arH
. (16)式可称为关于ZPS黑洞

的微分形式的斯马尔关系.
接下来,讨论与ZPS黑洞能量相关的问题.已知

黑洞的能量和质量,可得到黑洞内“流体”的能量. 黑
洞内的流体能量定义为黑洞能量与黑洞质量的差

值E(ZPS)
F+ = E(ZPS)

+ − M = Mz+. 对于非极端ZPS黑洞
的情况, 有z+ > 0, 因此流体能量E(ZPS)

F+ 取正值.在参
数a保持不变的微小过程中,黑洞质量和黑洞能量的
变化量有下面的关系

△M =
2(x+ − 2)

x2
+

△E(ZPS)
+ . (17)

比率 △M
△E(ZPS)
+

的最大值为0.25, 它对应于r+ = 4M的情
况. (17)式反映了在a保持不变过程中的ZPS黑洞的
吸积特性.

4 近极端ZPS黑洞的热性质

带有两个视界的黑洞是由内视界和外视界组成

的复合热力学系统.内视界和外视界作为黑洞的两
个子系统,具有不同的温度.内视界半径趋近于外视
界半径的ZPS黑洞为近极端ZPS黑洞.近极端ZPS黑
洞满足条件z(±) → 0±.

对于带有两个视界的黑洞,可构造黑洞的左系
统和右系统 [31]. 黑洞左系统和右系统的熵和温度由
下面两式给出:

S η = S + + ηS −, (18)
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T−1
η = T−1

+ + ηT
−1
− , (19)

其中η = 1和η = −1分别对应于黑洞右系统和左
系统的情况. ZPS黑洞右系统和左系统的温度
为Tη = M

2π
z(+)z(−)

r2
+z(−)+ηr2

−z(+) ,即

Tη =
1

2πM

(
x+
2 − 1

) (
x−
2 − 1

)
x2
+

(
x−
2 − 1

)
+ ηx2

−
(

x+
2 − 1

) . (20)

在弦理论中右系统和左系统分别由右运动模和右运

动模所构成 [32, 33].

对于RN黑洞,内外视界半径可写为r± = M±ϵ的
形式 [31]. 对于ZPS黑洞, 内外视界半径不存在这样
一个简单关系.通过令x± = 2 ± △± (△±是小量)并忽
略掉分母中的三阶小量, (20)式化为

Tη =
1

16πM
△+△−

(1 + △+)△− − η(1 − △−)△+
. (21)

对于η = 1的情况, (21)式给出近极端ZPS黑洞右系
统的温度

TR =
1

16πM
1

2 − χ, (22)

其中χ = △+−△−
△+△− . 图5显示了在一个极小区间内

的χ随a的变化情况. 令参数a=2−10−15, 则有χ ≈
0.32554和T (15)

R ≈ 0.07465/2πM (参考图6).

图5中接近a=2−10−15处的χ-a曲线显示其继续
向下延伸的趋势. 这说明随参数a → 2, χ趋于更小
的值, 因此ZPS黑洞右系统温度趋于一个与T (15)

R 同

量级的有限值.

2 2 2 2 2 2

0.3325

0.3330

0.3335

0.3340

0.3345

a(M)

χ

图图图 5 (网络版彩图) χ-a曲线显示在参数区间(2−2.25×10−12,
2 − 10−15)内的比率χ
Figure 5 (Color online) The χ-a curve shows the ratio χ in the param-
eter interval (2 − 2.25 × 10−12, 2 − 10−15).
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图图图 6 (网络版彩图) ZPS黑洞右系统与左系统的熵和温度(单
位TM = 1/2πM)
Figure 6 (Color online) The entropies and temperatures (the unit TM =

1/2πM) of the right and left systems of the ZPS black hole.

对于η = −1的情况, (21)式给出近极端ZPS黑洞
左系统的温度

TL =
1

16πM
△+△−
△+ + △−

. (23)

随△± → 0, 显然有ZPS黑洞左系统温度TL趋于零.
图6显示了ZPS黑洞左右系统的熵和温度. 随着参
数a的值趋于2, ZPS黑洞右系统的温度趋于一个常
数,左系统温度趋近于零. 在近极端黑洞的情况下,
量子场统计熵是一个小量,因此支持黑洞的能斯特
定理 [34–36]. 综上所述, 我们给出如下关于ZPS黑洞
的热力学第三定律表述: 随r+ → r− (a → 2 − 0+),
ZPS黑洞右系统的熵和温度趋于确定的有限值,
ZPS黑洞左系统满足能斯特定理: 随左系统温
度TL趋近于零, ZPS黑洞左系统的熵趋近于零.

5 讨论与结论

球对称的ZPS黑洞解不属于已提出的NED引力
理论中的解,也不属于考虑到量子修正后的史瓦西
解. ZPS黑洞中心存在类时奇异性, 这一点和RN黑
洞的情况相类似. 非极端ZPS黑洞有两个视界,内视
界有类似于RN黑洞内视界的负温度.极端ZPS黑洞
和史瓦西黑洞有相同的质量和黑洞视界半径. 然而,
由于极端ZPS黑洞视界外存在物质分布, 从而能够
产生不同的观测效应. 对于无质量的粒子, 其运动
方程中的有效势依赖黑洞视界外的物质分布情况.
ZPS黑洞时空中的光子势小于史瓦西时空中的光子
势. 因此, 尽管有相同的黑洞半径, 但ZPS黑洞应该
有更小的观察截面.

在参数区间1.74 < a <2内,非极端ZPS黑洞外视
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界的热容取正值, 这反映了ZPS黑洞的热稳定性.
与ZPS黑洞内视界相联系的热容恒取为负值, 它指
内视界半径变小的趋势, 这一点与RN黑洞内视界
的情况相类似. 通过研究近极端ZPS黑洞右系统和
左系统的热力学性质, 提出了关于ZPS黑洞的热力

学第三定律. 本文所考虑的ZPS黑洞带有两个具有
有限尺寸的黑洞视界, 关于ZPS黑洞的热力学第三
定律包含了关于ZPS黑洞的能斯特定理, 强调黑洞
的左系统满足能斯特定理,右系统是一个有限温度
系统.
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Geometric structure and thermodynamic properties
of ZPS black hole

WEI Yi-Huan*

Department of Physics, Bohai University, Jinzhou 121000, China

In this paper, the spacetime structure and thermodynamic properties of the spherically symmetric Zero Pressure
Schwarzschild (ZPS) black hole are studied. There may be two black hole horizons or a single horizon in the ZPS space-
time. The horizon radius of non-extremal ZPS black hole depends on the choice of parameter a. The extremal ZPS black
hole possesses the same mass and radius as Schwarzschild black hole. The geometric structure of the ZPS black hole with
two horizons is shown in Figure 2. The energy density of fluid in the spherically symmetric ZPS spacetime is inversely
proportional to r3. The system with ZPS black hole horizon as boundary satisfies the first law of thermodynamics. In the
process of the black hole horizon varying, the increase of black hole energy includes the increase of black hole mass and the
increase of the energy existing in other forms in the ZPS spacetime. For the case of a being unchanged, the heat capacities
of the outer and inner horizons of the ZPS black hole are calculated. In the range of a1 < a < 2 (a1 ≈ 1.74), the heat
capacity of the outer horizon of the ZPS black hole is positive. Therefore, the outer horizon of the ZPS black hole can be in
a stable thermal equilibrium state. By considering the left and right systems of the non-extremal ZPS black hole, the third
law of thermodynamics of black hole is studied. In the expression of the third law of thermodynamics for the ZPS black
hole, it is emphasized that the left system of the black hole satisfies Nernst’s theorem.

ZPS black hole, energy density, heat capacity, third law of thermodynamics, Nernst theorem
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