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摘 要：粒度计算是一种基于多层次结构的问题处理范式，近年来受到国内外学者的广泛关注。粒度转换技

术与问题求解是进行多粒度计算的关键，然而代数商空间却缺乏对这两个重要问题的讨论。为此，针对代数

商空间模型，首先，根据商空间的构造方法定义三种完备的代数商空间簇，以论证代数粒度转换的封闭性。在

上述工作基础上，针对不同的粒化准则与粒化方式，从多角度给出完整的代数粒度转换方法，并详细讨论了不

同转换方法的异同以及粒度转换结果之间的关系。其次，为描述代数问题在粗细粒度转换中的求解结果，基于

粒度转换方法与代数求解规则，提出求解一致性原理。通过理论分析证明了粒度转换方法与一致性原理的

可靠性，以实例验证了所提方法的有效性，且实例结果与理论分析结论相符合，佐证了一致性原理的正确性；

解决了使用代数商空间模型进行粒度计算的核心问题，为使用代数粒度计算求解大规模复杂问题提供了理论

依据。
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Abstract: Granular computing is a problem processing paradigm based on multi-level structure, which has attracted

extensive attention of domestic and foreign scholars in recent years. Granular transformation and problem solving

are key issues of multi-granular computing. However, the algebraic quotient space model lacks discussion of these

issues. In light of above problems, for the algebraic quotient space model, three complete clusters of algebraic

quotient space are defined according to the algebraic quotient space construction methods, so as to analyze and

demonstrate the closeness of granular conversion. Furthermore, for different granularity principles and modes, the

complete algebraic granularity conversion methods are given from multiple angles. Next, the similarities and

differences between different conversion methods and the relationship between granularity conversion results of the

algebraic are discussed. In addition, in order to describe the solution results of algebraic problems after coarse grain

and fine grain transformations, the consistency principle of solution results is proposed based on the granularity

transformation method and algebraic solution rules. The reliability of the granularity conversion methods and the

consistency principle is proven by theoretical analysis, and the effectiveness of the proposed methods is verified by

an example. The example results are consistent with the theoretical analysis conclusions, which proves the

correctness of the consistency principle. It solves the core problem of granular computing using algebraic quotient
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粒度计算（granular computing）一般认为是求解

复杂问题的一切理论、方法、技术和工具的总称 [1]，是

模拟人类思考和解决大规模复杂问题的结构化求解

模式 [2]，现已成为人工智能领域的研究热点 [3]。商空

间理论是粒度计算的主流计算模型之一，该理论以

三元组 (X, f, T ) 的形式描述问题的论域、属性和结

构。由于引入元素之间的相互关系即“结构”的概

念，商空间理论具有更强的表达与求解能力 [4]，被广

泛应用于路径规划[5]、图像处理[6-8]、数据分析[9-12]、神经

网络 [13]、故障诊断 [14]等领域，具有重要的理论意义与

应用价值。近年来，利用粒度计算分析代数系统受

到计算机科学领域的广泛关注 [15]。文献[16]将商空

间理论推广到代数系统，建立了基于代数结构的商

空间模型（简称代数商空间模型）并取得了一系列成

果 [17-21]。研究上述文献发现，代数商空间模型具有较

好的应用前景，但目前鲜有人对代数粒度计算的粒

度转换技术与问题求解做深入研究，为代数商空间

模型的应用和发展带来一定限制。

针对上述问题，在介绍代数商空间模型的基本

理论后，首先，以取商空间、商代数、合成商空间三种

方式构造代数商空间簇，并利用基本定理论证其粒

度与结构的完备性，进而分析代数粒度转换的封闭

性；然后，综合考虑粒化准则的同余性，对代数商空

间的粒度分解与合成方法进行讨论；最后，通过分析

代数商空间的同态法则得出保真与保假原理在代数

商空间模型中仍成立，结合代数粒度转换方法与问

题求解规则，提出代数商空间模型的问题求解一致

性原理。

1 研究基础
本章将对代数商空间模型的粒化准则和论域结

构进行介绍。代数商空间模型一般由 (X, f, ∘) 构成，

其中 X 为论域，f 为论域上的属性函数，∘为元素之

间的二元运算。由于属性函数常与论域结构和领域

知识紧密相连，本文只讨论其论域和结构，三元组简

记为 (X, ∘) 。
1.1 同余关系及其性质

代数商空间以代数运算作为论域结构，而等价

关系仅能进行论域划分，因此代数商空间模型以特

殊的等价关系——同余关系作为粒化准则。

定义 1（同余关系）[16] 设有代数系统 (X, ∘) ，R 为

论域 X 上的等价关系。若对 ∀x,y,u,v ∈ X ,且 (x,y) ∈
R ，(u,v) ∈ R ，有 (x ∘ u, y ∘ v) ∈ R ，则称等价关系 R 为

同余关系（congruence relation），称 R 的等价类为同

余类。

定义 1表明，不同的同余类在运算后仍满足同余

关系，即同余关系在运算 ∘下仍能保持，称这种性质

为同余关系 R 在运算 ∘下具有可置换性。下面对一

般等价关系 R 定义同余闭包与同余内核。

定义 2（同余闭包）[16] 设有代数系统 (X, ∘) ，{C}为
(X, ∘) 上的全体同余关系，R 为论域 X 上的非空等价

关系。若存在同余关系 c(R) ∈{C} 满足 R⊆ c(R) ，且对

∀R′ ∈{C}, R⊆ R′都有 c(R) ⊆ R′，则称 c(R) 为 R 的同余

闭包。

定义 3（同余内核）[20] 设有代数系统 (X, ∘) ，{C}为
(X, ∘) 上的全体同余关系，R 为 X 上的非空等价关

系。若存在同余关系 int(R) ∈{C} 满足 int(R) ⊆ R ，且对

∀R′ ∈{C}, R′ ⊆ R ，都有 R′ ⊆ int(R) ，则称 int(R) 是 R 的

同余内核。

定理 1 设有代数系统 (X, ∘) ，R1 与 R2 为论域 X

上的非空等价关系，若 R1 ⊆ R2 ，则 int(R1) ⊆ int(R2) 。
证明 由定义可知 int(R1) ⊆ R1 ，且 R1 ⊆ R2 ，因此

int(R1) ⊆ R2 。由 int(R2) 可知对 ∀R′ ⊆ R2 , 都有 R′ ⊆
int(R2) ，因此 int(R1) ⊆ int(R2) ，证明成立。

引理 1[17] 设有代数系统 (X, ∘) ，R1 与 R2 为论域

X 上的非空等价关系，若 R1 ⊆ R2 ，则 c(R1) ⊆ c(R2) 。
引理 2[20] 设 R1 与 R2 为代数 (X, ∘) 上的非空的等

价关系，则有：

int(R1)⋂ int(R2)⊆ int(R1 ⋂ R2) （1）

c(R1 ⋂ R2) ⊆ c(R1)⋂ c(R2) （2）

1.2 商运算及其存在条件
代数系统的商结构为代数运算经映射函数诱导

得出的运算规则，称为商运算。

定义 4（商运算）[16] 设有代数系统 (X, ∘) ，R 为论

域 X 上的等价关系，映射 p: X→ X/R 为投影。若商

space model, and provides a theoretical basis for solving large-scale complex problems using algebraic granular

computing.
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空间 X/R 上存在运算 ∘′ ，使 p 为同态映射，即对

∀x,y ∈ X ，有 p(x ∘ y) = p(x)∘ p(y) 成立，则称 ∘′为商空间

上的商运算。

定义 5（商代数） 设 R 是代数 (X, ∘) 上的同余关

系，若对 ∀a,b ∈ X 有 [a ∘ b] = [a] ∘ ′ [b] ，则称 (X/R, ∘′) 为
X 关于 R 的商代数。

可见，代数 (X/R, ∘′) 为 (X, ∘) 在 R 上的粒层，当且

仅当 R 为同余关系时，映射 p 为同态映射，有 (X/R, ∘′)
为 (X, ∘) 的商代数。同时，同余关系与同态映射可以

相互诱导，而定义 4 表明，商运算 ∘′由同态映射 p 诱

导，因此粒化准则为同余关系是商空间上存在商运

算的充分必要条件。同余关系为论域 X 上特殊的等

价关系，等价关系与商集一一对应，同余关系与映射

的诱导结果也唯一确定，因此商运算的运算规则是

唯一确定的。由此可知，同余关系、同态映射、商运

算以及商集之间是一一对应的关系。

2 粒度完备性

2.1 不同代数商空间簇的完备性
粒化准则的完备性是粒度转换的基础，其决定

了商空间簇的完备性与求解结果的可靠性。由代数

商空间以同余关系作为粒化准则可知，代数系统上

所有同余关系构成完备半序格 [16]。但在实际问题中

并非所有粒化准则均为同余关系，因此，仅从同余关

系分析粒度完备性是不够的。为此，本节以代数粒

度构造方式为切入点，提出另外两种完备半序格。

在拓扑商空间中，全体等价关系构成完备半序

格。因此，代数商空间中的全体等价关系也构成完

备半序格。

定义 6（粒度关系） 设 R1 与 R2 为非空的等价关

系，若 R1 ⊆ R2 ，则称 R1 比 R2 细，记为 R2 ≤ R1 。

引理 3（基本定理）[4] 对代数系统 (X, ∘) ，设 {R} 为
X 上一切等价关系的集合，则 {R} 在定义 6 的偏序关

系“ ≤ ”下，构成完备半序格 ({R}, ≤ ) 。
代数系统的结构由论域和运算共同决定。其中

运算仅具备优先级，不具备大小关系，且运算与商运

算之间仅具有相似性，因此，可在代数系统中定义如

下偏序关系。

定义 7（商代数关系） 给定代数系统 (X, ∘) ，定义

代数商空间 (Xi, ∘ i) ，Xi 为论域 X 的商集，∘ i 为 Xi 上

对应于 ∘ 的运算。对 ∀(Xi, ∘ i), (Xj , ∘ j) ，若 Xi 为 Xj 的

细分，则 (Xj , ∘ j) ≤ (Xi, ∘ i) 。

下面由一般等价关系构造代数商空间簇，即对

代数 (X, ∘) 作一般的粒度分解运算，并由定理 2 证明

该商空间簇的完备性。

定义 8（代数商空间簇 1）给定代数系统 (X, ∘) ,设

{X} 为论域 X 中所有等价关系诱导的商集集合，{∘X}
为商集 {X} 上的运算，记代数商空间簇 U = (X, ∘X) =
{(Xi, ∘ i)|Xi ∈{X}, ∘ i ∈{∘ X}}。

定理 2 设 U =(X, ∘X) 为代数 (X, ∘) 的全体代数商

空间，则 U 在定义 7的偏序关系“ ≤ ”下构成完备半序

格 (U,≤ ) 。
证明 商空间理论基于集合论框架进行问题求

解。因此，在划分模型下，若全体等价关系构成完备

半序格，则其对应的所有划分也构成完备半序格，由

基本定理即可证定理 2。

对拓扑商空间而言，等价关系保证不同粒层之

间具有同态性。然而在代数商空间中，以等价关系

作为粒化准则并不适用，故商空间簇 U 仅为粒度完

备的，原代数与代数商空间之间不具备同态性。下

面由同余关系构造代数商空间簇。

引理 4[16] 设 {C}为代数 (X, ∘) 上的全体同余关系，

则 {C} 在定义 6 的偏序关系“ ≤ ”下，构成完备半序格

({C},≤ ) 。
定义 9（代数商空间簇 2） 给定代数 (X, ∘) ，设 {Y }

为论域 X 中所有同余关系诱导的商集集合，{∘Y} 为
商集 {Y } 上对应 ∘ 的商运算，记代数商空间簇 W =
(Y, ∘Y ) ={(Yi, ∘ i)|Yi ∈{Y }, ∘ i ∈{Yi}}。

定理 3 设 W =(Y, ∘Y ) ，则 W 在定义 7 的偏序关系

“ ≤ ”下构成完备半序格 (W,≤ ) 。
证明 由引理 4可知，代数 (X, ∘) 上的全体同余关

系 {C} 构成完备半序格[16]，因此 W 为粒度完备的。 W

是以同余关系作为粒化准则得到的商空间簇，因此

W 中的商运算可由同余关系与同态映射诱导得出，

原代数与代数商空间具有同态性，因此代数商空间

簇W 为商代数簇。

下面给出最后一种代数商空间簇。

定义 10（等价关系簇确界）给定代数系统 (X, ∘) ，
设 {R} 为论域 X 上一切等价关系集合。令 {R′} =
{R′|{Rα} ⊆{R}, R′ = ⋂ αRα 或 t(⋃ αRα)} ，称 R′ 为等价关

系簇 {Rα}的上确界（或下确界）。

定理 4 设 {R′} 为论域 X 上等价关系簇的上确界

集合（或下确界集合），则 {R′} 在定义 6 的偏序关系

“ ≤ ”下，构成完备半序格 ({R′},≤ ) 。
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证明 由定义 10 可知 {Rα} 为等价关系，且 R′ =
⋂ αRα (或 t(⋃ αRα) )，显然 R′为等价关系，仿照基本定

理[4]，即可得证。

定义 11（代数商空间簇 3） 给定代数系统 (X, ∘) ，
令 {X′} ={X′|X′ = X/R′ ，即 X′ 为 {Rα} 所有划分的上确

界空间（或下确界空间）}，{∘Z}为商集 {X′}上对应 ∘的
商运算，记代数商空间簇 V =(Z, ∘Z) ={(Zi, ∘ i)|Zi ∈{X′},
∘ i ∈{Zi}}。

定理 5 设 V =(Z, ∘Z) ，则 V 在定义 7 的偏序关系

“ ≤ ”下构成完备半序格 (V,≤ ) 。
证明 仿照定理 2即可得证。

对同余关系取上确界或下确界，所得结果显然

仍为代数 (X, ∘) 上的同余关系，其与对等价关系的讨

论相似，因此本文不对取合成商代数的构造方式作

讨论。

2.2 代数商空间簇的关系与含义
由三种代数商空间簇的构造方式可知，V 取 U

的上确界集合与下确界集合，显然 U⊆ V 成立。而同

余关系是特殊的等价关系，因此 {C} ⊆{R}，于是W ⊆ U

成立，这表明同余半序格是等价关系半序格中的完

备子格。综上所述，构造的三种代数商空间簇具有

包含关系W ⊆ U⊆ V 。

此外，完备半序格 U 、V 、W 都是对论域的颗粒

化。其中，U 是商空间理论中最基本的商空间结构[4]，

它由一般等价关系簇诱导得出。完备半序格 V 是在

商空间簇 U 的基础上由合成等价关系诱导得到的新

粒度簇。因此，就 U 与 V 而言，代数 (X, ∘) 与各粒层

之间的同态性无法保证，它们仅在粒度层次上完

备。而完备半序格W 中的粒层均由同余关系诱导得

出，代数 (X, ∘) 与各粒层之间存在同态映射，因此 W

是粒度与结构完备的商空间簇。综合分析，同余关

系使原代数的运算规则在商空间得以保持。同时，

同余关系、同态映射、商运算与商集一一对应，因此

商集的完备性以及同余关系对运算的可置换性确保

代数商空间簇的粒度与结构完备性。由此可知，与

拓扑商空间不同，代数商空间的粒度与结构完备性

有两方面要求：一方面要求全体商空间簇构成完备

半序格；另一方面不同商空间之间要具备同态性，即

存在从一个粒层到另一个粒层的同态映射。称上述

要求为代数粒度结构完备性条件。

最后，所提出的三种商空间簇分别表示代数

(X, ∘) 的商空间簇、商代数簇以及合成商空间簇。由

其粒度完备性可知，代数粒度计算中的粒度分解与

合成结果仍落在原论域中，因此代数粒度转换是封

闭的。这表明由上述三种构造方式得到的代数商空

间是可靠的，为代数商空间模型在不同粒度世界的

转换提供了理论依据。

3 粒度转换
在商空间理论中，论域 X 在粒度转换时其结构

也会发生改变。对代数商空间模型，同余关系使原

代数与代数商空间之间存在同态映射，于是二者具

有相同的构成成分与运算规则。显然，同余关系是

代数粒度转换的关键。因此研究如何修正粒化准则

R 使之具有同余性是十分必要的。本章将以商空间

构造方式为基础，对代数商空间模型的粒度转换及

非同余粒化准则的修正进行讨论。

3.1 粒度分解及非同余修正
根据粒化准则的同余性，要对代数粒度分解方

法分情况讨论。给定代数 (X, ∘) 及粒化准则 R ：

一方面，若 R 为同余关系，由定义 4 可得商空间

(X′, ∘′) 。
定义 12（商空间） 设 R 为代数 (X, ∘) 上的同余关

系，(X′, ∘′) 为 R 诱导的代数商空间，则 (X′, ∘′) 满足：

X′ = X/R′，且映射 p: X→ X/R 使运算 ∘′满足 p(a ∘ b) =
p(a)∘ ′p(b) ，其中 a、b为论域 X 上的任意元素。

显然，由定义 12得到的代数商空间为 (X, ∘) 的商

代数，映射 p 为从 (X, ∘) 到 (X′, ∘′) 的同态。

另一方面，若粒化准则 R 为非同余关系，本文采

用近似同余进行修正，修正结果能够最大近似原粒

化准则，其既有同余性，也满足等价关系 R 的要求，

具体定义如下。

定义 13（近似同余） 设代数系统 (X, ∘) 上的全体

同余关系为 {C} ，全体等价关系集合为 {R} ，则对

∀R ∈{R} 且 R≠∅ ，关于 R 都存在近似同余关系对

(-R,-R) 且 -
R,-R ∈{C}，其中：

-
R = t

æ

è
çç

ö

ø
÷÷∪

Rαi ∈{c},Rαi ⊆ R

Rαi （3）

-R = ∩
Rαi ∈{c},Rαi ⊆ R

Rαi （4）

-
R 称为 R 的上同余，-R 称为 R 的下同余。

由定义 2 与定义 3 可知，上同余
-
R = int(R) ，下同

余 -R = c(R) 。对应上（下）同余，由定义 12可得论域 X

的近似商空间对 (-X ,-X ) ，其中
-
X = X/-R 为 X 的上商空
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间；-X = X/-R 为 X 的下商空间。此时三种商空间有如

下关系。

定理 6 设有代数系统 (X, ∘) ，R 为论域 X 上的等

价关系，若 (-R,-R) 为 R 的近似同余对，(-X ,-X ) 为其近

似商空间对，则
-
R ≥ R ≥ -R ，

-
X ≥ X ≥ -X 。

证明 由定义 2 与定义 3 可知，int(R) ⊆ R⊆ c(R) ，
因此 X/int(R) ⊆ X/R⊆ X/c(R) ，由定义 13 可得，

-
R ≥ R ≥

-R, -X ≥ X ≥ -X 。证明成立。

3.2 粒度合成
多粒度合成可由二粒度合成推导，因此仅讨论

两个粒度的合成。为保证合成前后问题关键信息不

丢失，代数商空间粒层合成要求：合成商空间将完全

包含商空间簇的全部信息，且不超过其所能提供的

全部信息。因此，代数商空间粒层合成原则如下：

设 (X1, ∘1)、(X2, ∘2) 为代数 (X, ∘) 上两个不同层次的

商空间，将 (X1, ∘1) 与 (X2, ∘2) 的合成定义为 (X3, ∘ 3) =
(X1, ∘1)*(X2, ∘2) ，则 (X3, ∘3) 满足：

（1）X1 与 X2 为 ∘3 的商空间；

（2）∘1 与 ∘2 为 ∘3 在 X1 、X2 上的商运算。

同样，代数商空间粒层合成根据粒化准则的同

余性分为商代数合成与非商代数合成。首先，对商

代数的合成，可直接利用同余关系诱导合成商空间

上的等价关系。

定义 14（合成商空间）设 (X1, ∘1) 、(X2, ∘2) 为代数

(X, ∘) 的商空间，R1、R2 分别为 (X1, ∘1) 与 (X2, ∘2) 诱导

的同余关系，则 X1 与 X2 的合成商空间为 X3 = X1*X2 =
{a⋂ b|a ∈ X1,b ∈ X2} 。商空间 X3 诱导的等价关系为

R3 ，则 R3 = R1 ⋂ R2 ，为 R1 与 R2 的合成。

证明 设 [x]3 ∈ X3 ，因同余关系为特殊的等价关

系，则有：

[x]3 = [x]R1 ⋂ R2
={y|y ∈ X, y(R1 ⋂ R2)x} =

{y|y ∈ X, (yR1x)⋂(yR2x)} =
{y|y ∈ X, (yR1x)}⋂{y|y ∈ X, (yR2x)} = [x]1 ⋂[x]2

显然，同余关系的交 R3 仍为同余关系。因为

Ri ≥ R3, i = 1,2 ，即 X/R3 为 X/Ri 的细分，X/R3 ≥ X/Ri 恒

成立，所以 R3 合成满足合成原则，证明成立。

根据粒度合成方法以及商运算与同余关系、同

态映射的关系，合成商代数上的商运算利用同余关

系与同态映射进行诱导可得。

引理 5[16] 设 (X1, ∘1)、(X2, ∘2) 分别为代数 (X, ∘) 的商

空间，X3 = X1*X2 , ∘3 为运算 ∘1 与 ∘2 的合成，∘3 = ∘1*

∘2 , ∘3:X3*X3 → X3 。若 ∘3 对 ∀[x]3 有 [x]3 ∘ 3[y]3 = [x]1 ∘ 1
[y]1 ⋂[x]2 ∘ 2[y]2 ,则 ∘3 为 X3 上相对于 ∘的商运算，且 ∘1
与 ∘2 分别为 X1 与 X2 上相对于 ∘3 的商运算。

其次，对非商代数合成方法，本文仅讨论粒化准

则 R1、R2 均为非同余的情况，此时合成方法分为后

合成法与后修正法。

后合成法指在粒层合成之前，将粒化准则修正

为同余关系，再通过商代数合成完成粒层合成。根

据 修 正 方 式 的 不 同 ，合 成 结 果 有 三 种 ：-X1*-X2 、
-
X1*-X2 、-X1*-X2（或-X2*-X1 ，本文只讨论一种情况）。定

理 7给出并证明了各合成结果的关系。

定理 7 设 R、R2 为代数 (X, ∘) 上的等价关系，其

近似同余关系对分别为 (-R1,-R1) 、(-R2,-R2) ，近似商空间

对为 (-X1,-X1)、(-X2,-X2)，则粒层不同合成结果关系如下：

-R1 ⋂-R2 ≤-R1 ⋂-R2 ≤
-
R1 ⋂-R2 （5）

-X1*-X2 ≤-X1*-X2 ≤
-
X1*-X2 （6）

-R1 ⋂-R2 ≤ R1 ⋂ R2 ≤
-
R1 ⋂-R2 （7）

-X1*-X2 ≤ X1*X2 ≤
-
X1*-X2 （8）

证明 由定理6可得，int(R1) ⊆ R1 ⊆ c(R1)与 int(R2) ⊆
R2 ⊆ c(R2) 成立，则有 int(R1)⋂ int(R2) ⊆ c(R2)与 int(R1)⋂
int(R2) ⊆ c(R1) ，于是 int(R1)⋂ int(R2) ⊆ c(R1)⋂ c(R2) ；同
理 c(R1)⋂ int(R2) ⊆ c(R1)⋂ c(R2)。故-R1 ⋂-R2 ≤-R1 ⋂-R2 ≤
-
R1 ⋂-R2 成立，对应的划分满足 -X1*-X2 ≤-X1*-X2 ≤

-
X1*-X2 。

由定理 6 可知 int(R1) ⊆ R1 ⊆ c(R1) ，int(R2) ⊆ R2 ⊆
c(R2) 成立，因此：

int(R1)⋂ int(R2) ⊆ R1 ⋂ R2 ⊆ c(R1)⋂ c(R2) （9）

-R1 ⋂-R2 ≤ R1 ⋂ R2 ≤
-
R1 ⋂-R2，进 而 -X1*-X2 ≤ X1*X2 ≤

-
X1*-X2 成立。

后修正法为先进行粒层合成，得到合成等价

关 系后再对合成结果修正，合成结果为
- -- -----
X1*X2 或

- -- -----X1*X2 。

定理 8 设 R1 与 R2 是代数 (X, ∘) 上的等价关系，

若 R1 与 R2 合成的等价关系为 R1 ⋂ R2 ，则其修正同

余关系对为 (- -- -- --- --
R1 ⋂ R2,- -- -- --- --R1 ⋂ R2) ，其诱导的商空间对为

(- -- -----
X1*X2,- -- -----X1*X2) ，则合成结果关系如下：

- -- -- --- --R1 ⋂ R2 ≤ R1 ⋂ R2 ≤
- -- -- --- --
R1 ⋂ R2 （10）

- -- -----X1*X2 ≤ X1*X2 ≤
- -- -----
X1*X2 （11）

证 明 由定理 6 可知，对任意等价关系 R 有
-
R ≥ R ≥ -R ，因此 - -- -- --- --R1 ⋂ R2 ≤ R1 ⋂ R2 ≤

- -- -- --- --
R1 ⋂ R2 ，其对应划

分有 - -- -----X1*X2 ≤ X1*X2 ≤
- -- -----
X1*X2 ，证明成立。
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3.3 粒度合成结果分析
前文所述六种合成结果，一般有以下大小关系。

定理 9 设 R1、R2 为代数 (X, ∘) 上的两个等价关

系，X1、X2 为其对应的商空间，则有：

-X1*-X2 ≤ - -- -----X1*X2 ≤ X1*X2 ≤
- -- -----
X1*X2 ≤

-
X1*-X2 （12）

证明 由引理 2 可得
- -- -- --- --
R1 ⋂ R2 ≤

-
R1 ⋂-R2 与 - -- -- --- --R1 ⋂ R2 ≤

-R1 ⋂-R2 成立，结合式（8）与式（11），各类合成结果的

关系为式（12），其中-R1 ⋂-R2 不作讨论，证明成立。

针对合成结果的一致性，分为两方面讨论：

一方面，当等价关系 R1 与 R2 均为同余关系时，

则不论何种合成方式，其合成结果均一致，即：

-X1*-X2 = - -- -----X1*X2 = X1*X2 =-X1*-X2 = - -- -----
X1*X2 =-X1*-X2（13）

证明 若 R 为同余关系，则 c(R) = R, int(R) = R [20]，

因此，式（14）成立。

-R1 ⋂-R2 = - -- -- --- --R1 ⋂ R2 = R1 ⋂ R2 =-R1 ⋂-R2 = - -- -- --- --
R1 ⋂ R2 =-R1 ⋂-R2（14）

显然，其各划分必定相等，证明成立。

另一方面，若 R1 与 R2 均为非同余关系，则有定

理 10成立。

定理 10 设代数系统 (X, ∘) ，R1 与 R2 为 (X, ∘) 上
的非同余粒化准则，X1 、X2 为 R1 与 R2 诱导的商空

间，若 - -- -----X1*X2 =-X1*-X2 ，则必满足以下任一条件：

（1）R1 与 R2 为包含关系；

（2）int(R1)⋂ int(R2) 为全等关系；

（3）int(R1 ⋂ R2) 为恒等关系。

若
- -- -----
X1*X2 =-X1*-X2 ，则必满足以下任一条件：

（1）R1 与 R2 为包含关系；

（2）c(R1)⋂ c(R2) 为恒等关系；

（3）c(R1 ⋂ R2) 为全等关系。

特别的，当 R1 ⋂ R2 为同余关系、全等关系或恒等

关系时，有 - -- -----X1*X2 = - -- -----
X1*X2 = X1*X2 。

证明 若 int(R1)⋂ int(R2) 为全等或 int(R1 ⋂ R2) 为
恒等关系，则 int(R1)⋂ int(R2) = int(R1 ⋂ R2) [20]；若 R1与 R2
为包含关系，设 R1 ⊆ R2 ，则 R1 ⋂ R2 = R1, int(R1 ⋂ R2) =
int(R1) 。若 R1 ⊆ R2 ，则由定理 1 可得 int(R1) ⊆ int(R2)
成立。因此有 int(R1)⋂ int(R2) = int(R1) ，此时 int(R1)⋂
int(R2) = int(R1) = int(R1 ⋂ R2) 。由此可知，当 int(R1)⋂
int(R2) = int(R1 ⋂ R2) 时，有

- -- -----
X1*X2 =-X1*-X2 成立。除上

述三种情况外均有
- -- -----
X1*X2 <-X1*-X2 成立。

若 c(R1)⋂ c(R2) 为恒等或 c(R1 ⋂ R2) 为全等关系

时，则 c(R1)⋂ c(R2) = c(R1 ⋂ R2) [20]；若 R1 与 R2 为包含关

系，设 R1 ⊆ R2 ，则 R1 ⋂ R2 = R1,c(R1 ⋂ R2) = c(R1) 。若 R1 ⊆
R2 ，由引理 1 与定义 13 可得 c(R1) ⊆ c(R2) ，则 c(R1)⋂
c(R2) = c(R1) ，即 c(R1 ⋂ R2) = c(R1) = c(R1)⋂ c(R2) ，此时有

-X1*-X2 = - -- -----X1*X2 成立。除上述三种情况外均有 -X1*-X2 <
- -- -----X1*X2 成立。

若 R1 ⋂ R2 为同余关系或者为 I、E ，则
- -- -- --- --
R1 ⋂ R2 =

R1 ⋂ R2 = - -- -- --- --R1 ⋂ R2 ，因此 - -- -----X1*X2 = X1*X2 = - -- -----
X1*X2 ，证明成立。

基于以上讨论，代数商空间模型在粒度转换时

首先要分析粒化准则 R 是否为同余关系：若 R 为同

余关系，则可直接由 R 进行粒度分解或合成，再由定

义 12 或引理 5 诱导商运算或合成运算；若 R 为非同

余，则在粒度转换时要对 R 进行修正。

针对非同余关系的合成，后合成法要分别对 R1 、

R2 修正，虽然计算量有所增加，但修正后的粒化准则

在运算 ∘下具有可置换性，因此可由引理 5 直接求得

新粒度的商运算；后修正法在粒层合成时并未考虑

论域结构，因此虽仅修正一次粒化准则，但新粒度上

的运算规则要由定义 4 或定义 12 逐一诱导，计算繁

琐。然而结合式（12）可知，后修正法的合成结果
- -- -----
X1*X2 、- -- -----X1*X2 与原粒层直接合成的结果最为接近。

上述两种合成方式各有利弊，在粒层合成时需根据

实际情况进行选择。

例 1 设问题为代数系统 (X, ∘) ，其中 X ={0,1,2,
3,4,5,6,7}, ∘ = +8 ，R1 与 R2 为 (X, ∘) 上的非同余粒化

准则，满足 X1 = X/R1 ={{0,1,2,4},{3},{5},{6},{7}}, X2 = X/R2 =
{{0,2,4,5,6},{3,7},{1}} ，则 由 定 义 13 可 得 ，

-
X1 =

{{1},{3},{2,6},{4,0},{5},{7}}, -X1 ={{1,2,3,4,5,6,7,0}}；-X2 =
{{0,4},{1},{2,6},{3,7},{5}}, -X2 ={{1,2,3,4,5,6,7,0}} 。因此

后合成法的合成结果分别为
-
X1 ⋂-X2 ={{0},{1},{2},{3},

{4},{5},{6},{7}}, -X1 ⋂-X2 ={{1,2,3,4,5,6,7,0}} ；在先合成

后修正下计算合成结果，合成等价关系为 X3 = X/R1 ⋂
R2 ={{0},{1},{2,4},{6},{5},{7}} ，修 正 后 的 合 成 结 果 为
-
X3 ={{0},{1},{2},{3},{4},{5},{6},{7}},-X3 = {{1,3,5,7},{0,2,4,6}}。

综上四种合成结果，有以下关系成立：
-
X1 ⋂-X2 =

-
X3 ⊆-X3 ⊆-X1 ⋂-X2 ，即 -X1*-X2 ≤ - -- -----X1*X2 = - -- -----

X1*X2 ≤
-
X1*-X2 ,

满足式（12）。其中
-
X1 ⋂-X2 =-X3 ,有

-
X3 为恒等关系，

满足定理 10中的条件（2）。

4 代数商空间求解一致性及应用
本章将研究代数商空间的求解原理，并讨论其
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应用意义。

4.1 代数商空间求解一致性原理
拓扑商空间借助商映射的连续性与集合的连通

性，将求解复杂问题转换为求某一集合的连通集，并

根据同态法则给出“若问题在原空间中有解，则在粗

粒度空间上也一定有解；若问题在粗粒度空间中无

解，则在原空间也一定无解”的结论 [4]。上述结论被

称为商空间理论的保真与保假原理。保真与保假原

理是商空间理论研究多粒度计算的重要内容，利用

该原理可删除问题的无解部分，缩小求解范围，大大

减少计算量。因此，该原理在代数商空间中成立与

否是十分重要的问题。与拓扑求解不同，代数系统

以代数方程是否有解作为问题求解依据，因此某一

问题是否有解等价于代数方程是否有解。下面对问

题在某一粒度上是否有解进行定义。

定义 15（代数解） 设有代数系统 (X, ∘) ，R 为论

域 X 上的等价关系，设 ∀a,b ∈ X ，[X] = X/R 。若目标

方程 [a]∘[x] = [b] 有解，则问题在代数 (X, ∘) 的粒度 R

上有解。

在划分模型下，定义 4表明商空间 X/R 上存在商

运算 ∘′使 [x ∘ y] = [x] ∘′ [y] ，即元素经过运算后的投影

与投影后进行商运算的结果相同。因此，同余关系

与运算 ∘′显然可使映射 p为同态映射，原代数与代数

商空间遵循同态法则，由此可知在代数商空间中，保

真原理与保假原理仍成立。结合粒度转换方法可知：

代数商空间在粒度转换时，尽管运算结构发生改变，

但问题的解并未改变，它仅是在粗细粒度转换中被

细分或合并，由此得出代数商空间求解一致性原理。

定理 11（一致性原理） 设 R1 与 R2 为代数系统

(X, ∘) 上的同余关系，(X1, ∘1)、(X2, ∘2) 为其对应的代数

商空间，若代数方程 a ∘ x = b 在 (X, ∘) 上有解，则问题

在粒度 R1 与 R2 上分别有解，其解分别为 [x]1 与 [x]2 ；
若代数方程 [a]1 ∘[x]1 = [b]1 与 [a]2 ∘[x]2 = [b]2 在 (X1, ∘1) 与
(X2, ∘2) 上分别有解，则问题在合成商代数中一定有

解，其解为 [x]1 ⋂[x]2 。
证明 R1 与 R2 为同余关系，因此商空间 (X1, ∘1)

与 (X2, ∘2) 上的运算为商运算，于是有 [a ∘ x]i =[a]i ∘ i

[x]i, i = 1,2 。若 a ∘ x = b 有解，则 [a ∘ x]i =[a]i ∘ i[x]i =
[b]i 成立，于是 [a]i ∘ i[x]i =[b]i 也有解。

设 X3 诱导的等价关系为 R3 ，则 R3 = R1 ⋂ R2 。

因 R1 与 R2 为同余关系得 R3 为同余关系。由同余关

系、同态映射、商运算的一一对应性可得，合成空间

X3 上也存在商运算 ∘3 ，根据合成原则定义 ∘3 为：对

∀x3,y3 ∈ X3 ，有 [x]3 ∘ 3[y]3 = [x ∘ y]3 。显然，[x]3 = [x]1 ⋂
[x]2 ，因此，代数方程 [a]3 ∘ 3[x]3 = [b]3 ，有：

[b]3 = [a]3 ∘ 3[x]3 = [a ∘ x]3 = ([a]1 ∘ 1[x]1)⋂([a]2 ∘ 2[x]2) = [b]1 ⋂[b]2
因此 [a]3 ∘ 3[x]3 = [b]3 有解，且 [b]3 = [b]1 ⋂[b]2 ，证明

成立。

一致性原理给出代数方程在粒度转换后的求解

结果，其一致性是指粒度转换前后组成问题解的元

素为同一论域。该原理表明，代数商空间以同余关

系作为粒化准则使问题的关键信息在粒度转换时得

以保存；因此，对于大规模的复杂代数问题，一致性

原理确保问题能在多个粗代数上求解，且各粒层互

不影响，在获得各粒层的求解结果后取其交集即可

得出原问题的解。由此可知，代数商空间在多粒度

计算中仍具有商空间理论求解问题的优势。

例 2 设有代数系统 (X, ∘) ，其中 X ={0,1,2,3,4,5,
6,7}, ∘ = +6 ，R1 与 R2 为 (X, ∘) 上的同余粒化准则，R1 =
{{1,3,5,7},{0,2,4,6}},R2 ={{0,3,6},{1,4,7},{2,5,1}} ，求 1 ∘ x =
2 的全部解。

利用代数粒度计算进行问题求解，首先 R1 与 R2
可分别诱导代数商空间 (X 1, ∘1),(X 2, ∘2) ，其中 X1 =
{{1,3,5,7},{0,2,4,6}}, ∘ = + 2 ; X2 ={{0,3,6},{1,4,7}, {2,5,1}}, ∘ =
+3 。原代数方程 1 ∘ x = 2 在 (X 1, ∘1)下表达为 [1]1∘ 1[x]1 =
[2]1 ，显然有 [1]1∘ 1[1]1 = [2]1 ，故 [x]1 ={1,3,5,7}；在 (X 2, ∘2)
下表达为 [1]2 ∘ 2[x]2 = [2]2 ，显然有 [1]2 ∘ 2[1]2 = [2]2 ，故

[x]2 ={1,4,7} 。那么综上可得原问题 1 ∘ x = 2 的解为

x =[x]1 ⋂[x]2 ={1,7} 。显然，其解得到验证，解的值域

不变。

4.2 代数商空间的应用
商空间理论作为多粒度计算的主要计算理论已

成为问题求解与数据分析的重要工具。代数商空间

解决了商空间模型在论域分解与合成前后结构不一

致的问题 [17]，本文在对代数商空间粒化方法、粒化结

果等的研究基础上提出求解一致性原理，证明了代

数商空间在粒度转化时不会改变问题的解，为使用

代数商空间进行问题求解奠定理论基础。

近年来，利用代数系统分析计算模型或计算理

论受到计算机科学领域的广泛关注，代数商空间将

商空间理论拓展到了更多的领域中。代数是推理系

统表示的有效语言，若利用代数商空间模型，则定性

推理实际上是在某一代数商空间上对问题进行推理

和分析，那么代数商空间的粒度转换技术与一致性
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原理均可应用于推理过程。例如：通过粒化或合成

构造定性空间，此时，对于非同余的粒化准则，不必

采用逼近策略计算上界空间和运算，可直接通过近

似同余与定义 12 诱导商空间、商运算与约束条件

等。同时，在商空间上进行推理与分析时，求解一致

性保证了推理结果的正确性。于是代数商空间则成

为描述定性推理的新的数学工具。

5 结束语
本文以代数商空间模型的粒度转换为切入点，

论证其粒度完备性，系统讨论了代数商空间粒度转

换技术，并提出问题解的一致性原理：基于不同的粒

度构造方式提出三种代数商空间簇，并探讨其联系、

含义以及粒度结构与运算结构的完备性；针对代数

粒度转换，采用上同余与下同余修正非同余粒化准

则。同时，综合考虑粒度转换原则给出粒度分解与

合成方法，并证明不同转换结果之间具有确定的大

小关系及合成结果的相等条件。最后，提出并论证

了代数商空间的求解一致性原理，结合实例与定性

推理简要讨论了对代数商空间的应用。本文仅对代

数商空间的核心问题进行理论探讨，在未来工作中，

考虑将代数商空间应用到实际问题中，并继续研究

使用代数商空间求解模糊、不确定性问题。
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