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摘要 本文考虑一类广义 Cantor 集

Γβ,D =

{ ∞∑
n=1

dnβ
n : dn ∈ Dn, n > 1

}
的自相似性, 其中 0 < β < 1 且对任意的 n > 1, Dn 为整数集 Z 的非空有限子集; 并且给出 Γβ,D 为齐

次生成自相似集的充分必要条件. 作为应用, 本文考虑一类广义 Cantor 集交的自相似性, 部分推广了

Li, Yao 和 Zhang (2011) 关于自相似性的结果.
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1 引言

给定整数 d, 我们定义压缩映射 ϕd 如下:

ϕd(x) = β(x+ d), x ∈ R, (1.1)

其中 0 < β < 1. 令 Z∞ 表示由所有无穷序列 {dn}∞n=1 构成的集合, 其中 dn ∈ Z. 我们定义编码映射
π : Z∞ → R 如下:

π({dn}∞n=1) := lim
m→∞

ϕd1 ◦ · · · ◦ ϕdm(0) =
∞∑

n=1

dnβ
n. (1.2)

对任意的 n > 1, 我们令 Dn 为 Z 的非空有限子集, 并令 D =
⊗∞

n=1 Dn 表示所有无穷序列 {dn}∞n=1

构成的集合, 其中 dn ∈ Dn 对所有的 n > 1 都成立. 下面定义 D- 型广义 Cantor 集 Γβ,D 为 D 在编

码映射 π 下的像集, 即

Γβ,D := π(D) =

{ ∞∑
n=1

dnβ
n : dn ∈ Dn 对所有的 n > 1 成立

}
. (1.3)

我们假定符号集 Dn (n > 1) 一致有界, 即

sup{|d| : d ∈ Dn, n > 1} < +∞. (1.4)
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我们同样可以通过几何的方法来解释 D =
⊗∞

n=1 Dn-型广义 Cantor集 Γβ,D . 为了说明其几何构

造, 我们令

γD := inf{d : d ∈ Dn, n > 1}, λD := sup{d : d ∈ Dn, n > 1}.

根据 (1.4), 我们有 γD > −∞, λD < ∞. 从而所有的符号集 Dn ⊆ {γD , γD + 1, . . . , λD}, n > 1. 首先,

我们定义基本区间 F0 = [γDβ/(1− β), λDβ/(1− β)]. 然后, 归纳地定义

Fn =
∪

d∈Dn

ϕd(Fn−1),

其中 ϕd 是 (1.1) 中定义的压缩映射. 显然, {Fn}∞n=0 是 R 中的一个单调递减的紧集序列. 此时, 广义

Cantor 集 Γβ,D 可表示为

Γβ,D =
∞∩

n=0

Fn.

例如, 令 β = 1/5, D1 = {0, 2}, D2 = {1, 2}, 且当 n > 3 时 Dn = {0, 1, 2}, 则 γD = 0, λD = 2. 图 1 中

描绘了广义 Cantor 集 Γ1/5,D 构造过程中的前四层 F0, . . . , F3.

映射 S : R → R 称为自相似映射, 如果存在 r, 0 < |r| < 1, b ∈ R 使得 S(x) = rx + b 对所有的

x ∈ R 都成立, 这里 r 称为 S 的压缩比. 若 {Sj(x) = rjx+ bj : j ∈ J} 是一组自相似压缩映射, 其中 J

为有限指标集, 则存在唯一的紧集 Λ 满足

Λ =
∪
j∈J

Sj(Λ).

该紧集 Λ 称为由迭代函数系统 (IFS) {Sj : j ∈ J} 生成的自相似集. 特别地, 若对所有的 i, j ∈ J 都有

ri = rj , 则称 Λ 为齐次生成的自相似集.

对 Cantor集平移交的研究一直以来受到数学很多领域的科研工作者的关注 [1–7]. 最近, 邓国泰等

人 [8] 研究了经典三分 Cantor 集平移交的自相似. 事实上, 他们给出了 D =
⊗∞

n=1 Dn- 型广义 Cantor

集 Γ1/3,D 为自相似集的刻画,其中 Dn 为集合 {0, 2}的非空子集. 后来,这一结果被文献 [9,10]推广到

齐次 Cantor集平移交 Γβ,{0,1,...,N−1}∞ ∩(Γβ,{0,1,...,N−1}∞ +t)的情形,其中 N > 2为整数, 0 < β < 1/N

且 t ∈ [−1, 1] 具有唯一的 {0,±1, . . . ,±(N − 1)}- 编码. 本质上, 他们给出了广义 Cantor 集 Γβ,D 为自
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图 1 D =
⊗⊗⊗∞

n=1 Dn- 型广义 Cantor 集 Γβ,D 构造过程中的前四层 F0, F1, F2, F3, 其中 β=1/5,D1={0,2},

D2 = {1,2} 且当 n > 3 时都有 Dn = {0,1,2}
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相似集的充分必要条件, 其中 0 < β < 1/N 且所有的符号集 Dn ⊆ {0, 1, . . . , N − 1}, n > 1 均为连续

的, 即存在 τn > 0 使得

Dn = {γn, γn + 1, . . . , γn + τn} ⊆ Z.

然而, 当其中某个符号集 Dn 不连续时, 对于广义 Cantor 集 Γβ,D 的自相似性我们尚不清楚.

本文的结构如下: 第 2节的定理 2.2陈述本文的主要结果,其证明将在第 3节中给出.最后在第 4

节将应用定理 2.2 考虑广义 Cantor 集交的自相似性, 给出其交集为齐次生成自相似集的充分必要

条件.

2 预备知识及主要结果

给定 0 < β < 1, 令 Γβ,D 为 D =
⊗∞

n=1 Dn- 型广义 Cantor 集. 回顾 (1.2) 和 (1.3), π 是一个从 D

到 Γβ,D 的满射, 且

π({dn}∞n=1) =
∞∑
i=1

dnβ
n,

此时, 无穷序列 {dn}∞n=1 ∈ D 称为 π({dn}∞n=1) ∈ Γβ,D 的一个 D- 编码. 我们指出 Γβ,D 中的点可能具

有多个 D- 编码. 但是, 当 0 < β < 1/ND 时, 从 D 到 Γβ,D 的映射 π 是一个双射, 故而 Γβ,D 中的每

一个点都具有唯一的 D- 编码, 这里 ND 称为 D 的跨度, 其定义如下:

ND := sup
n>1

max
d,d′∈Dn

(1 + d− d′). (2.1)

很明显, ND > 1. 如果 ND = 1, 则 Γβ,D 是一个单点集. 排除这种简单的情形并利用 (1.4) 中的一

致有界假设, 我们有 2 6 ND < ∞. 在对 D 不引起混淆的情形下, 我们将用 N 代替 ND .

定义 2.1 [8] 一个无穷序列 {dn}∞n=1 ∈ {0, 1, . . . , N − 1}∞ 称为强最终 p ∈ Z+ 周期的, 如果存在

两个有限序列 {aℓ}pℓ=1, {bℓ}
p
ℓ=1 ∈ {0, 1, . . . , N − 1}p 使得

{dn}∞n=1 = {aℓ}pℓ=1{aℓ + bℓ}pℓ=1,

其中 {cℓ}pℓ=1 ∈ {0, 1, . . . , N − 1}∞ 表示有限序列 {cℓ}pℓ=1 的无穷周期重复.

显然, 一个周期序列 {dn}∞n=1 是强最终周期的, 一个强最终周期序列 {dn}∞n=1 是最终周期的. 类

似地, 我们定义一个集合序列的强最终周期性.

定义 2.2 一个集合序列 {Dn}∞n=1 (其中 ∅ ̸= Dn ⊆ Z) 称为强最终 p ∈ Z+ 周期的, 如果存在两

个有限集合序列 {Aℓ}pℓ=1 和 {Bℓ}pℓ=1 使得

{Dn}∞n=1 = {Aℓ}pℓ=1{Aℓ +Bℓ}pℓ=1,

其中 A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B} 且 {Cℓ}pℓ=1 表示有限集合序列 {Cℓ}pℓ=1 的无穷周期重复.

当一个集合序列 {Dn}∞n=1 是强最终 p周期的,很容易验证序列 {|Dn| − 1}∞n=1 也是强最终 p周期

的, 其中 |A|表示集合 A的基数. 一般来说,其逆命题并不成立. 但是,当所有的符号集 Dn (n > 1)都

连续时, 序列 {|Dn| − 1}∞n=1 的强最终周期性与集合序列 {Dn − γn}∞n=1 的强最终周期性是等价的, 这

里 γn = min{d : d ∈ Dn}, 且对集合 A 和实数 b 我们定义 A− b := A+ {−b} = {a− b : a ∈ A}.
当所有的符号集 Dn (n > 1) 都连续时, 文献 [9, 10] 给出了广义 Cantor 集 Γβ,D 为自相似集的

刻画.
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定理 2.1 [9, 10] 令 Γβ,D 为 (1.3) 中定义的 D =
⊗∞

n=1 Dn- 型广义 Cantor 集, 其中 0 < β < 1/N

且所有的符号集 Dn (n > 1) 都连续, 则 Γβ,D 为自相似集, 当且仅当序列 {|Dn| − 1}∞n=1 是强最终周

期的.

当 Dn 不全是连续的时候, 我们在下面的定理 (本文的主要结果) 中给出 Γβ,D 为齐次生成自相似

集的刻画.

定理 2.2 令 Γβ,D 为 (1.3) 中定义的 D =
⊗∞

n=1 Dn- 型广义 Cantor 集, 其中跨度 N = ND > 2.

假设 0 < β 6 1/[(3N − 1)/2], 则 Γβ,D 为齐次生成自相似集, 当且仅当集合序列 {Dn − γn}∞n=1 是强最

终周期的, 其中 γn = min{d : d ∈ Dn}.
在这里我们特别指出, 当 Γβ,D 是一个齐次生成的自相似集时, 文献 [11] 讨论了其生成迭代函数

系统的形式. 我们还要指出, 定理 2.2 推广了文献 [12, 定理 1.2] (文献 [12] 只证明了定理 2.2 中当

0 < β < 1/(2N − 1) 的部分. 当 β 变大时, 证明要复杂得多).

最后给出一个例子说明定理 2.2 中 β 的上界 1/[(3N − 1)/2] 不能像定理 2.1 一样推广到 1/N . 为

了方便, 我们引进下面一些记号. 对于给定的集合序列 {An}∞n=1, 记

∞∑
n=1

An :=

{ ∞∑
n=1

an : an ∈ An, n > 1

}
.

对于任意的实数 x 和集合 A, 我们记 xA := {xa : a ∈ A} = Ax. 根据 (1.3), D =
⊗∞

n=1 Dn- 型广义

Cantor 集 Γβ,D 可以表示为

Γβ,D =

∞∑
n=1

Dnβ
n.

下面给出的一个例子说明, 当 β ∈ (1/[(3N − 1)/2], 1/N) 时, 定理 2.2 的充要条件不再成立.

例 2.1 令 D1 = {0}, D2 = {0, 4}. 当 m > 1 时, 令 D2m+1 = {0, 1}, D2m+2 = {0, 2, 4}. 很明显,

D =
⊗∞

n=1 Dn 的跨度 N = 5, 且集合序列 {Dn}∞n=1 不是强最终周期的 (注意到集合 {0, 2, 4} 不能写
成集合 {0, 4} 与其他集合的和). 令 β = 1/6, 则

1

[(3N − 1)/2]
=

1

7
< β <

1

5
=

1

N
.

由此得到的广义 Cantor 集 Γβ,D 不满足定理 2.2 的假设, 且集合序列 {Dn − γn}∞n=1 不是强最终周期

的. 接下来将证明该集合 Γβ,D 是一个齐次生成的自相似集.

回顾 π 是一个从 D 到 Γβ,D 的编码映射, 其定义如下:

π({dn}∞n=1) =

∞∑
n=1

dnβ
n, 其中 {dn}∞n=1 ∈ D .

我们令 {gj(x) = β2x+ bj}8j=1 为一组自相似压缩映射, 其中

b1 = π(00000), b2 = π(00020), b3 = π(00040), b4 = π(00100),

b5 = π(04000), b6 = π(04020), b7 = π(04040), b8 = π(04100).

考虑到当 n > 3 时, Dn = Dn+2, 我们有

g1(Γβ,D) = g1

( ∞∑
n=1

Dnβ
n

)
= D1β

3 +D2β
4 +

∞∑
n=3

Dnβ
n+2

= D1β
3 +D2β

4 +
∞∑

n=5

Dnβ
n.
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类似地,

g2(Γβ,D) = D1β
3 + (D2 + 2)β4 +

∞∑
n=5

Dnβ
n,

g3(Γβ,D) = D1β
3 + (D2 + 4)β4 +

∞∑
n=5

Dnβ
n,

g4(Γβ,D) = (D1 + 1)β3 +D2β
4 +

∞∑
n=5

Dnβ
n.

考虑到 β = 1/6, 我们可以验证

(D1 +D2β) ∪ (D1 + (D2 + 2)β) ∪ (D1 + (D2 + 4)β) ∪ (D1 + 1 +D2β) = D3 +D4β.

从而,
4∪

j=1

gj(Γβ,D) =
∞∑

n=3

Dnβ
n.

进一步, 我们可以推出
8∪

j=5

gj(Γβ,D) = 4β2 +
∞∑

n=3

Dnβ
n.

因此, Γβ,D 是一个由 IFS{gj(x) : 1 6 j 6 8} 生成的自相似集, 即

8∪
j=1

gj(Γβ,D) =
∞∑

n=1

Dnβ
n = Γβ,D .

最后, 我们指出该 IFS{gj(x) : 1 6 j 6 8} 并不满足开集条件.

3 定理 2.2 的证明

为了证明定理 2.2 的方便, 我们平移广义 Cantor 集 Γβ,D 使得 0 为其左端点. 具体来说, 令 D′
n

:= Dn − γn, 其中 γn=min{d : d ∈ Dn}, 则对所有的 n > 1 均有 0 ∈ D′
n⊆{0, 1, . . . , N − 1}. 相应地, 令

D ′ :=
∞⊗

n=1

D′
n =

∞⊗
n=1

(Dn − γn),

则 D ′ =
⊗∞

n=1 D
′
n- 型广义 Cantor 集 Γβ,D′ 是 Γβ,D 的一个平移, 即

Γβ,D′ =
∞∑

n=1

D′
nβ

n =
∞∑

n=1

(Dn − γn)β
n =

∞∑
n=1

Dnβ
n −

∞∑
n=1

γnβ
n = Γβ,D −

∞∑
n=1

γnβ
n. (3.1)

因此, 我们只需要对广义 Cantor 集 Γβ,D′ 证明定理 2.2. 由于对任意的 n > 1 都有 0 ∈ D′
n, 故而,

m∑
n=1

dnβ
n = π(d1 · · · dm0) ∈ Γβ,D′

对任意的 m > 1 以及 dℓ ∈ D′
ℓ, ℓ = 1, . . . ,m 都成立. 特别地, 0 = π(0) ∈ Γβ,D′ .

定理 2.2 的充分性部分将由下面的性质给出, 其证明方法类似于文献 [10, 定理 1.2].
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性质 3.1 令 Γβ,D′ 为 (3.1) 中定义的 D ′ =
⊗∞

n=1 D
′
n- 型广义 Cantor 集, 其中 0 < β < 1. 如果

集合序列 {D′
n}∞n=1 是强最终周期的, 则 Γβ,D′ 是一个齐次生成的自相似集.

证明 根据定义 2.2, 我们假定存在某个 q ∈ Z+ 使得 {Dn}∞n=1 = {Aℓ}qℓ=1{Aℓ +Bℓ}qℓ=1. 通过类

似于文献 [10, 定理 1.2] 的证明, 我们可以验证, Γβ,D′ 是一个由 IFS {ge(x) = βqx+ e : e ∈ E } 生成的
自相似集, 其中

E =

{ 2q∑
ℓ=1

dℓβ
ℓ : dℓ ∈ Aℓ, dℓ+q ∈ Bℓ 对所有的 1 6 ℓ 6 q 成立

}
.

证毕.

定理 2.2 中必要性的证明相对复杂得多. 根据 (3.1), Γβ,D′ 是一个 D ′ =
⊗∞

n=1 D
′
n- 型广义 Cantor

集, 其跨度 N = ND′ > 2. 如果 Γβ,D′ 是一个齐次生成的自相似集, 在下面引理中我们将证明集合序

列 {D′
n}∞n=1 是最终周期的.

引理 3.1 假定 0 < β < 1/N . 如果 Γβ,D′ 是一个齐次生成的自相似集, 则存在某个 p ∈ Z+ 使得

{D′
n}∞n=1 = {D′

ℓ}
p
ℓ=1{D′

p+ℓ}
p
ℓ=1, 其中 D′

ℓ ⊆ D′
p+ℓ 对所有的 ℓ = 1, . . . , p 成立.

证明 假定 Γβ,D′ 是一个由 IFS {fi(x) = rx+ ai : i ∈ I} 生成的自相似集, 其中 0 < |r| < 1, 即

Γβ,D′ =
∪
i∈I

fi(Γβ,D′).

我们可以假定 0 < r < 1, 否则我们可以考虑用 IFS{fi ◦ fi′(x) : i, i′ ∈ I}代替原先的 IFS{fi(x) : i ∈ I}.
因为 0 < β < 1, 故存在某个实数 α > 0 使得 r = βα. 类似于文献 [9, 定理 3.2], 我们将证明 α 是一个

有理数.

若 α 是一个无理数, 则集合 {nα− [nα] : n ∈ Z+} 在区间 (0, 1) 上稠密. 又因为 0 < β < 1, 我们一

定可以选取 n ∈ Z+ 使得

0 < 1− βnα−[nα] <
1−Nβ

N(1− β)
. (3.2)

因为 0 ∈ Γβ,D′ , 故存在 i ∈ I 使得 fi(x) = rx = βαx. 因为跨度 N > 2, 可以选取 ℓ 使得 0 < d ∈ D′
ℓ,

所以, dβℓ = π(0ℓ−1d0) ∈ Γβ,D′ , 其中 0m 表示符号 0 的 m 次重复. 从而,

fn
i (dβ

ℓ) = rndβℓ = dβnα+ℓ < dβ[nα]+ℓ =: η̄.

根据 (3.2) 和 d < N , 我们计算可得

fn
i (dβ

ℓ) > (d− 1)β[nα]+ℓ +

∞∑
k=[nα]+ℓ+1

(N − 1)βk =: η.

从而,

fn
i (dβ

ℓ) ∈ (η, η̄) ∩ fn
i (Γβ,D′) ⊆ (η, η̄) ∩ Γβ,D′ . (3.3)

但另一方面, 因为 0 < β < 1/N , 编码映射 π 从 {0, 1, . . . , N − 1}∞ 到 Γβ,{0,1,...,N−1}∞ = π({0, 1, . . . ,
N − 1}∞) 是一个双射, 所以,

η = π(0[nα]+ℓ−1d0), η = π(0[nα]+ℓ−1(d− 1)(N − 1)).

这意味着 (η, η)∩Γβ,{0,1,...,N−1}∞ = ∅. 由于 Γβ,D′ ⊆ Γβ,{0,1,...,N−1}∞ ,从而, (η, η)∩Γβ,D′ = ∅. 这与 (3.3)

矛盾. 因此, α 是一个有理数.

950



中国科学 : 数学 第 44 卷 第 9 期

取 m ∈ Z+ 使得 q := mα ∈ Z+, 则 Γβ,D′ 同样能够被 IFS{gj : j ∈ J} = {fi1 ◦ · · · ◦ fim(x) : in

∈ I, n = 1, . . . ,m} 所生成, 此时, gj 的压缩比均为 rm = βq. 注意到 0 ∈ Γβ,D′ , 则存在 j0 ∈ J 使得

gj0(x) = βqx. 对于 ℓ > 1, 取 d ∈ D′
ℓ 并相应地取 dβℓ = π(0ℓ−1d 0) ∈ Γβ,D′ , 则

gj0(dβ
ℓ) = dβq+ℓ ∈ Γβ,D′ .

由于 0 < β < 1/N ,我们知道 Γβ,D′ 中每一个点都具有唯一的 D ′-型编码,从而,上式意味着 d ∈ D′
q+ℓ.

进而我们有 D′
ℓ ⊆ D′

q+ℓ. 通过迭代, 我们得到对于任意的 1 6 ℓ 6 q 和 m > 1,

D′
ℓ ⊆ D′

q+ℓ ⊆ · · · ⊆ D′
mq+ℓ ⊆ · · · .

因为对所有的 n > 1都有 D′
n ⊆ {0, 1, . . . , N −1},故存在某个充分大的且独立于 ℓ的整数 m∗ > 1,

使得对所有的 1 6 ℓ 6 q 和 m > m∗ 都有 D′
m∗q+ℓ = D′

mq+ℓ. 令 p = m∗q, 则

{D′
n}∞n=1 = {D′

ℓ}
p
ℓ=1{D′

p+ℓ}
p
ℓ=1,

且 D′
ℓ ⊆ D′

p+ℓ 对所有的 ℓ = 1, . . . , p 成立. 证毕.

回顾第 2 节, 一个无穷序列 {xn}∞n=1 ∈ D ′ 称为 x ∈ Γβ,D′ 的一个 D ′- 编码, 如果 x =
∑∞

n=1 xnβ
n,

其中 xn ∈ D′
n, n > 1. 因为 0 < β < 1/N , 我们有 N 6 [1/β], 则 D ′ ⊆ {0, 1, . . . , N − 1}∞ ⊆ {0, 1,

. . . , [1/β]−1}∞. 从而, Γβ,D′ ⊆ Γβ,{0,1,...,[1/β]−1}∞ . 此时, {xn}∞n=1也称为 x的一个 {0, 1, . . . , [1/β]−1}∞-

编码.

引理 3.2 假设 0 < β < 1/N . 如果 x ∈ Γβ,D′ ⊆ Γβ,{0,1,...,[1/β]−1}∞ 具有 {0, 1, . . . , [1/β] − 1}∞-

编码 {xn}∞n=1 (̸= d1 · · · dk([1/β]− 1) ), 则 {xn}∞n=1 是 x 唯一的 D ′- 编码.

证明 该引理可由如下事实直接推出.当 1/β /∈ Z+时,编码映射 π从 {0, 1, . . . , [1/β]−1}∞到集合
Γβ,{0,1,...,[1/β]−1}∞ 是一个双射, 从而, Γβ,{0,1,...,[1/β]−1}∞ 中的任意一个点都具有唯一的 {0, 1, . . . , [1/β]
−1}∞- 编码.

当 1/β ∈ Z+ 时, 我们有 N < [1/β]. 此时, π 基本上是一个双射, 即除了 Γβ,{0,1,...,[1/β]−1}∞ 中可

数多个点具有两个 {0, 1, . . . , [1/β]− 1}∞- 编码外 (具有 d1 · · · dk−1dk([1/β]− 1) 和 d1 · · · dk−1(dk + 1)0

的形式), 其他所有的点都具有唯一的 {0, 1, . . . , [1/β]− 1}∞- 编码.

必要性证明 如果 N = 2, 则所有的符号集 Dn 均连续, 且此时必要性证明可由文献 [9, 10] 直接

给出. 下面假定 N > 3, 则 0 < β 6 1/[(3N − 1)/2] < 1/N . 根据引理 3.1, 存在 p ∈ Z+ 使得

{Dn}∞n=1 = {D′
ℓ}

p
ℓ=1{D′

p+ℓ}
p
ℓ=1, 其中 D′

ℓ ⊆ D′
p+ℓ 对所有的 1 6 ℓ 6 p 成立. (3.4)

进一步, 我们可以要求 Γβ,D′ 是由 IFS{gj(x) = βpx + bj : j ∈ J} 生成的自相似集. 注意到 0 ∈ Γβ,D′ ,

则对任意的 j ∈ J 都有 bj = gj(0) ∈ Γβ,D′ . 因为 0 < β < 1/N , Γβ,D′ 中的每一个点都具有唯一的 D ′-

编码. 令 {bj,n}∞n=1 为 bj 的 D ′- 编码, 即

bj = π({bj,n}∞n=1) =
∞∑

n=1

bj,nβ
n, 其中 bj,n ∈ D′

n 对所有的 n > 1 成立.

给定 1 6 ℓ 6 p, 我们令 Bℓ := {b ∈ Z : b+D′
ℓ ⊆ D′

p+ℓ}. 根据 (3.4), 要证明必要性, 我们只需要证

明 D′
p+ℓ = Bℓ +D′

ℓ 对所有的 1 6 ℓ 6 p 都成立. 很明显, 因为 D′
ℓ ⊆ D′

p+ℓ, 所以, 0 ∈ Bℓ. 从集合代数

和的定义我们可以直接得到

Bℓ +D′
ℓ =

∪
b∈Bℓ

(b+D′
ℓ) ⊆ D′

p+ℓ.
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另一方面, 对给定的 1 6 ℓ 6 p, 任取 d ∈ D′
p+ℓ. 接下来分两种情形来证明 d ∈ Bℓ +D′

ℓ:

情形 I d 6 [(N − 1)/2]. 取

x = dβp+ℓ +

∞∑
n=1

λp+ℓ+nβ
p+ℓ+n ∈ Γβ,D′ ,

其中 λn := max{d : d ∈ D′
n}, n > 1. 因为 Γβ,D′ =

∪
j∈J gj(Γβ,D′), 故存在 jx ∈ J ,

x′ =

∞∑
n=1

x′
nβ

n = π({x′
n}∞n=1) ∈ Γβ,D′

使得 x = gjx(x
′), 即

dβp+ℓ +
∞∑

n=1

λp+ℓ+nβ
p+ℓ+n =

p∑
n=1

bjx,nβ
n +

ℓ−1∑
n=1

(bjx,p+n + x′
n)β

p+n + (bjx,p+ℓ + x′
ℓ)β

p+ℓ

+

∞∑
n=1

(bjx,p+ℓ+n + x′
ℓ+n)β

p+ℓ+n. (3.5)

因为 0 < β < 1/N , 我们有 x < βp+ℓ−1, 从而, bjx,n = 0 对所有的 1 6 n < p + ℓ 成立, 以及 x′
n = 0 对

所有的 1 6 n < ℓ 成立. 重新整理 (3.5) 可得

d = (bjx,p+ℓ + x′
ℓ) +

∞∑
n=1

(bjx,p+ℓ+n + x′
ℓ+n − λp+ℓ+n)β

n. (3.6)

由于 0 < β < 1/N , 以及对所有的 n > 1 符号 bjx,n 6 λn, 我们有∣∣∣∣ ∞∑
n=1

(bjx,p+ℓ+n + x′
ℓ+n − λp+ℓ+n)β

n

∣∣∣∣ 6 ∞∑
n=1

|x′
ℓ+n − (λp+ℓ+n − bjx,p+ℓ+n)|βn

6
∞∑

n=1

(N − 1)βn < 1.

结合 (3.6) 我们可以得到

d = bjx,p+ℓ + x′
ℓ ∈ bjx,p+ℓ +D′

ℓ. (3.7)

因为 d 6 [(N − 1)/2], 根据 (3.7), 我们得到 bjx,p+ℓ 6 [(N − 1)/2]. 又因为 λℓ 6 N − 1 以及

0 < β 6 1/[(3N − 1)/2], 我们有

bjx,p+ℓ + λℓ 6
[
3N − 1

2

]
− 1 6

[
1

β

]
− 1,

即 bjx,p+ℓ +D′
ℓ ⊆ {0, 1, . . . , [1/β]− 1}. 注意到

gjx(D
′
ℓβ

ℓ) =
∑

n̸=p+ℓ

bjx,nβ
n + (bjx,p+ℓ +D′

ℓ)β
p+ℓ ⊆ Γβ,D′ =

∞∑
n=1

D′
nβ

n. (3.8)

因为 0 < β 6 1/[(3N−1)/2], N > 3,所以,对任意的 n > 1,我们有 bjx,n 6 N−1 < [1/β]−1. 将引理 3.2

应用到 (3.8) 中, 我们得到 bjx,p+ℓ +D′
ℓ ⊆ D′

p+ℓ, 即 bjx,p+ℓ ∈ Bℓ. 根据 (3.7), 我们有 d ∈ Bℓ +D′
ℓ.
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情形 II d > [(N − 1)/2]. 取

y = λp+ℓ−1β
p+ℓ−1 + dβp+ℓ +

∞∑
n=1

λp+ℓ+nβ
p+ℓ+n ∈ Γβ,D′ .

类似于情形 I, 因为 Γβ,D′ =
∪

j∈J gj(Γβ,D′), 存在 jy ∈ J 以及

y′ =
∞∑

n=1

y′nβ
n = π({y′n}∞n=1) ∈ Γβ,D′

使得 y = gjy (y
′), 即

λp+ℓ−1β
p+ℓ−1 + dβp+ℓ +

∞∑
n=1

λp+ℓ+nβ
p+ℓ+n

=

p∑
n=1

bjy,nβ
n +

ℓ−2∑
n=1

(bjy,p+n + y′n)β
p+n + (bjy,p+ℓ−1 + y′ℓ−1)β

p+ℓ−1

+ (bjy,p+ℓ + y′ℓ)β
p+ℓ +

∞∑
n=1

(bjy,p+ℓ+n + y′ℓ+n)β
p+ℓ+n. (3.9)

由于 0 < β < 1/N , 我们有 y < βp+ℓ−2. 从而可得

bjy,n = 0, 对所有的 1 6 n < p+ ℓ− 1 成立, (3.10)

以及 y′n = 0 对所有的 1 6 n < ℓ− 1 成立. 重新整理 (3.9) 可得

λp+ℓ−1 = (bjy,p+ℓ−1 + y′ℓ−1) + (bjy,p+ℓ + y′ℓ − d)β

+

∞∑
n=1

(bjy,p+ℓ+n + y′ℓ+n − λp+ℓ+n)β
n+1, (3.11)

其中我们补充定义 y′0 = 0. 因为 0 < β 6 1/[(3N − 1)/2] 及 d > [(N − 1)/2], 所以,

−
([

1

β

]
− 1

)
6 bjy,p+ℓ + y′ℓ − d 6

[
3N − 1

2

]
− 1 6

[
1

β

]
− 1. (3.12)

类似于情形 I, 可以证明 ∣∣∣∣ ∞∑
n=1

(bjy,p+ℓ+n + y′ℓ+n − λp+ℓ+n)β
n+1

∣∣∣∣ < β. (3.13)

从而, 根据 (3.12) 和 (3.13), 我们可得∣∣∣∣(bjy,p+ℓ + y′ℓ − d)β +

∞∑
n=1

(bjy,p+ℓ+n + y′ℓ+n − λp+ℓ+n)β
n+1

∣∣∣∣ < 1.

结合 (3.11), 这意味着

λp+ℓ−1 = bjy,p+ℓ−1 + y′ℓ−1. (3.14)

将 (3.14) 代入 (3.11) 中, 我们得到

d = (bjy,p+ℓ + y′ℓ) +
∞∑

n=1

(bjy,p+ℓ+n + y′ℓ+n − λp+ℓ+n)β
n.
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再次利用 (3.13), 我们得到

d = bjy,p+ℓ + y′ℓ ∈ bjy,p+ℓ +D′
ℓ. (3.15)

如果 bjy,p+ℓ+λℓ < [1/β],则 bjy,p+ℓ+D′
ℓ ⊆ {0, 1, . . . , [1/β]−1}. 类似于 (3.8),我们可以证明 bjy,p+ℓ+D′

ℓ

⊆ D′
p+ℓ, 即 bjy,p+ℓ ∈ Bℓ. 从而, 根据 (3.15), 我们有 d ∈ Bℓ +D′

ℓ.

接下来证明 bjy,p+ℓ + λℓ > [1/β] 将导出矛盾, 从而完成情形 II 的证明. 取 z = y′ℓ−1β
ℓ−1 + λℓβ

ℓ

∈ Γβ,D′ . 根据 (3.10) 和 (3.14), 我们有

gjy (z) = (bjy,p+ℓ−1 + y′ℓ−1)β
p+ℓ−1 + (bjy,p+ℓ + λℓ)β

p+ℓ +
∑

n>p+ℓ

bjy,nβ
n

= λp+ℓ−1β
p+ℓ−1 + (bjy,p+ℓ + λℓ)β

p+ℓ +
∑

n>p+ℓ

bjy,nβ
n.

由 0 < β < 1/N 和 bjy,p+ℓ + λℓ > [1/β], 我们可得

gjy (z) > λp+ℓ−1β
p+ℓ−1 +

∞∑
n=p+ℓ

(N − 1)βn,

gjy (z) < (λp+ℓ−1 + 1)βp+ℓ−1 +

∞∑
n=p+ℓ

(N − 1)βn.

因为 gjy (z) ∈ Γβ,D′ ⊆ Γβ,{0,1,...,N−1}∞ , 这意味着存在 cn ∈ D′
n, n > p+ ℓ 使得

gjy (z) = (λp+ℓ−1 + 1)βp+ℓ−1 +

∞∑
n=p+ℓ

cnβ
n ∈ Γβ,D′ . (3.16)

因为 N > 3, 所以, 0 < β 6 1/[(3N − 1)/2] 6 1/(N + 1). 从而, λp+ℓ−1 + 1 6 N 6 [1/β]− 1. 将引理 3.2

应用到 (3.16) 中, 我们得到 λp+ℓ−1 + 1 ∈ D′
p+ℓ−1, 这与 λp+ℓ−1 的定义矛盾.

4 广义 Cantor 集的交

令 Γβ,C 和 Γβ,D 分别为 C =
⊗∞

n=1 Cn- 型和 D =
⊗∞

n=1 Dn- 型广义 Cantor 集. 根据 (1.3), 读者

很容易将这两个广义 Cantor 集的交 Γβ,C ∩ Γβ,D 写成

Γβ,C ∩ Γβ,D =

{ ∞∑
n=1

dnβ
n : dn ∈ Cn ∩Dn

}
= π(C ∩ D),

其中 C ∩ D :=
⊗∞

n=1(Cn ∩Dn). 如果 Γβ,C ∩ Γβ,D ̸= ∅, 则交集 Γβ,C ∩ Γβ,D 也是一个广义 Cantor 集.

根据定理 2.2, 我们给出广义 Cantor 集的交为齐次生成自相似集的刻画.

性质 4.1 假设 Γβ,C 和 Γβ,D 分别为 C =
⊗∞

n=1 Cn- 型和 D =
⊗∞

n=1 Dn- 型广义 Cantor 集.

令 N = NC∩D > 2 表示 C ∩ D :=
⊗∞

n=1(Cn ∩ Dn) 的跨度. 假设 0 < β 6 1/[(3N − 1)/2], 则

Γβ,C ∩ Γβ,D 是一个齐次生成自相似集, 当且仅当集合序列 {Cn ∩Dn − γn}∞n=1 是强最终周期的, 其中

γn = min{d : d ∈ Cn ∩Dn}.
特别地,我们考虑广义 Cantor集 Γβ,D 与其自身的平移交 Γβ,D ∩ (Γβ,D + t),其中 t ∈ R. 容易验证

Γβ,D ∩ (Γβ,D + t) ̸= ∅ 当且仅当 t ∈ Γβ,D − Γβ,D .

954



中国科学 : 数学 第 44 卷 第 9 期

根据 (1.3), 差集 Γβ,D − Γβ,D 可写成

Γβ,D − Γβ,D =

{ ∞∑
n=1

tnβ
i : tn ∈ Dn −Dn

}
= π(D − D),

其中 D − D :=
⊗∞

n=1(Dn −Dn). 类似于文献 [10], 我们可以证明当 t ∈ Γβ,D − Γβ,D ,

Γβ,D ∩ (Γβ,D + t) =
∪

{tn}∞
n=1

π

( ∞⊗
n=1

(Dn ∩ (Dn + tn))

)
,

这里的并取遍 t的所有 D −D-编码 {tn}∞n=1. 如果 t ∈ Γβ,D −Γβ,D 具有唯一 D −D-编码 {tn}∞n=1,则

Γβ,D ∩ (Γβ,D + t) = π

( ∞⊗
n=1

(Dn ∩ (Dn + tn))

)

是一个
⊗∞

n=1(Dn ∩ (Dn + tn))- 型的广义 Cantor 集.

根据定理 2.2, 关于广义 Cantor 集平移交的自相似性我们有如下性质.

性质 4.2 令 Γβ,D 为 (1.3) 中定义的 D =
⊗∞

n=1 Dn- 型广义 Cantor 集, 其跨度 ND > 2. 假定

0 < β 6 1/[(3ND − 1)/2] 且 t ∈ Γβ,D − Γβ,D 具有唯一 D − D- 编码 {tn}∞n=1, 则 Γβ,D ∩ (Γβ,D + t)

是一个齐次生成的自相似集, 当且仅当集合序列 {Dn ∩ (Dn + tn) − γn(t)}∞n=1 是强最终周期的, 其中

γn(t) = min{d : d ∈ Dn ∩ (Dn + tn)}.
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On the self similarity of generalized Cantor sets

KONG DeRong

Abstract In this note, we consider the self similarity of a class of generalized Cantor sets

Γβ,D =

{ ∞∑
n=1

dnβ
n : dn ∈ Dn, n > 1

}
,

where 0 < β < 1 and Dn, n > 1, are nonempty and finite subsets of Z. We give a necessary and sufficient condition

for Γβ,D to be a homogeneously generated self similar set. An application to the self similarity of intersections of

generalized Cantor sets is given. This partially generalizes the result on the self similarity of Li, Yao and Zhang

(2011).

Keywords generalized Cantor sets, self similar sets, strongly eventually periodicity, iterated function

systems
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