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摘要 整数流和子图覆盖是当今图论领域的两个重要研究方向, 与著名的四色问题密切相关. 四色问

题等价于平面图的整数 4- 流问题. 一个图有整数 k- 流, 当且仅当对该图的某个定向, 存在从边集合

到 k 阶交换群的一个函数, 使得对图中每个点, 进入该点的边函数值之和等于离开该点的边函数值之

和. 整数流理论与数学其他领域一些著名问题有一定的关联, 如组合学的孤独跑步者、数论的丢番图

逼近、几何学的视线阻碍和线性空间堆垒基等. 四色问题还等价于平面图的偶子图覆盖问题: 是否存

在 3 个偶子图, 覆盖一个 2- 边连通平面图的每条边恰好两次. 著名的 Fulkerson 猜想认为, 对每个 2-

边连通图 (不必是平面图), 存在 6 个偶子图, 覆盖该图的每条边恰好 4 次. 本文对整数流和子图覆盖

这两个研究方向及相关问题的历史和现状作一个综述.
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1 引言

图论中的四色问题是数学史上最著名的问题之一, 它不仅对图论的发展至关重要, 对整个数学的

发展也影响深远. 四色问题源于 1852年, Morgan教授的一位学生向他提出一个问题,为什么只需要 4

种颜色就可以给地图上的每个国家着色, 使得具有共同边界的国家得到不同的颜色? 这就是原始的四

色问题.四色问题的关键点是 “为什么”,而不是如何着色一个具体的地图. 把地图看作一个平面图,国

界看作边, 相交处作为点, 国家的区域称为面, 四色问题就可以转化为典型的图论问题: 对于任意的平

面图,最多只需 4种颜色对该图的面进行着色,使得任意两个有公共边的面得到不同的颜色,这就是四

色问题的严谨数学描述. 四色问题吸引了许多著名的数学家,近代有微分拓扑学奠基人Whitney (Wolf

奖得主), 他早年从事图论研究, 其博士论文 [1] 题目是 “图的着色”. 他曾经与 Tutte (英国皇家学会会

员) 合作研究四色问题, 共同发表多篇关于四色问题的文章. 后来, Whitney 专注于拓扑学研究, Tutte

仍坚持继续研究四色问题, 并将后半生基本上献给了四色问题的研究. 1976 年, Appel 和 Haken 借助

计算机的帮助解决了四色问题, 证明的全文于 1977 年发表在文献 [2, 3]. 人们还在继续研究四色问题,

希望能找到一个纯推理的数学证明. 整数流、子图覆盖与四色问题密切相关, 是当今图论领域的两个

重要研究方向. 本文对这两个研究方向及相关问题的历史和现状作一个综述.
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2 基本概念、定义及预备知识

一个图 G 由点集和边集构成, V (G) 代表 G 的点集, E(G) 代表 G 的边集. 连接两个点 x 和 y 的

边记为 xy, 称边 xy 与点 x 和 y 关联; 若 x = y, 则边 xy 称为环 (loop). 图中点的度数 (degree) 定义

为与该点关联的边的数目, 环计算两次. 每个点的度数均为 k 的图称为 k-正则图. 若图中任意两点间

至多只有一条边, 且图中无环, 则称该图为简单图 (simple graph). 给边 xy 一个定向, 是指确定 xy 的

一个方向: 从 x 到 y (称该边离开 x) 或从 y 到 x (称该边进入 x). 对点 v ∈ V (G), E+(v) 代表进入 v

的边的集合, E−(v) 代表离开 v 的边的集合. 若 G 的每条边都有一个定向, 则称 G 为定向图.

设 x 和 y 为图中两个点, 以 x 和 y 为端点的路 (path) 是一个连续的点、边序列, 其中 x 和 y 在

此序列构成的图中的度数为 1, 其余各点度数皆为 2. 端点重合 (x = y) 的闭路称为圈 (circuit). 若图

中任意两点间都存在一条路, 则称该图是连通的; 若图中任意两点间都存在 k 条内点不交的路, 则称

该图为 k- 连通; 若任意两点间都存在 k 条边不交的路, 则称为 k- 边连通. 等价地, 一个图是 k- 连通

(k- 边连通) 当且仅当去掉任意 k − 1 个点 (k − 1 条边), 该图仍然连通, 但存在 k 个点 (k 条边), 去掉

它们后该图不再连通.

定义图上的几个基本运算.设 v是图 G中一个点, xy是 G中一条边. 删除点 v,是指删去 v及与 v

关联的所有边, 记为 G− v; 删除边 xy, 是指删去 xy, 但两端点 x 和 y 保持不变, 记为 G− xy; 收缩边

xy, 是指删去边 xy 后, 将两端点 x 和 y 合二为一, 记为 G/xy. 如果一个图 H 可以通过对图 G 进行

删点、删边运算得到, 则称 H 为 G 的子图; 若可以通过对图 G 进行删点、删边和收缩边三种运算得

到, 则称 H 为 G 的广义子图 (minor). 设 H 是 G 的一个子图, 如果 V (H) = V (G), 则称 H 是 G 的

生成子图 (spanning subgraph). 为方便起见, 常用边集 E(G) 来代表图 G, 这样就可借用集合的运算.

令 A 和 B 是图 G 的两个子图, A⊕B 是由边集 (E(A) ∪E(B)) \ (E(A) ∩E(B)) 所构成的 G 的子图,

称为 A 与 B 的对称差.

不含圈的连通图称为树. 每个点的度数均为偶数的图称为偶图. 一个图的生成树与偶子图之间有

下述关系.

引理 1 设 T 为图 G 的生成树, 则 G 中存在偶子图 H, 使得 E(G) \ E(T ) ⊆ E(H).

证明 令 E(G)\E(T ) = {e1, e2, . . . , es}. 令 T + ei 是由边集 E(T )∪{ei}所构成的子图,则 T + ei

含一个唯一圈 Ci, 使得 ei ∈ E(Ci), 1 6 i 6 s. 令 H = C1 ⊕ C2 ⊕ · · · ⊕ Cs, 则 H 是 G 的偶子图, 且满

足 E(G) \ E(T ) ⊆ E(H).

Nash-Williams 和 Tutte 分别独立研究了图中边不交生成树的个数, 给出了下述著名定理.

定理 1 [4, 5] 每个 2t- 边连通图含有 t 个边不交的生成树.

3 整数流理论

Tutte 后半生的学术研究基本围绕四色问题, 他希望能在更大的框架下研究四色问题. 为此, 他创

立了整数流理论.给定图 G和 k阶交换群 A,对 G的每条边确定一个定向,若存在函数 f : E(G) → A,

使得对每个点 v ∈ V (G), 进入该点的边函数值之和等于离开该点的边函数值之和, 即 f 满足∑
e∈E+(v)

f(e) =
∑

e∈E−(v)

f(e), (3.1)

则称 f 为 G 的一个 A-流. f 的支撑定义为 S(f) = {e ∈ E(G) : f(e) ̸= 0}, 若 S(f) = E(G), 则称 f 处

处非零. 整数流理论的核心是处处非零 A- 流的存在性问题. Tutte 证明了处处非零 A- 流的存在性与

458



中国科学 : 数学 第 47 卷 第 4 期

交换群 A 的结构无关, 只与 A 的阶数有关, 即给定图 G, 若 G 对某个 k 阶交换群 A 有处处非零 A-

流, 则对任意 k 阶交换群 B, 均有处处非零 B- 流.

给定正整数 k 和定向图 G, f 为 E(G) 上的一个整数值函数, 如果对每条边 e ∈ E(G), |f(e)| < k,

且对每个点 v ∈ V (G), 等式 (3.1) 成立, 则称 f 为 G 的一个整数 k- 流. 类似地, 定义整数 k- 流 f 的

支撑及 f 处处非零. 不难证明下面的定理:

定理 2 一个图 G 有处处非零整数 k- 流当且仅当对任意 k 阶交换群 A, G 有处处非零 A- 流.

根据上述定理,人们把 Tutte通过群来定义的 A-流 (也称为群 -流)和整数 k-流统称为 k-流. 整

数流问题与数学其他领域一些著名问题有一定的关联, 包括组合学的孤独跑步者 (lonely runner)、数

论的丢番图逼近 (diophantine approximation)、几何学的视线阻碍 (view obstruction) 和有限域线性空

间堆垒基 (additive basis) 等.

根据定义, 若图 G 有处处非零 k- 流, 则对任意整数 ℓ > k, G 有处处非零 ℓ- 流; 若对 G 的某个定

向, G 有处处非零 k- 流, 则 G 对任意定向都有处处非零 k- 流, 只需逆转某些边 e 的方向, 将 f(e) 换

成逆元 −f(e)即可.因此,讨论 k-流的存在性时,可不必提及图的定向.以 Petersen图为例,该图没有

处处非零 4- 流. 图 1 给出 Petersen 图的一个处处非零 5- 流.

根据等式 (3.1), 一个连通图存在处处非零 k- 流的必要条件是该图 2- 边连通. k- 流是对一般图定

义的, 面着色问题只是针对平面图, 对于一般的图, 不好讨论面着色. 人们研究一般图上的处处非零 k-

流的存在性, 其成果应用到平面图, 则给出平面图的面着色.

定理 3 2- 边连通平面图有处处非零 k- 流当且仅当该平面图可 k- 面着色.

所以,平面图的 4-流存在性等价于四色问题,整数流问题可以看作平面图的面着色问题对于一般

图的推广. 是否存在正整数 k, 使得所有 2- 边连通图都有处处非零 k- 流? Tutte 未能确定 k 的存在

性. 20世纪 70年代末,法国数学家 Jaeger证明了这个正整数存在. Jaeger早年研究整数流问题,后来

转做纽结论, 为纽结论的发展做出了重要贡献, 可惜他英年早逝.

定理 4 [6] (8- 流定理) 每个 2- 边连通图有处处非零 8- 流.

证明 设 G 为 2- 边连通图, 对图的边数 |E(G)| 进行归纳证明. 若 |E(G)| = 2, 则 G 显然有处处

非零 8- 流. 设 |E(G)| > 3, 则定理对所有 |E(G′)| < |E(G)| 的 2- 边连通图 G′ 成立.
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图 1 Petersen 图的处处非零 5- 流
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首先考虑下述情形: G 中有两条边 e1 和 e2 使得 G− {e1, e2} 不连通. 令 G∗ 是收缩边 e1 后得到

的图, 则 |E(G∗)| = |E(G)| − 1, 根据归纳假设, G∗ 有一个处处非零的 8- 流, 记作 f∗. 利用 f∗ 构造 G

中的一个 8- 流 f : f(e) = f∗(e), 如果 e ∈ E(G) \ {e1}; f(e1) = f(e2) 或 f(e1) = −f(e2), 根据 e1 和 e2

的定向. 由此, 我们可假定 G 是 3- 边连通的.

将 G中每条边换成两条平行边,由此得到的图记作 G+,则 G+是 6-边连通图. 由定理 1可知, G+

有三个边不交生成树 T1、T2 和 T3; 根据引理 1, 每个 Ti 给出一个偶子图 Hi, 使得

E(G+) \ E(Ti) ⊆ E(Hi), 1 6 i 6 3.

因为 T1、T2 和 T3 在 G+ 中边不交, G中每条边 e一定不在某个 Tj 中出现, j ∈ {1, 2, 3},从而, e被 Hj

包含. 因为每个 Hi 是偶图, 可以构造 G 中的一个 2- 流 fi, 其支撑 S(fi) = E(Hi), 1 6 i 6 3. 具体

构造如下: 对每条边 e ∈ E(Hi), fi(e) = 1 或 fi(e) = −1, 根据 e 的定向; 对每条边 e ∈ E(G) \ E(Hi),

fi(e) = 0. 由此得到 G 的 3 个 2- 流 f1、f2 和 f3. 令 f = f1 + 2f2 + 4f3. 不难验证, f 是 G 的一个处

处非零 8- 流.

普林斯顿大学的 Seymour, 对整数流理论的发展做出了重要贡献, 他改进了 Jaeger 的 8- 流定理,

证明了每个 2- 边连通图有处处非零 6- 流. Seymour [7] 在 1994 年世界数学家大会一小时的邀请报告

中重点介绍了整数流理论的研究进展.

定理 5 [8] (6- 流定理) 每个 2- 边连通图有处处非零 6- 流.

设 f 是图 G 的一个处处非零的整数 k- 流, 定义

Eodd(f) = {e ∈ E(G) : f(e) 为奇数}.

根据整数 k- 流的定义, Eodd(f) 所构成的子图是个偶图. 下述两个引理在后面的偶图覆盖问题上

有应用.

引理 2 [9] 每个 2- 边连通图有一个处处非零的整数 8- 流 f , 使得

|Eodd(f)| >
2

3
|E(G)|.

对于整数 6- 流, 是不是也有同样结论? 至今未得解决.

猜想 1 每个 2- 边连通图有一个处处非零的整数 6- 流 f , 使得

|Eodd(f)| >
2

3
|E(G)|.

引理 3 [10] 如果 f 是图 G 的一个处处非零的整数 6- 流, 则 Eodd(f) 可分解成三个不交的子集

A1、A2 和 A3, 使得 G−Ai (1 6 i 6 3) 有处处非零 3- 流.

利用此引理, 不难证明下面的定理:

定理 6 一个 2- 边连通图 G 有处处非零 6- 流当且仅当 G 中存在一个偶子图 A, 其边集可分成

三个不交的子集 A1、A2 和 A3, 使得 G−Ai (i = 1, 2, 3) 有处处非零 3- 流.

作为本节的结束, 我们给出整数流理论中三个著名的猜想, 都是由 Tutte [11, 12] 在 20 世纪 50 年

代提出的, 至今仍未解决.

猜想 2 (5- 流猜想) 每个 2- 边连通图有处处非零 5- 流.

猜想 3 (4- 流猜想) 每个不含 Petersen 广义子图的 2- 边连通图有处处非零 4- 流.

猜想 4 (3- 流猜想) 每个 4- 边连通图有处处非零 3- 流.
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4- 流猜想比四色定理要强, 证明了 4- 流猜想就解决了四色问题, 因为平面图是不含 Petersen 广

义子图的. 丹麦数学家 Thomassen [13] 在 3- 流猜想上取得了重要突破, 证明了每个 8- 边连通图有 3-

流, 这个成果被改进到: 每个 6- 边连通图有 3- 流 (参见文献 [14]).

4 子图覆盖

H1, H2, . . . ,Ht 是图 G 的 t 个子图, 若 E(G) = E(H1) ∪ E(H2) ∪ · · · ∪ E(Ht), 则称子图集合

X = {H1,H2, . . . , Ht} 是 G 的一个覆盖, 或说 G 被 X 覆盖. 对 G 的任意一条边 e, 若 e 恰好被 X 中

的 k 个子图包含, 则称 e 被 X 覆盖 k 次; 若 G 的每条边均被 X 覆盖 k 次, 则称 X 是 G 的一个 k-

覆盖.

4.1 偶图覆盖

图的偶图覆盖问题与整数流问题及四色问题密切相关.下述引理揭示了整数流与偶图覆盖的直接

关系.

引理 4 一个图有处处非零 2t- 流当且仅当该图可被 t 个偶子图覆盖.

证明 设图 G有处处非零 2t-流. 令 Z = Z2×Z2×· · ·×Z2 是 t个 2阶群的乘积,则 Z 是 2t 阶交

换群. 令 f 是 G 中的一个 Z- 流, 则对每条边 e ∈ E(G), f(e) = (a1, a2, . . . , at), ai = 0 或 ai = 1, 但至

少有一个 ai ̸= 0, 1 6 i 6 t. 对每个 j (1 6 j 6 t), 令 Hj = {e ∈ E(G) : f(e) = (a1, a2, . . . , at), aj ̸= 0}.
根据等式 (3.1), 不难验证, 每个 Hj (1 6 j 6 t) 是 G 的偶子图, 且 {H1,H2, . . . ,Ht} 覆盖 G 的每条边

至少 1 次.

反过来, 设 {H1, H2, . . . , Ht} 是 G 的一个偶子图覆盖. 令 Z = Z2 × Z2 × · · · × Z2 是 t 个 2 阶群

的乘积. 确定 G 的一个定向, 定义函数 f : E(G) → Z 使得 f(e) = (a1, a2, . . . , at): 如果 e ∈ E(Hi), 则

ai = 1; 否则, ai = 0. 因为每个 Hi 都是 G 的偶子图, 且 G 中每条边 e 至少被某个 Hi 包含, 所以, f

是 G 的一个处处非零 Z- 流.

在上述引理中取 t = 2, 可得图 G 有处处非零 4- 流当且仅当 G 可被 2 个偶子图覆盖. 设 H1

和 H2 是构成这种覆盖的两个偶子图, 令 H3 = H1 ⊕ H2, 则 H3 也是 G 的一个偶子图. 容易验证,

{H1, H2,H3} 是 G 的一个 2- 覆盖. 因此我们有下面的引理:

引理 5 一个图有处处非零 4- 流当且仅当它有 3 个偶子图构成的 2- 覆盖.

由定理 3 可知, 四色问题等价于平面图 4- 流的存在, 因此, 引理 5 给出了四色问题的一个等价

形式:

四色问题的等价形式 每个 2- 边连通平面图有 3 个偶子图构成的 2- 覆盖.

非平面图是不是也具有这种性质? 答案是否定的, Petersen图就是一个例子. 事实上,存在无限多

2- 边连通非平面图, 它们没有 3 个偶子图构成的 2- 覆盖. 虽然 Petersen 图没有 3 个偶子图构成的 2-

覆盖, 但它有 6 个偶子图构成的 4- 覆盖. 是不是所有 2- 边连通的非平面图都有 6 个偶子图构成的 4-

覆盖? 这就是著名的 Fulkerson 猜想.

猜想 5 (Fulkerson 猜想) 每个 2- 边连通图都有 6 个偶子图构成的 4- 覆盖.

将 Fulkerson 猜想中的由 6 个偶子图构成的 4- 覆盖称为 Fulkerson 覆盖. 研究 Fulkerson 猜想的

一个途径是研究哪些图类有 Fulkerson 覆盖. 下述定理是研究此问题的一个有用工具. 它的原始形式

由文献 [15] 首先给出, 较为复杂. 下面的形式由文献 [16] 给出, 在形式上受到定理 6 的启发.
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定理 7 一个 2- 边连通图 G 有 Fulkerson覆盖当且仅当 G 中存在一个偶子图 A, 其边集可分成

两个不交的子集 A1 和 A2, 使得 G−Ai (i = 1, 2) 有处处非零 4- 流.

Fulkerson 猜想的原始形式 [17] 是, 每个 2- 边连通的 3- 正则图, 存在 6 个完美匹配构成该图的一

个 2-覆盖.我们也可以从另外一个角度来看 Fulkerson猜想.根据 Edmonds [18] 的匹配多面体理论,有

下述结果:

定理 8 (Edmonds定理) 给定一个 2-边连通图 G,存在 3M 个偶子图构成 G的一个 2M -覆盖.

上述定理只给出整数 M 的存在性, 但无法确定 M 的值, 根据该定理的证明, M 的值可能会非常

大. 定理中的整数 M 取决于给定的图 G, 即对于不同的图 G, M 的取值不同. 那么, 是否存在一个常

数 c, 适用于所有 2- 边连通图?

问题 1 (未解决问题) 是否存在常数 c,使得所有 2-边连通图都有 3c个偶子图构成的 2c-覆盖?

猜想 6 每个 2- 边连通图都存在由 12 个偶子图构成的 8- 覆盖.

Fulkerson 猜想认为这个常数 c = 2. Seymour [19] 证明了, 对于 Petersen 图, c 不能取奇数值. c 是

否可以取 4 呢?

Fulkerson猜想及其弱化形式猜想 6的难点在于对偶子图个数的限制.若不限偶子图个数, 则一个

自然的问题是, 存在哪些正整数 k, 使得每个 2- 边连通图都存在由偶子图构成的 k- 覆盖? 若 k 为奇

数,不难证明,只有偶图本身存在由偶子图构成的 k-覆盖;若 k 为偶数,此问题尚未完全解决. 欧洲三

位数学家首先研究了 k = 4 的情形:

定理 9 [9] (4- 覆盖定理) 每个 2- 边连通图都存在由偶子图构成的 4- 覆盖.

证明 设 G 为 2- 边连通图. 由 8- 流定理可知, G 有一个处处非零整数 8- 流, 记作 f . 设 A 是

由 Eodd(f) 构成的偶子图. 收缩 A 的所有边所得图记为 G∗. 由 Eodd(f) 的定义, f 限制在 G∗ 上取值

为 2、4或 6, 所以, 1
2f 限制在 G∗ 上是一个处处非零整数 4-流. 根据引理 5, G∗ 有 3个偶子图构成的

2- 覆盖, 记作 {H∗
1 ,H

∗
2 ,H

∗
3}, 其中每个 H∗

i (1 6 i 6 3) 是 G∗ 的偶子图. 通过加入 A 的某些边到 H∗
i ,

我们可将每个 H∗
i 扩充成 G 的一个偶子图 Hi, 使得 E(H∗

i ) ⊆ E(Hi), 1 6 i 6 3. 令 H ′
i = Hi ⊕ A, 则

{Hi,H
′
i} 覆盖 A 中的每条边恰好一次, 1 6 i 6 3. 不难看出,

{H1,H
′
1,H2,H

′
2,H3,H

′
3} (4.1)

覆盖 E(G)\E(A) = E(G∗)中的每条边恰好 4次,覆盖 A中的每条边恰好 3次. 因此, {H1,H
′
1,H2,H

′
2,

H3, H
′
3} ∪A 是 G 的 7 个偶子图, 覆盖 G 中每条边恰好 4 次.

Goddyn 1) 猜想每个 2- 边连通图应该存在由偶子图构成的 6- 覆盖, Fan 证实了此猜想.

定理 10 [10] (6- 覆盖定理) 每个 2- 边连通图都存在由偶子图构成的 6- 覆盖.

证明 设 G 为 2- 边连通图. 根据定理 6, G 中存在偶子图 A, 其边集可分为三个不交的子集

A1、A2 和 A3, 使得 G − Ai (1 6 i 6 3) 有处处非零 3- 流. 根据整数流的定义, 3- 流也是 4- 流. 由引

理 5, 令 Bi
1、B

i
2 和 Bi

3 是三个偶子图, 构成 G−Ai (1 6 i 6 3) 的一个 2- 覆盖. 那么,

{B1
1 , B

1
2 , B

1
3 ;B

2
1 , B

2
2 , B

2
3 ;B

3
1 , B

3
2 , B

3
3}

是 G 的 9 个偶子图, 它们覆盖 E(G) \E(A) 中的每条边恰好 6 次, 覆盖 E(A) 中每条边恰好 4 次. 将

偶图 A 与这 9 个偶子图分别作对称差, 则

{Bi
1 ⊕A,Bi

2 ⊕A,Bi
3 ⊕A, 1 6 i 6 3;A}

1)Goddyn L. Cycle covers in graphs. A talk in Workshop on Cycles and Rays, Montreal, 1987.
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是 G 的 10 个偶子图, 覆盖 G 的每条边恰好 6 次.

由于任何大于 2 的偶数均可表为 4 的倍数和 6 的倍数的组合, 4- 覆盖和 6- 覆盖定理给出: 对任

意大于 2 的偶数 k, 每个 2- 边连通图都存在由偶子图构成的 k- 覆盖. 唯独 k = 2 的情形没有解决, 这

就是图论领域著名的猜想:

猜想 7 [20,21] (偶图 2- 覆盖猜想) 每个 2- 边连通图都存在由偶子图构成的 2- 覆盖.

偶图构成的 2- 覆盖也称为圈双覆盖, 这是因为每个偶图均有由圈构成的 1- 覆盖 (分解成边不交

的圈). 因此,偶图 2-覆盖猜想也称为圈双覆盖猜想:每个 2-边连通图存在一组圈,使得每条边恰好出

现在两个圈上.

图中包含所有点的圈 (路) 称为 Hamilton 圈 (路). 显然, 如果一个图有 Hamilton 圈, 则一定有

Hamilton路. 容易证明: 如果图 G有 Hamilton圈, 则 G有 Fulkerson覆盖.对于偶图 2-覆盖猜想,我

们有下面的定理:

定理 11 [22] 设 G 为 2- 边连通图, 如果 G 有 Hamilton 路, 则 G 有偶图构成的 2- 覆盖.

也就是说, 圈双覆盖猜想对有 Hamilton 路的图成立. 而对于 Fulkerson 猜想, 下面的特殊情形至

今无大进展.

猜想 8 设 G 为 2- 边连通图, 如果 G 有 Hamilton 路, 则 G 有 Fulkerson 覆盖.

4.2 最小偶图覆盖

{H1,H2, . . . ,Hs} 是图 G 的一个偶子图覆盖, 称
∑s

i=1 |E(Hi)| 为此覆盖的长度. 令 cc(G) 代表 2-

边连通图 G 的所有偶子图覆盖长度的最小值. 最小偶图覆盖问题就是确定 cc(G) 的最小上界, 它是偶

图覆盖领域的重要研究课题. Alon 和 Tarsi 提出了下述猜想:

猜想 9 [23] 对所有 2- 边连通图 G, cc(G) 6 7
5 |E(G)|.

Jamshy 和 Tarsi 给出了最小偶图覆盖与偶图 2- 覆盖之间的关系:

定理 12 [24] 若猜想 9 成立, 则偶图 2- 覆盖猜想成立.

下述定理分别由两组数学家独立完成.

定理 13 [9, 23] 对所有 2- 边连通图 G, cc(G) 6 5
3 |E(G)|.

证明 设 G 为 2- 边连通图, f 是 G 的一个处处非零整数 8- 流, A 是由 Eodd(f) 构成的偶子图.

第 4.1小节 4-覆盖定理的证明过程中, (4.1)中的 6个偶子图 {H1,H
′
1,H2,H

′
2,H3,H

′
3}覆盖 E(G)\E(A)

中的每条边恰好 4 次, 覆盖 E(A) 中的每条边恰好 3 次. 所以,

3∑
i=1

(|E(Hi)|+ |E(H ′
i)|) = 4|E(G)| − |E(A)|.

根据 {Hi,H
′
i} (1 6 i 6 3) 的构造, {H1,H

′
1,H2} 和 {H ′

2,H3, H
′
3} 均是 G 的一个覆盖, 其中较小者的长

度至多是上述等式中数值的一半, 即

cc(G) 6 1

2
(4|E(G)| − |E(A)|) = 2|E(G)| − 1

2
|E(A)|.

根据引理 2, 选择 f 使得 |Eodd(f)| > 2
3 |E(G)|, 即 |E(A)| > 2

3 |E(G)|, 因此,

cc(G) 6 2|E(G)| − 1

3
|E(G)| = 5

3
|E(G)|.

证毕.
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已 30 多年了, 定理 13 中的上界 5
3 |E(G)| 仍未被改进, 只是在附加额外条件的情形下, 得到了更

好的上界.

定理 14 [25] 如果 G 有处处非零 5- 流, 则

cc(G) 6 8

5
|E(G)|.

定理 15 [26] 如果 3- 流猜想成立, 则

cc(G) 6 44

27
|E(G)|.

定理 16 [27] 如果 G 有 Fulkerson 覆盖, 则

cc(G) 6 22

15
|E(G)|.

Kaiser 等 [28] 证明了, 若 G 是一个无环的 2- 边连通图, 且每点的度数至少为 3, 则

cc(G) 6 44

27
|E(G)|.

这个上界被 Fan [29] 改进到 218
135 |E(G)|. 在允许环出现的情形下, Fan [29] 证明了, 若 G 是 2- 边连通图,

且每点的度数至少为 3, 则

cc(G) <
278

171
|E(G)|.

这个成果可以应用到存在度数为 2 的点的图: 对每个度数为 2 的点加一个环, 该点的度数变成 4.

作为本节的结束, 我们提出下述问题:

问题 2 如果 G 有 Fulkerson 覆盖, 能否推出 cc(G) 6 7
5 |E(G)|?

4.3 圈、路覆盖

通过解决哥尼斯堡七桥问题, Euler创立了图论这一数学新分支. Euler 1736年提交的有关哥尼斯

堡七桥问题的论文被认为是图论领域的开篇之作, 该文给出的定理被后人称为 Euler 定理, 即一个连

通图存在一条从一点出发经过每条边恰好一次后回到该点的闭迹的充分必要条件是该图每个点的度

数均为偶数. 为纪念 Euler,后人将这种闭迹称为 Euler回路,存在 Euler回路的图称为 Euler图. 显然,

Euler图就是连通偶图. Euler图中的 Euler回路给出了图的一种分解: 分解成边不交的圈,即 Euler图

存在圈的 1- 覆盖, 但没能回答圈的个数问题. Euler 图的圈 1- 覆盖需要多少个圈? 两百多年来, 这个

问题一直困扰着图论学家们. Hajós 提出了下述著名猜想:

猜想 10 (Hajós 猜想) n 个点的简单 Euler 图存在由至多 n
2 个圈构成的 1- 覆盖.

许多著名数学家, 如 Erdős (Wolf 奖得主) 等都考虑过这个问题. 他们认为 Hajós 猜想中的系数 1
2

太难了, 能否把猜想减弱, 寻找一个与点数 n 无关的常数 c, 使得 n 个点的简单 Euler 图存在由至多

cn 个圈构成的 1- 覆盖.

猜想 11 (Erdős-Goodman-Pósa 猜想) 存在常数 c, 使得 n 个点的简单 Euler 图存在由至多 cn

个圈构成的 1- 覆盖.

这个问题至今也没有解决. 匈牙利数学家 Pyber 早年的时候一直在研究这个猜想, 后来放弃了,

转去做有限群理论. 作为一种告别, Pyber [30] 在 1991 年发表了一篇有关这个问题的综述文献, 认为

Hajós 猜想的解决目前是不可及的 (out of reach at present).
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根据 Euler 定理, 只有偶图才存在圈的 1- 覆盖, 对于一般的图, 若有奇度数点, 则不存在圈的 1-

覆盖. 但任何一个图一定存在路的 1- 覆盖, 最简单的做法, 把每条边作为一条路, 则任意 m 条边的图

存在由 m 条路构成的 1- 覆盖. 于是, 一个很自然的问题是, 若寻求数目尽可能少的路所构成的 1- 覆

盖,该覆盖含有多少条路? 这是图论领域的一个基本问题.若以路的数目少为优,将每条边作为路的 1-

覆盖显然不是最优的. Gallai 认为在最优的情形下, n 个点的连通简单图最多只需要 n+1
2 条路.

猜想 12 (Gallai 猜想) n 个点的连通简单图存在由至多 n+1
2 条路构成的 1- 覆盖.

Lovász [31] 研究过这个著名猜想,他证明了, 若同时使用圈和路, 则 n个点的连通简单图存在由至

多 n
2 个圈和路构成的 1- 覆盖.

定理 17 (Lovász 定理) n 个点的连通简单图存在由至多 n
2 个圈和路构成的 1- 覆盖.

Lovász 长期从事图论研究, 曾经担任国际数学联盟主席, 51 岁时获得 Wolf 奖. 他曾经在微软研

究院任职多年, 致力于数学的应用研究.为庆祝他的 60岁生日,国际上举办了一个大规模的学术会议,

会后出版了会议论文集 Building Bridge, 赞誉他在数学与计算机科学之间建立了一座桥梁.

前面提到的这些猜想是寻求圈或路最少的 1- 覆盖, 关键是这些圈或路须边不交. 因为难度太大,

人们退而求其次: 允许这些圈或路有共同边,将 1-覆盖问题减弱为一般的覆盖问题. 1980年, Chung [32]

提出了两个猜想: (1) n 个点的简单 Euler 图存在由至多 n
2 个圈构成的覆盖; (2) n 个点的连通简单图

存在由至多 n+1
2 条路构成的覆盖. Fan [33,34] 证明了这两个猜想成立.
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Integer flows and subgraph covers

FAN GengHua

Abstract Integer flows and subgraph covers are two important subjects in graph theory. They are closely

related to the famous four color problem, which is equivalent to the integer 4-flow problem in planar graphs. A

graph has an integer k-flow if for some orientation, there is a function from its edge set to an abelian group such

that at each vertex the sum of the values on the edges into the vertex is equal to the sum of the values on the

edges out of the vertex. Integer flows are related to several well-known problems in other fields of mathematics,

such as lonely runner problem in combinatorics, diophantine approximation in number theory, view obstruction

in geometry and additive basis in linear vector space. Four color problem is also equivalent to the problem of

Eulerian subgraph covering of planar graphs: Every 2-edge-connected planar graph has three Eulerian subgraphs

covering each edge precisely twice. The well-known Fulkerson conjecture claims that every 2-edge-connected graph

(not necessary to be planar) has six Eulerian subgraphs covering each edge precisely four times. In this paper,

we shall give a brief survey of the two subjects and other related problems.
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